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Streszczenie 

 

Utylitarnym celem pracy było opracowanie metody syntezy modeli matematycznych 

układów piezoelektrycznych. Ponadto weryfikowana jest także możliwość zastosowania 

metody nieklasycznej, bazującej na grafach oraz algebrze liczb strukturalnych, do analizy 

układów piezoelektrycznych. Syntezowane modele mechatronicznych układów kaskadowych 

są odwzorowaniem stosów piezoelektrycznych złożonych z płytek o różnych parametrach 

geometrycznych lub właściwościach materiałowych. Podstawą syntezy jest metoda Cauera, 

polegającą na rozbiciu funkcji transmitancji układu na ułamek łańcuchowy. Wielomiany 

transmitancji utworzono na podstawie przyjmowanych w pracy częstotliwości rezonansowych 

oraz antyrezonansowych. Współczynniki wyznaczonego metodą Cauera ułamka łańcuchowego 

odpowiadają parametrom (sztywności oraz masy) elementów wstępnie syntezowanego, 

mechanicznego układu kaskadowego. Parametry elementów tłumiących określono stosując 

wzory Rayleigha. Oddziaływania elektrycznej części układu piezoelektrycznego 

zamodelowano jako siły elektromotoryczne, przyłożone do członów układu mechanicznego. 

Częstotliwości rezonansowe utworzonych modeli porównano z założonymi w pracy 

docelowymi częstotliwościami przy pomocy metody macierzowej oraz metody grafów i liczb 

strukturalnych. Odpowiedzi amplitudowe wyznaczono metodą macierzową, rozwiązując 

różniczkowe równania ruchu. Analogiczne odpowiedzi obliczono stosując także metodę 

grafów oraz algebrę liczb strukturalnych. Wyniki analizy odpowiedzi zamodelowanych 

układów porównano pod kątem wyznaczonych amplitud przemieszczenia poszczególnych 

stopni swobody. Przygotowane w pracy algorytmy komputerowe przeanalizowano również  

w kontekście mocy obliczeniowej oraz pamięci RAM potrzebnej do przeprowadzenia obliczeń. 

Poprzez zastosowanie równań konstytutywnych, przekształcono syntezowane układy 

mechaniczne do postaci układów mechatronicznych, modelując zachowanie rzeczywistych 

układów piezoelektrycznych. Stosując zależności fizyczne określające właściwości materiałów 

piezoelektrycznych, wyznaczono wzory umożliwiające obliczenie charakterystycznych 

parametrów płytek piezoelektrycznych na bazie utworzonych układów mechatronicznych. 

Przygotowane modele matematyczne wykorzystano do sporządzenia aplikacji komputerowej 

przeznaczonej do automatycznej syntezy układów piezoelektrycznych w programie Matlab 

R2019b. Utworzono także moduł do analizy syntezowanych układów na podstawie metody 

macierzowej. W ramach weryfikacji dokładności syntezowanych układów utworzono 

stanowisko laboratoryjne mające na celu zbadanie zachowania płytek piezoelektrycznych oraz 
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stosów wzbudzanych napięciem elektrycznym o stałej amplitudzie oraz zmiennej 

częstotliwości. Badaniu poddano zbiór elementów piezoelektrycznych o różnych parametrach 

geometrycznych. W ramach badania przeprowadzono analizę odpowiedzi amplitudowej  

w dziedzinie częstotliwości układów pod postacią pojedynczych płytek oraz stosów.  

Wyniki uzyskane metodami analitycznymi oraz empirycznymi porównano ze sobą  

i sformułowano na tej podstawie wnioski dotyczące skuteczności zaproponowanej metody 

syntezy. Na podstawie otrzymanych wyników przedstawiono również propozycje dalszego 

kierunku pracy naukowej.  

Opracowana autorska metoda syntezy układów piezoelektrycznych jest oparta na ciągle 

rozwijanych przez Pracowników naukowych Politechniki Śląskiej metodach analizy oraz 

syntezy złożonych układów mechanicznych oraz elektrycznych. W swojej pracy autor 

uwzględnia również prowadzone międzynarodowe badania dotyczące metod modelowania 

układów piezoelektrycznych przy użyciu analogii mechanicznych oraz elektrycznych. 

Niniejsza praca dotyczy zastosowania przedstawionych metod w syntezie  

i analizie układów piezoelektrycznych złożonych z modułów o różnych parametrach 

geometrycznych i właściwościach materiałowych. Badania w tym obszarze nie są jeszcze 

dostatecznie rozwinięte i nadzieją autora jest utworzenie fundamentów nowych metod syntezy 

złożonych układów piezoelektrycznych przy użyciu płytek o różnych parametrach 

technicznych. 

Prowadzone badania mogą przyczynić się do rozwoju technologii aktywnego tłumienia 

drgań środków technicznych oraz poszerzenia zastosowań istniejących już technologii  

w nowych gałęziach przemysłu. Opracowywana metoda syntezy może pozwolić na utworzenie 

bardziej złożonych układów piezoelektrycznych, zdolnych do działania  

w szerszym zakresie częstotliwości. Nowe rozwiązania mogą poszerzyć zakres zastosowań 

układów piezoelektrycznych w przemyśle motoryzacyjnym, automatyce przemysłowej oraz 

precyzyjnych układach pozycjonowania. 
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Abstract 

 

The practical objective of this work was to develop a method for the synthesis  

of mathematical models representing piezoelectric systems. In addition, the applicability  

of a non-classical method based on graphs and structural number algebra is verified in the 

context of analysis of piezoelectric systems. The synthesised models of mechatronic cascade 

systems constitute a mathematical representation of real piezoelectric stacks composed  

of wafers with different geometric parameters or material properties. The synthesis process  

is based on Cauer's method, where the transmittance function of the system is decomposed into 

a chain fraction. The transmittance polynomials were formed based on a set of resonant and  

anti-resonant frequencies which was assumed in the work. Coefficients of the chain fraction 

determined by Cauer's method correspond to parameters (stiffness and mass values) of elements 

in a mechanical cascade model. Damping values were determined using the Rayleigh equation. 

Interactions with the electrical part of a piezoelectric system were modelled as electromotive 

forces acting on the components of a mechanical system. Resonant frequencies of obtained 

models were validated through analysis with a matrix method. Additionally, a non-classical 

method involving structural number algebra was also used. A modal analysis was conducted 

using the matrix method by solving the differential equations of motion. Analogous analysis 

was also done using the graph method and structural number algebra. Obtained results were 

compared in terms of calculated resonant frequencies and model response. A set of computer 

algorithms was prepared based on both methods used in the work. Developed algorithms were 

analysed in terms of the computing power and memory required for the calculations.  

Mechanical models developed in the work were transformed into mechatronic systems through 

the application of constitutive equations. The goal of transformation was to fully simulate the 

behaviour of real piezoelectric systems. Using physical relationships that define the properties  

of piezoelectric materials, equations were established to calculate the real parameters  

of piezoelectric plates based on created models. Mathematical models were later introduced in 

an original computer application for the automatic synthesis of piezoelectric systems, made in 

Matlab R2019b. An analysis module based on the matrix method was also created. A laboratory 

test stand was also developed to study the behaviour of piezoelectric circuits excited by a signal 

with constant amplitude and variable frequency. The test stand was used to verify the accuracy 

of synthesised models. Piezoelectric elements with different geometric parameters were tested. 

The study included an analysis of a modal response of circuits made with single piezoelectric 
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wafers and with stacks. The results obtained with analytical and empirical methods have been 

compared. Conclusions concerning the effectiveness of proposed synthesis method were drawn 

on the basis of results obtained and suggestions for further direction of scientific work were 

also presented.  

The method of synthesis developed by the author is based on methods of synthesis  

of complex mechanical and electrical systems, which are continuously developed by 

researchers of the Silesian University of Technology. The ongoing international research on 

methods of modelling piezoelectric systems using mechanical and electrical analogies was also 

included. The aim of this work is to enable synthesis and analysis of piezoelectric systems 

composed of elements with different geometric parameters and material properties by using 

introduced methods of mathematical modelling. Research in this domain is not yet sufficiently 

developed, and the author hopes to lay the foundation for new methods for the synthesis  

of complex piezoelectric systems using wafers with different technical parameters.  

Scientific work included in this thesis can contribute to the development of technologies 

for active vibration damping of technical devices and the extension of applications of existing 

technologies to new industries. The developed synthesis method may allow the creation of more 

complex piezoelectric systems that can operate over a wider range of frequencies, which could 

extend the range of applications of piezoelectric systems in the automotive industry, industrial 

automation and precision positioning systems. 


