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Streszczenie

Praca doktorska skupia si¢ na rozwijaniu narzedzi obliczeniowych oraz modeli ma-
tematycznych dla systeméw reakcji-adwekcji-dyfuzji. Ztozonos¢ naturalnych proceséw
chemicznych, fizycznych i biologicznych wymaga tworzenia zaawansowanych modeli
matematycznych, ktére pozwalaja na doktadna symulacje 1 analize tych zjawisk. Glow-
nym celem pracy byto stworzenie schematéw obliczeniowych pozwalajacych na anali-
z¢ skomplikowanych proceséw chemicznych, fizycznych oraz biologicznych. Zwrécono
szczegblng uwage na modelowanie zjawiska powstawania wzorcow Lieseganga, detona-
cji materiatow wybuchowych oraz ewolucji populacji komérkowych. Praca skupia si¢ na

zastosowaniu algorytméw numerycznych w trzech obszarach:

1. Modelowanie procesu powstawania wzorcOw Lieseganga (system dyfuzji-aglome-

racji-reakcji).

2. Modelowanie procesu detonacji materialéw wybuchowych i propagacji fali detona-

cyjnej (system adwekcji-reakcji).

3. Modelowanie ewolucji populacji komérkowych i mikroorganizméw (procesy sto-

chastyczne).

W pracy zostaty opracowane algorytmy, ktére pozwalaja na symulacj¢ wymienionych
wyzej procesOw. Kazdy z modeli bazuje na odpowiednich réwnaniach matematycznych,
ktore opisuja zjawiska fizyczne i chemiczne.

Modelowanie wzorcow Lieseganga: W tym przypadku zastosowano réwnania kine-
tyczne reakcji chemicznych, réwnania adwekcji i dyfuzji oraz prawo przesycenia, aby
opisaC proces tworzenia si¢ wzorcOw w procesach chemicznych. W symulacjach wyko-
rzystano algorytmy oparte na réwnaniach rézniczkowych czastkowych (PDE), ktére po-

zwalaja na prognozowanie ksztaltowania si¢ wzorcow w czasie.



Modelowanie detonacji: Proces detonacji materiatéw wybuchowych opiera si¢ na zto-
zonych réwnaniach fizycznych, takich jak réwnania stanu gazu doskonatego, rownania
Naviera-Stokesa oraz prawa Rankine’a-Hugoniota. Algorytmy numeryczne zostaly za-
stosowane do modelowania propagacji fali detonacyjnej, opisujac zmiany parametrow
fizycznych w czasie. Wyniki symulacji zostaty poréwnane z danymi eksperymentalnymi.

Modelowanie ewolucji populacji komérkowych: Zastosowano algorytm Gillespiego,
ktéry stuzy do modelowania proceséw stochastycznych w biologii, takich jak mutacje
w populacjach komérkowych i mikrobiologicznych. W pracy wprowadzono modyfika-
cje algorytmu, ktére pozwalaja na efektywne modelowanie rozwoju duzych populacji,
obejmujacych nawet miliony komérek. Zostalty poréwnane réwniez wyniki z modelem
deterministycznym oraz danymi z bazy TCGA (The Cancer Genome Atlas).

Wyniki symulacji przeprowadzonych w pracy potwierdzaja poprawno$¢ opracowa-
nych modeli oraz algorytméw. Modele powstawania wzorcéw Lieseganga pozwolily na
uzyskanie wynikéw zgodnych z prawami Matalona-Packtera oraz danymi literaturowymi.
Symulacje detonacji materiatéw wybuchowych wykazaty wysoka zgodnos¢ z wynikami
eksperymentalnymi. Natomiast modelowanie ewolucji populacji komérkowych pozwo-
lito na uzyskanie precyzyjnych danych dotyczacych rozwoju populacji i mutacji, co ma
istotne znaczenie w badaniach nad nowotworami.

Praca dowodzi, ze zastosowanie zaawansowanych metod obliczeniowych i nume-
rycznych do modelowania proceséw reakcji-adwekcji-dyfuzji pozwala na precyzyjne od-
zwierciedlenie rzeczywistych zjawisk. Opracowane algorytmy stanowia istotny wkiad
w rozwoj narzedzi symulacyjnych, ktére moga znaleZ¢ zastosowanie w badaniach na-
ukowych oraz przemystowych, zwlaszcza w dziedzinach takich jak chemia, fizyka czy
biologia. Modyfikacje algorytmu Gillespiego otwieraja nowe mozliwosci modelowania
rozwoju duzych populacji komérkowych, co ma znaczenie w badaniach nad nowotwora-

mi i innymi chorobami.
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Abstract

The doctoral dissertation focuses on the development of computational tools and ma-
thematical models for reaction-advection-diffusion systems. The complexity of natural
chemical, physical, and biological processes necessitates the creation of advanced mathe-
matical models that allow for accurate simulation and analysis of these phenomena. The
primary objective of the dissertation was to develop computational schemes that enable
the analysis of complex chemical, physical, and biological processes. Special attention
was given to modeling the phenomena of Liesegang pattern formation, explosive deto-
nation, and cell population evolution. The work focuses on the application of numerical

algorithms in three areas:
1. Modeling of Liesegang pattern formation (diffusion-aggregation-reaction system).

2. Modeling of explosive detonation and the propagation of a detonation wave (adve-

ction-reaction system).
3. Modeling of cell population and microorganism evolution (stochastic processes).

The dissertation develops algorithms that allow for the simulation of the aforementio-
ned processes. Each of the models is based on appropriate mathematical equations that
describe physical and chemical phenomena.

Modeling Liesegang Patterns: In this case, kinetic equations of chemical reactions, ad-
vection and diffusion equations, and the law of supersaturation were applied to describe
the process of pattern formation in chemical processes. The simulations employed algori-
thms based on partial differential equations (PDEs) that allow for the prediction of pattern
formation over time.

Modeling Detonation: The process of explosive detonation is based on complex phy-

sical equations, such as the ideal gas equation of state, Navier-Stokes equations, and the



Rankine-Hugoniot conditions. Numerical algorithms were applied to model the propaga-
tion of the detonation wave, describing changes in physical parameters over time. The
simulation results were compared with experimental data.

Modeling Cell Population Evolution: The Gillespie algorithm was used to model sto-
chastic processes in biology, such as mutations in cellular and microbial populations.
Modifications to the algorithm were introduced in the dissertation, allowing for efficient
modeling of large populations, encompassing even millions of cells. The results were also
compared with the deterministic model and data from the TCGA (The Cancer Genome
Atlas) database.

The results of the simulations conducted in the dissertation confirm the accuracy of
the developed models and algorithms. The Liesegang pattern formation models yielded
results consistent with the Matalon-Packter laws and literature data. The explosive de-
tonation simulations showed a high degree of agreement with experimental results. The
modeling of cell population evolution provided precise data on population development
and mutations, which is of significant importance in cancer research.

The dissertation demonstrates that the application of advanced computational and nu-
merical methods to model reaction-advection-diffusion processes allows for the precise
representation of real phenomena. The developed algorithms make a significant contribu-
tion to the advancement of simulation tools that can be applied in both scientific research
and industrial contexts, particularly in fields such as chemistry, physics, and biology. The
modifications to the Gillespie algorithm open up new possibilities for modeling the deve-

lopment of large cell populations, which is relevant in cancer and other disease research.
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1 Celi zakres pracy

Naturalnie wystgpujace zjawiska chemiczne, fizyczne i biologiczne czgsto sa skompli-
kowanymi, wieloetapowymi procesami. W trakcie matematycznego opisu tych zjawisk
zazwyczaj wymagane sa duze uproszczenia, wiele danych eksperymentalnych, a nawet
opracowanie skomplikowanych modeli empirycznych. Symulacja przebiegu tych pro-
cesOw jest wigc ztozonym problemem, trudnym do rozwigzania w przystepny sposob.
Zgodnie z istniejacymi prawami kazdy proces mozna roztozy¢ na jednostkowe operacje,
ktorych sumaryczny efekt bedzie tozsamy. Tak uzyskane sktadowe mozna opisac nieza-
leznie, a okreSlenie kolejnosci ich wystgpowania jednoznacznie umozliwi opisanie catego
procesu.

Gtéwnym celem pracy byto okreSlenie metod i schematéw obliczeniowych umozli-

wiajacych modelowanie opisanych zjawisk. Kluczowymi aspektami byty:

1. Uwzglednienie wigkszosci parametréw wplywajacych na proces zblizajac oblicze-

nia do rzeczywistych warunkow.

2. Opracowanie algorytmow implementujacych zrealizowane schematy obliczeniowe
oraz narzgdzia symulacyjne umozliwiajacych zweryfikowanie poprawnosci przed-
stawionych metod. Weryfikacja opracowanych metod opierata si¢ o dane dostgpne

w literaturze oraz wyniki przeprowadzonych eksperymentow.

3. Ujecie w algorytmach modelowania proceséw z r6znych dziedzin nauki: chemii,

fizyki 1 biologii.

Okreslenie schematéw obliczeniowych byto mozliwe dla $cisle zdefiniowanych zja-
wisk, ktére umozliwily ogélne okreslenie metody dla danego typu modelu. W ramach
prowadzonych badan analizowanymi zjawiskami byly: powstawanie wzorcow Liesegan-
ga (system dyfuzji-aglomeracji-reakcji), detonacja materiatu wybuchowego wraz z propa-
gacja fali detonacyjnej (system adwekcji-reakcji) oraz ewolucja populacji komérkowych
1 populacji mikroorganizméw (procesy stochastyczne).

Proces powstawania wzrocéw Lieseganga mozna opisa¢ jako model chemiczny. Ba-
zujac na kinetyce reakcji chemicznej, procesie dyfuzji i aglomeracji oraz prawie przesyce-
nia opracowany zostat schemat obliczeniowy wyznaczajacy stgzenie stracanego produktu
w zalezno$ci od czasu trwania procesu. Wymagane byto wykorzystanie prawa Matalona-
Packtera oraz praw pomocniczych w celu weryfikacji wynikéw modelu. Algorytm zostat

zaimplementowany z wykorzystaniem Srodowiska Matlab oraz biblioteki PDESolver.
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Detonacja materiatu wybuchowego 1 propagacja fali detonacyjnej (model fizyczny)
jest skomplikowanym, wieloetapowym procesem. OkreSlenie schematu obliczeniowego
wymagato wykorzystania praw zachowania, réwnania gazu stanu doskonatego, kinetyki
reakcji chemicznych, metod bilansu, rownania adwekcji, r6wnania transportu oraz réw-
nania Naviera-Stockesa. W trakcie symulacji wyznaczane byly zmiany parametrow opi-
sujacych skfad oraz ruch fali detonacyjnej. Algorytm zostal zaimplementowany z wy-
korzystaniem Srodowiska Python oraz zostat zweryfikowany z wykorzystaniem danych
eksperymentalnych.

Proces ewolucji populacji, jako model biologiczny, jest procesem stochastycznym.
Algorytm Gillespiego umozliwa opis stochastycznych zjawisk ewolucyjnych wystepuja-
cych w trakcie rozwoju populacji. Podstawowy algorytm Gillespiego byt w trakcie badan
modyfikowany w celu uzyskania optymalnego czasu symulacji, umozliwienia przeprowa-
dzenia symulacji dla wysokoliczebnych populacji (ponad milion komérek lub mikroorga-
nizmow) oraz wyznaczenia doktadnych danych ewolucyjnych. Opisane modyfikacje oraz
algorytm zostaty zaimplementowane w Srodowisku Python, a wyniki symulacji zostaty

zestawione z modelem deterministycznym oraz danymi zawartymi w bazie TCGA.



2 Tezy

Wyznaczenie schematu obliczeniowego opisujacego kolejne kroki procesu chemiczne-
go, fizycznego lub biologicznego oraz zastosowanie metod numerycznych do rozwiaza-
nia schematu umozliwia odzwierciedlenie rzeczywistego opisu zjawiska. Parametryzacja
wyznaczonego algorytmu oraz uwzglednienie rzeczywistych parametréw oddziatujacych
na uktad przybliza wyniki symulacyjne do danych eksperymentalnych. Otrzymywane da-
ne symulacyjne poprzez zastosowanie metod bilansu i metod numerycznych szczegétowo
opisuja zmiany wystegpujace w procesie w zaleznosci od jego przebiegu oraz umozliwiaja
okreslenie ksztattu fali procesu. W odniesieniu do zaplanowanego zakresu pracy, przepro-
wadzonych badan oraz projektéw programistycznych zostaly sformulowane nastgpujace

tezy:

1. Bazujac na schemacie obliczeniowym wyznaczonym na podstawie réwnania dy-
fuzji, modelu kinetycznego procesu chemicznego oraz teorii przesycenia mozna
okresli¢ sumaryczne rownania czastkowe stanu sktadu uktadu. Rozwigzanie otrzy-
manych réwnan czastkowych na bazie schematéw siatkowych réwnan hiperboli-
czych okresla zmiany sktadu ukladu w czasie oraz ksztatt stacjonarnego procesu

stracania.

2. Rozdzielenie skomplikowanego procesu detonacji na czastkowe zmiany oraz utoze-
nie schematu obliczeniowego opisujacego ewolucje parametréw pozwala na stwo-
rzenie algorytmu modelowania funkcji czasowych opisujacych kluczowe zmienne
uktadu. Zastosowanie praw zachowania Rankine-Hugoniota oraz réwnania Navie-
ra-Stockesa do opisu frontu procesu propagacji fali uderzeniowej umozliwia wy-
znaczenie nieciagtych zmian na froncie fali. Przedstawienie procesu detonacji i pro-
pagacji fali uderzeniowej w postaci sekwencji kolejno wystgpujacych po sobie zda-

rzef zachowuje zalezno$ci pomigdzy parametrami i pozwala wyznaczy¢ ksztalt fali.

3. Wykorzystanie algorytmu Gillespiego oraz zastosowanie odpowiednich struktur da-
nych Srodowiska programowania Python umozliwiajacych obliczenia réwnolegte
oraz przechowywanie danych dotyczacych indekséw mutacji i indekséw komoérek
w postaci macierzy rzadkiej znaczaco wplywa na czas trwania symulacji. Umoz-
liwia przeprowadzenie symulacji rozwoju wysokoliczebnych (ponad milion komé-

rek) populacji oraz generowanie wysokorozdzielczych statystyk.
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4. Weryfikacja danych symulacyjnych z wykorzystaniem danych rzeczywistych se-
kwencjonowania DNA z bazy TCGA wymaga opracowania kroku analizy odzwier-
ciedlajacego rzeczywista transkrypcje materiatu genetycznego, uwzgledniajaca wa-

rto$¢ pokrycia w eksperymentach sekwencjonowania.

5. Grupowanie danych ze wzgledu na charakterystyczne cechy pomimo utraty roz-
dzielczosci danych genetycznych zmniejsza czas symulacji oraz pozwala na mo-

delowanie ewolucji populacji o wielkosci dochodzacej do 500 milionéw komorek.



3 Elementy oryginalne pracy, publikacje zwiazane z pra-
ca
W pracy przedstawione zostaty oryginalne aspekty badar:

* Algorytm oraz program (w formie skryptow programu Matlab) symulujacy proces
powstawania zjawiska pierScieni Lieseganga w kontrolowanym - lepkim Srodowi-
sku dla geometrii 1D i 2D wraz z weryfikacja wynikéw na podstawie danych lite-

raturowych i praw opisujacych proces.

* Algorytm oraz program (w formie kodu jezyka Python) symulacji procesu detonacji
trotylu oraz propagacji fali uderzenieowej dla geometrii 1D i 2D wraz z weryfika-
cja wynikow na podstawie danych eksperymentalnych i praw opisujacych proces

(https://github.com/JGil-polsl/shockwavePropagation).

* Modyfikacje algorytmu Gillespiego umozliwiajace przeprowadzanie symulacji do-

tyczacych rozwoju duzych populacji komérkowych oraz mikroorganizméw.

* Modyfikacje algorytmu Gillespiego umozliwiajace generacj¢ wysokorozdzielczych
danych statystycznych wliczajac dane dotyczace propagacji ewolucji w oparciu

o fale mutacji i fale fitnesu oraz statystki VAF (Valliant allelic frequencies).

* Implementacja modyfikacji algorytmu Gillespiego w postaci programu w jezyku

Python (https://github.com/JGil-polsl/clonalEvolution).

Badania zostaty czgsciowo przedstawione na konferencjach i opisane w publikacjach.

Konferencje

* J. Bobek, A. Polanski "Modelowanie numeryczne wzorcOw Lieseganga dla ukfa-
déw o geometrii liniowej i radialnej", konferencja Onkologia obliczeniowa i sper-
sonalizowana medycyna TU i TERAZ!, 21.04.2021

* Gil J, Szymiczek K, Polanski A "Simulation system for fitness waves in clonal evo-
lution", konferencja Computational Oncology and Personalized Medicine COPM-
2022 THE CHALLENGES OF THE FUTURE, 27.04.2022

* Jarostaw Gil, Andrzej Polanski, "Application of Gillespie algorithm for simulating

evolution of fitness of microbial population", VII International Conference of Com-
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putational Methods in Engineering Science — CMES’22, 24-26 November 2022,
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* Gil J "Modelling clonal evolution of tumours by using high resolution stocha-
stic simulations", konferencja Computational Oncology and Personalized Medicine
COPM2023 CROSSING BORDERS, CONNECTING SCIENCE, 26.04.2023

* Gil J, Labaj W, Polanski A "Adaptation of birth rate in deterministic model for can-
cer cells population evolution scenario", Computational Oncology and Personalized
Medicine COPM2024 Building the world of tomorrow, today, 22.05.2024

Artykuly

* Gil Jarostaw , Polanski Andrzej, "Application of Gillespie algorithm for simulating
evolution of fitness of microbial population", Applied Computer Science, vol. 18,
no. 4, pp 5-15, 2022

* Polanski, Andrzej, et al. "Propagation of weakly advantageous mutations in cancer
cell population.”" arXiv preprint arXiv:2302.06573 (2023).

* Bobek Jarostaw, Polaniski Andrzej, "Numerical modeling of the Liesegang precipi-
tation patterns with linear and radial geometries", Recent advances in computational
oncology and personalized medicine / Bajkacz Sylwia, Ostrowski Ziemowit (red.),
2021, Politechnika Slaska, s.11-23, ISBN 978-83-7880-800-8

* Gil Jarostaw, Szymiczek Krzysztof, Polanski Andrzej, "Improving Gillespie simu-
lation algorithm for fitness in clonal evolution", Recent advances in computational
oncology and personalized medicine. Vol. 2, The challenges of the future / Kru-
kiewicz Katarzyna [i in.] (red.), Monografia / Politechnika Slaska, 2022, vol. 969,
Politechnika Slaska, s.153-168, ISBN 978-83-7880-876-3. DOI:10.34918/85111

* Gil Jarostaw, Polanski Andrzej, "Modelling clonal evolution of tumours by using
high resolution stochastic simulations", Recent advances in computational oncolo-
gy and personalized medicine. Vol. 3, Crossing borders, connecting science / Kru-
kiewicz Katarzyna [i in.] (red.), Monografia / Politechnika Slaska, 2023, vol. 1019,
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4 Wprowadzenie

W pracy zostaty opisane aspekty zastosowania modelowania numerycznego i wykorzy-
stania schematéw obliczeniowych w symulowaniu proceséw chemicznych, fizycznych
1 biologicznych. Ze wzgledu na obszerng tematyke, zastosowania ograniczono do im-
plementacji modelu powstawania pierScieni Lieseganga (model chemiczny, proces dyfu-
zji), detonacji materialu wybuchowego i propagacji fali uderzeniowej (model chemiczny
i fizyczny) oraz ewolucji populacji komérkowej w oparciu o model rozwoju klonalnego
(model epidemiologiczny). Zastosowanie schematow obliczeniowych wymaga zrozumie-
nia matematycznego opisu zjawisk wystepujacych w procesach. W pierwszym rozdziale
zostaty przytoczone podstawowe definicje i przeglad metod mozliwych do wykorzystania
w trakcie opracowywania analizowanych modeli. Zostaly wzigte pod uwage ogdlne prawa
chemiczne i fizyczne, schematy rozwigzywania uktadéw réznicowych oraz ich dyskrety-
zacji. Nastepnie kolejno opisane zostaly przeprowadzone badania i analizy dla modeli:
powstawania pierscieni Lieseganga, detonacji materiatu wybuchowego oraz rozwoju po-
pulacji komérkowych. W kazdym kolejnym rozdziale zostaty przytoczone podstawowe
wiadomosci teoretyczne oraz réwnania matematyczne umozliwiajace doktadny opis mo-

delowanych zjawisk.

4.1 Rownania Kinetyczne reakcji chemicznych

Przebieg procesu chemicznego jest zalezny od parametréw uktadu. Mozemy je podzielié
na parametry wewngtrzne uktadu, takie jak stgzenie substancji uczestniczacych w pro-
cesie chemicznym czy zanieczyszczenie substancji oraz parametry zewngtrzne, takie jak
temperatura, gestosc, ciSnienie. Stan poczatkowy i czynniki zewngtrzne ksztattuja kolejne
kroki procesu [1]].

Roéwnania kinetyczne reakcji chemicznych [2] opisuja tempo w jakim reagenty prze-
ksztalcaja si¢ w produkty. Sa one fundamentalne w zrozumieniu i modelowaniu tempa
przemian proceséw chemicznych. Réwnanie szybkosci reakcji (2)) i jego zwiazek z row-

naniem kinetyczym (3]), odnosza si¢ do danego réwnania reakcji chemicznej (T).

A+B—-C+D (1)

v=—2 = — )




v=24_ s Ga)

v="8_ _am) (3b)

v=T_ a1 (o)
D]

V=g T k[A][B] (3d)

Gdzie:

[A], [B], [C], [D] - stezenia reagentéw,

k - stata szybkosci reakcji

Szybkos¢ reakcji jest miarg zmiany ilosci jednego z reagentéw (moze to by¢ zaréwno
ubytek iloSci substratu, jak przyrost iloSci produktu) w danym przedziale czasu. Rowna-
nie kinetyczne (3)) mozna dyskretyzowac uzyskujac iteracyjna zalezno$¢ zmian stezenia

reagentow w czasie.

4.2 Rownanie adwekcji

Rownanie adwekcji (@) jest jednym z podstawowych réwnan opisujacych transport sub-
stancji w przeptywach ptynéw. Opisuje ono zmiang stgzenia substancji w czasie 1 prze-
strzeni, uwzgledniajac predkos¢ przeptywu ptynu. Podczas gdy w prostszych przypad-
kach moze by¢ rozwiazane analitycznie, w bardziej zlozonych sytuacjach wymaga za-
stosowania metod numerycznych [3]. Réwnanie adwekcji jest kluczowe dla zrozumienia

proceséw transportu w réznych Srodowiskach oraz dla modelowania zjawisk fizycznych.

Oc
a—i—V-(uc)zO 4)

Gdzie:

c(x,t) - stezenie substancji,
u - predkos¢ adwekeji,
V - operator Nabla,

t - czas.

14



4.3 Rownanie dyfuzji

Rownanie dyfuzji (5) opisuje rozprzestrzenianie si¢ substancji, energii lub innych wiel-
koSci przez dyfuzje, czyli proces, w ktérym czasteczki lub inne obiekty poruszaja sie
z obszaréw o wigkszym stezeniu lub temperaturze do obszaréw o mniejszym stezeniu
lub temperaturze. Jest to jedno z fundamentalnych réwnan fizyki stosowanych do mo-
delowania r6znych procesow, takich jak dyfuzja substancji chemicznych w roztworach,
transport ciepta w ciatach statych czy rozprzestrzenianie si¢ informacji w rozwiazaniach
matematycznych. Rownanie dyfuzji ma szerokie zastosowanie w r6znych dziedzinach na-
uki i techniki, a jego rozwiazania sa czgsto wykorzystywane do analizy i przewidywania
zachowania si¢ systemow fizycznych w warunkach dyfuzyjnych.

gi = DV?c (5)
Gdzie:

c(x,t) - stgzenie substancji,
D - wspéiczynnik dyfuzji,
V - operator Nabla,

V2 - operator Laplace’a,

t - czas.

4.4 Procesy stochastyczne

Procesem stochatycznym [4] mozna nazwaé rodzing zmiennych losowych okreslonych
na pewnej przestrzeni probabilistycznej, ktére moga przyjmowaé realizacj¢ z jednako-
wego zakresu. Intuicyjnie mozna okresli¢ proces stochastyczny jako funkcje zalezng od
czasu, dla ktérej wynik w dowolnym momencie jest wartoscia losowa. Zjawiska oparte
o procesy stochastyczne moga by¢ analizowane za pomoca modeli matematycznych lub
algorytméw opierajacych si¢ na symulacjach stochastycznych z wykorzystaniem genera-
toréw liczb pseudolosowych.

Proces ewolucji populacji komérkowych czy wystgpowanie mutacji mozna okresli¢
jako zjawisko stochastyczne ze wzgledu na jednakowe prawdopodobiefistwo wystapienia
zdarzenia ewolucyjnego w danej chwili czasu dla kazdej sktadowej populacji. Wystepo-
wanie zderzen elementarnych w trakcie proceséw chemicznych réwniez jest zjawiskiem

stochastycznym - dowolne dwie czasteczki podczas zderzenia moga utworzy¢ produkt
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reakcji. Modelowanie procesOw stochastycznych jest mozliwe stosujac algorytmy cza-
steczkowe - oparte o zdarzenia elementarne, takie jak metoda Monte-Carlo czy modele

Markowa.

44.1 Lancuch Markowa

Laricuchem Markowa [5, 6] nazywany jest nieskorficzony ciag zmiennych losowych ktére
przyjmuja wartoSci z skoniczonego zbioru stanéw, przy czym kazdy stan zalezu od po-
przednich tylko poprzez stan poprzedzajacy. Matematycznie zalezno$¢ ta moze zostaé

zapisana jako (6).

P<Xn+1 = m‘Xn = ‘Tannfl = Tp-1, vy Xo = xO) = P(Xn+1 = z’Xn = xn) (6)

4.4.2 Rownania Chapmana-Kotomogorowa

Przejscie pomigdzy dwoma stanami mozna opisa¢ prawdopodobienstwem warunkowym

(7D,

P = P(Xpy, = X, = i) )

dla ktérego warto$¢ po lewej stronie rownania okreslona jest jako prawdopodobien-
stwo przejscia ze stanu i do stanu j w n krokach.
Zalezno$ci migdzy prawdopodobienstwami przejs¢ mozna zapisa¢ og6lng forma row-

naii Chapmana-Kotomogorowa (8) [7, [8]].
P =3 Pl 8)
k

4.5 Roéwnania rézniczkowe zwyczajne

W przypadku skomplikowanych proceséw, matematyczny opis jest ztozony, czgsto zalez-
ny od wielu parametréw. Uzyskanie rozwiazania metodami analitycznymi jest zazwyczaj
czasochtonne a nawet niemozliwe. W takim przypadku mozna zastosowaé dyskretyzacje
rownan lub metody bilansu w celu uzyskania rozwigzania réwnania w zadanym kroku

czasowym.
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Metoda Eulera

Metoda Eulera [9, 10] jest jedna z najprostszych i najbardziej fundamentalnych me-
tod numerycznych stosowanych do rozwiazywania réwnan rézniczkowych zwyczajnych
(ODE). Metoda ta jest wykorzystywana do rozwiazywania poczatkowych problemoéw

wartosciowych réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu.

W_ fit) ©)

Podstawowa idea metody Eulera polega na przyblizeniu rozwigzania réwnania roz-
niczkowego poprzez dyskretyzacj¢ zmiennej czasowej t. Rownanie rézniczkowe w po-
staci @[) jest iteracyjnie rozwiazywane, dzielac przedziat czasowy [to, tyax] na N réw-
nych krokéw o dtugosci h = w, co pozwala na obliczenie przyblizonych wartoSci y

w punktach siatki czasowe;j (10).

tn+1 =t, + h 1 Ynt1 = Yn + hf(tna yn) (10)

Zalety metody Eulera obejmuja prostote¢ implementacji i niskie koszty obliczenio-
we, jednak metoda ta ma rowniez istotne ograniczenia, takie jak niska doktadnos¢ (btad
globalny proporcjonalny do h) oraz potencjalna niestabilnos$¢ przy rozwiazywaniu sztyw-
nych réwnan rézniczkowych. Pomimo swoich ograniczen, metoda Eulera pozostaje cen-
nym narzgdziem, ktére stanowi fundament dla zrozumienia bardziej zaawansowanych
technik numerycznych, takich jak metody Rungego-Kutty, ktére oferuja wyzsza doktad-
no$¢ i lepsza stabilno$¢ w szerokim zakresie zastosowan. W przypadku skomplikowanych
schematéw obliczeniowych metoda Eulera pomimo niedoktadnosci pozwala na latwiej-

sza implementacj¢ rownan dajac zblizone wyniki do metody Rungego-Kutty.

Metoda Rungego-Kutty

Metoda Rungego-Kutty czwartego rzedu (RK4) [9,|11]] jest jedna z najczeSciej uzywanych
metod numerycznych do rozwiazywania rownan rézniczkowych zwyczajnych (ODE) ze
wzgledu na jej wysoka dokladno$¢ i stosunkowo prosta implementacje. W odréznieniu
od metody Eulera, ktora jest metoda pierwszego rzgdu, metoda RK4 jest metoda wyzsze-
go rzedu, co oznacza, ze btad globalny jest proporcjonalny do h*, gdzie h jest krokiem

dyskretyzacji czasu.

17



dy
i f(ty) (11)

Dyskretyzacja réwnania rézniczkowego w postaci (II)) polega na wyznaczeniu war-

tosci zgodnie ze schematem (12)) a nastgpnie wyznaczeniu wartosci czastkowej réznicy

i ostatecznego wyniku (I3b).
kl =h- f(tm yn) "
h k1
ky =h- tn o dn Y
2 f(tn + 9 Yn + 5 )
h ko
k3_hf(tn+§ayn+5>
ko=l f(tn + hyyn + k)
Nastepnie, nowa wartos¢ y,, 11 jest obliczana jako wazona suma krokéw & (I13a)).
1
dy, = é(kl + 2ko + 2k3 + k’4) (13a)
Yn+1 = Yn + dyn (13b)

Eksperymenty pokazuja, ze przyblizone rozwigzanie uzyskane za pomoca metody
RK4 jest bardzo bliskie rzeczywistemu rozwiazaniu analitycznemu, nawet dla wigkszych
wartoSci t. Dzigki wyzszej doktadnosci i stabilnosci, metoda RK4 jest preferowana w wie-
lu zastosowaniach inzynieryjnych i naukowych, szczegélnie tam, gdzie wymagana jest

precyzja i niezawodnos¢.

4.6 Rownania rozniczkowe czastkowe

W przypadku gdy modelowane zjawiska zaleza nie tylko od czasu, ale tez od wspot-
rzednych przestrzennych nalezy zastosowac metody oparte na réwnaniach rézniczkowych

czastkowych.

Réwnania eliptyczne, hiperboliczne i paraboliczne

Roéwnania czastkowe rzgdu drugiego sa klasyfikowane jako réwnania eliptyczne, hiperbo-
liczne lub paraboliczne [12]. Dowolne rownanie dwoch zmiennych rzgdu drugiego moze

zosta¢ zapisane jako réwnanie (14)).
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0*u 0*u 0*u du du
A— +2B C—+D—+F—+F G=0 14
0x? * 0x0y i 0y? * oz * Jy e (14)

Gdzie:

u(z,y) - funkcja,
A, B,C, D, E, F, G- state wspétczynniki.

W zaleznoSci od warto$ci wyrazenia B2 — AC mozna okre§li¢ typ réwnania. Row-
nanie jest eliptyczne gdy B* — AC' < 0, paraboliczne gdy B?> — AC' = 0 natomiast
hiperboliczne dla B? — AC > 0.

Metoda charakterystyk

Metoda charakterystyk jest jedna z technik stosowanych do rozwigzywania réwnan r6z-
niczkowych czastkowych. Metoda ta jest szczegdlnie uzyteczna w przypadkach, gdy row-
nanie rézniczkowe jest hiperboliczne. Numerycznie metoda charakterystyk jest najbar-
dziej skuteczna dla réwnan czastkowych pierwszego rzgdu. Metoda charakterystyk polega
na przeksztatceniu réwnania czastkowego w uklad réwnan zwyczajnych wzdhuz pewnych
krzywych zwanych charakterystykami.

Dla réwnania rézniczkowego czastkowego pierwszego rzedu (I5))

({;;L +c- gz =0 (15)
gdzie:

u = u(z,t) - wielkos¢ skalarna,

c - stata predkosé

metoda charakterystyk umozliwia wyliczenie rozwiazania na podstawie uktadu réwnan
rézniczkowych zwyczajnych.

Krzywe charakterystyk mozna zdefiniowac jako trajektorie w przestrzeni (z, ¢, u). Za-
ktadajac parametryzacje = = x(s), t = t(s) oraz u = u(s) z uzyciem zmiennej s, réwna-
nie mozna przedstawié jako (16).

kT o a9
Przyréwnujac odpowiednie pochodne mozna zapisa¢ réwnosci ((17)).
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dt dx du

i 1 — = C _— =

ds ds ds
Rozwiazujac réwnania (1'/)) mozna otrzymac réwnania opisujace charakterystyki w po-

staci (T8).

0 a7

t=s oraz x =cs+ Ty (18)

Réwnanie charakterystyk (I9) przedstawia rozwiazanie wzdtuz ktérych réwnanie (I3)

opisuje state rozwigzanie wielkoSci skalarnej u.

T —ct=ux (19)

W zwiazku ze stalym rozwiazaniem wzgledem kazdej charakterystki mozna zapisac
zalezno$¢ (20), ktéra okresla wyglad rozwiazania dla danego stanu poczatkowego zmien-

nej xo.

u(z,t) = u(z,0) oraz wu(x,0)=wuy(x) (20)

Jesli wigc znane sa warunki poczatkowe, rozwiazanie réwnania mozna zapisac jako
(21)), ktérego interpretacja okresla ksztatt funkcji v jako niezmienny w czasie, ale zmnie-

niajacy si¢ w przestrzeni x z predkoscia c.

u(z,t) = up(z — ct) (21)
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5 Modelowanie zjawiska powstawania wzorcow Liesegan-

ga

Procesy chemiczne i biologiczne zachodza w naturze w sposéb nieodwracalny lub od-
wracalny. Nieodwracalnym procesom towarzyszy przemiana substancji od stanu poczat-
kowego do stanu produktow, bez mozliwosci zmiany ich stanu bez wymuszenia procesu
w odwrotng strong. Odwracalne procesy natomiast zachodza w obie strony, od przemia-
ny substratow w produkty, jak i od produktéw do substratow, az do uzyskania punktu
rownowagi. Szczeg6lnym przyktadem proceséw odwracalnych sa procesy oscylacyjne,
ktorych szybkos¢ na poczatku jest znacznie wigksza niz na koncu. W wyniku tej réznicy
szybkosci reakcji, punkt rtownowagi ustalany jest po dtugim czasie od rozpoczgcia pro-
cesu. Procesom tym towarzysza charakterystyczne, cykliczne zmiany, ktére pojawiajq si¢
w uktadzie. Przyktadem procesu oscylacyjnego jest reakcja Bietousowa-Zabotyriskiego,
ktorej towarzyszy ciagta zmiana barwy i sktadu uktadu. Jezeli proces zachodzi w uktadzie
jednokierunkowo, powstajace zmiany moga by¢ trwate, tworzac charakterystyczne wzory
[13]. Proces stracania pierscieni Lieseganga jest procesem oscylacyjnym, ktéry zachodzi
do srodka lub na zewnatrz uktadu. W wyniku dyfuzji sktadnika dodanego front proce-
su ciagle si¢ przemieszcza, powodujac zmiany stezenia substancji w uktadzie. Czynnik
dodany reaguje z substancja zawarta w gestym oSrodku, tworzac trudno rozpuszczalne
pasma substancji i drastycznie zmieniajac lokalne stg¢zenie sktadnikéw. Dalsza dyfuzja
substancji wprowadzonej powoduje powstawanie pasm osadu w regularnych odstgpach
czasu 1 przestrzeni. Grubosc¢ pierscieni zalezy od lokalnej koncentracji stezenia substancji

oraz szybkoSci procesu stracania.

Zjawisko powstawania wzorcOw Lieseganga mozna utozsami¢ z powstawaniem pa-
skow, prazkow lub pierScieni tworzacych poprzez ruchomy front reakcji chemicznej [[14]).
Procesowi temu gtéwnie towarzyszy dyfuzja substancji wprowadzonej, reakcja chemicz-
na oraz stracanie osadu. Wzorce Lieseganga moga powstawaé w wielu réznych procesach
oraz w réznych oSrodkach takich jak ciecze, zele czy gazy. W zwiazku z duzym zréznico-
waniem mozliwych osrodkéw i proceséw wzorce Lieseganga sa zauwazalne w réznych
systemach chemicznych, biologicznych czy geologicznych [15]]. Powstawanie wzorcoéw
wymaga przynajmniej dwoch substancji: wewngtrznego oraz zewngtrznego elektrolitu.
Zewngetrzna substancja o znaczaco wigkszym stezeniu dyfunduje do Srodka uktadu co

skutkuje powstawaniem widocznych warstw wskutek reakcji z wewnetrznym czynnikiem
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przy zachowaniu wtasciwych parametréw procesu.
W gestym osrodku elektrolit wewngtrzny jest rtOwnomiernie rozprowadzony w calej
objetosci. W trakcie dyfuzji zewnetrznego elektrolitu przesuwajacy front procesu mozna

opisa¢ za pomocg reakcji stracania (22)):

A(C) + B(C)— > AB(St) 22)

Gdzie:

A(e), B(c) - oznacza substancje w fazie ciekle;j,

ADB ) - oznacza substacje w fazie stalej

Aby reakcja (22)) zaszta, zewnetrzny elektrolit w procesie dyfuzji gromadzi si¢ na
froncie reakcji. Aglomeracja substancji powoduje zwigkszenie lokalnego stezenia elek-
trolitu, a po przekroczeniu wartoSci granicznej prowadzi do stracenia substancji. Powsta-
wanie wzorcow Lieseganga mozna wigc opisa¢ poprzez trzy cyklicznie zachodzace zja-

wiska:

* dyfuzja zewngtrznego elektrolitu
* stracanie produktu

* aglomeracja straconej substancji

Gtéwny etap procesu - dyfuzja - dla systemu chemicznego mozna opisaé za pomoca
drugiego prawa Ficka (23)), ktére uzaleznia zmiany stgzenia substacji od czasu trwania

procesu.

g: — DVZ (23)

Gdzie:

D - wspétczynnyk dyfuzji,
V - operator Nabla,
V2 - operator Laplace’a,

c(x,t) - stgzenie
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Jednoczes$nie, gdy iloczyn rozpuszczalno$ci substacji przekracza warto$¢ krytycznag
nastepuje stracanie substancji zgodnie z reakcja (24). Nalezy réwniez uwzglednic, ze caty
produkt nie powstaje w jednej chwili czasu, wigc jest od niego zalezny. Opisany proces

jest procesem stacjonarnym, w trakcie ktérego zmiany stgzenia mozna opisac¢ za pomoca

rownania (24)).

— =k, ([A]-[B] — Kso) - ©([A] - [B] — Ks0) (24)
Gdzie:

c - stezenie substancji,
[A], [B] - stezenie substancji,
Ko - iloczyn rozpuszczalnosci,

k, - stala szybkosci reakcji stracania

Réwnanie odnosi si¢ do teorii przesycenia, ktéra w najprostszy sposob opisu-
je zjawisko stracania wzorcOw Lieseganga. Wytracanie osadu zgodnie z iloczynem roz-
puszczalnosci jest procesem jednokierunkowym - wytracona substancja nie rozpuszcza
si¢ uktadzie, pozostaje w fazie stalej w miejscu stracenia. Dalsze wytracanie substan-
cji w miejscu gdzie proces juz zaszedt powoduje aglomeracje substancji 1 zwigkszanie
szerokosci powstatego pasma. Aglomeracja substancji (23] jest zalezna od ilosci juz wy-

traconego produktu, ktéry utatwia dalsze wytracanie.

dc
5 = [Al-[B]-[AB] (25)

Gdzie:

A - stala aglomeracji,
[A], [B], [AB] - stezenia/iloSci substratow A, B oraz produktu AB

Przedstawione procesy opisuja w petni uktad chemiczny, w ktérym zauwazalne sa
wzorce Lieseganga. Na ich podstawie mozna zdefiniowa¢ model opisujacy uktad
dyfuzji-stracania przedstawiony za pomoca reakcji (22). Stezenie substratéw w czasie
trwania procesu maleje na skutek reakcji stracania i procesu aglomeracji oraz zmienia si¢
na skutek dyfuzji substancji z obszaréw o wigkszym stezeniu (264 26b)). Stezenie pro-
duktu natomiast ro$nie tylko na skutek procesu stracania i aglomeracji. Dyfuzja produktu

nie zachodzi ze wzgledu na stan skupienia powstajacej substancji (26c]).
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O D?A] — k- (a-b— Kso) - (4] [B] - Kso) — A-[A] - [B] - [AB] (26a)

a([af] = DyV?[A] =k, - (a- b= Kso) - O([A] - [B] = Ks0) — A+ [A] - [B] - [AB] (26b)
a[gtB} = kp-(a-b—Kso) O([A] - [B] = Kso) + A-[A] - [B] - [AB]  (26¢)

5.1 Prawo Matalona-Packtera

Prawo Matalona-Packtera (M-P) jest jednym z kluczowych praw, ktére opisuja proce-
Sy samoorganizacji, w tym takze powstawanie wzorcow Lieseganga. To prawo wyraza
zwiazek migdzy stezeniem substancji wprowadzanej do uktadu, a odlegloScia migdzy ko-

lejnymi strukturami samoorganizujacymi si¢, takimi jak pasma, pierScienie czy prazki.

5.1.1 Zasada czasowa

Zasada czasowa (ang. Time law) odnosi si¢ do zmian tempa powstawania wzorcow Lie-
seganga w czasie. Jest to zasadniczy aspekt pozwalajacy zrozumie¢ tempo formowania
si¢ wzorcow. Charakterystyczng cecha wystgpujaca w uktadach jest zaleznoS¢ powstawa-
nia pierscieni w proporcjonalnych odstgpach czasowych (27)), co zostato zaobserwowane

poraz pierwszy przez Morse’a 1 Pierce’a [16]:

x ~t, (27)
Gdzie:

x, - pozycja n-tego pierScienia,

t,, - czas powstania n-tego pierScienia

Analiza zasady czasowej umozliwia zrozumienie dynamiki proceséw dyfuzyjnych,

jak réwniez potwierdzenie poprawnosci procesu.
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5.1.2 Zasada szerokoSci

Zasada szerokoSci (ang. Width law) odnosi si¢ do zaleznoSci migdzy szerokoscia pasma,
a parametrami procesu dyfuzji. Gléwnym rozwazanym aspektem jest miejsce powstania

pierscienia.

Wy, ~ 2, LUB w,~ ¢, (28)

Zasada ta okresla, ze szeroko$¢ powstajacego pasma jest proporcjonalna do miejsca
jego powstania. Druga forma prawa zostata opisana przez Choparda, Luthi 1 Droza [17]]

1 uzaleznia warto$¢ ¢,, od stezen poczatkowych reagentow.

5.1.3 Prawo odstepow

Prawo odstgpéw (ang. Spacing law) odnosi si¢ do zaleznosSci przestrzennej pomigdzy
powstajacymi pierScieniami. Prawo zdefiniowat Jablczynski [18] definujac réwnanie ma-
tematyczne pozwalajace wyznaczy¢ liczbe pierScieni w ograniczonym obszarze uktadu.

Ogolnie mozna okreslié, ze wzorce Lieseganga tworza si¢ zachowujac kolejnos¢ okreslo-

na ciagiem (29):

xn, ~ (1 +p)" (29)

W zwiazku z ta definicja, stosunek odstgpéw migdzy pierScieniami jest proporcjonal-

ny, a nawet ma tendencje do utrzymywania stalej wartosci dla duzych wartosci n (30).

xn+1

L (1+p) (30)

Ty,

Wielkos¢ (1+p) okreslana jest jako spacing coefficient. W trakcie procesu powstawa-
nia wzorcéw Lieseganga warto$¢ wspoétczynnika zwykle rosnie wraz ze zwigkszajaca si¢
liczba pierscieni. Zaobserwowano réwniez zjawisko gdzie wartoS¢ wspoétczynnika maleje
wraz ze zwigkszajaca si¢ liczba pierscieni, co zostato opisane jako odwrdécone odstgpy

(ang. revert spacing).

5.1.4 Ogdlna definicja

Prawo Matalona-Packtera méwi nam, ze odleglo$¢ migdzy pasmami lub pierScieniami

bedzie odwrotnie proporcjonalna do pierwiastka z koncentracji substancji wprowadzanej
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do uktadu. Innymi stowy, im wigksze stgzenie substancji, tym mniejsza odlegto§¢ migdzy
strukturami, a im mniejsze stgzenie, tym odlegtos¢ jest wigksza.

Zaktadajac model procesu chemicznego opisany rownaniem (22) w réwnowadze dy-
namicznej migdzy dyfuzja, a reakcja, mozemy wyprowadzi¢ zalezno$¢ migdzy odlegto-
$cia migdzy strukturami, a stgzeniem substancji A. Zat6zmy, ze Az oznacza odlegtosé
migdzy dwoma kolejnymi strukturami, a [A] stgzenie substancji A w uktadzie. Wowczas
mozemy przyjaé, ze tempo reakcji A + B — AB jest proporcjonalne do stgzenia A oraz
stezenia B (31

Tempo reakcji o< [A] - [B] 31)

Poniewaz stgzenie B moze by¢ zwigzane ze stgzeniem A za pomoca pewnej rowno-

wagi chemicznej, mozemy przyjaé, ze [B] jest funkcja [A] (32).

Tempo reakcji o< [A] - f([A]) (32)

gdzie f([A]) jest funkcja opisujaca zalezno$¢ migdzy stezeniem A a stezeniem B.
W réwnowadze migdzy tempem dyfuzji, a tempem reakcji, mozemy przyjaé, ze tempo
dyfuzji D jest proporcjonalne do odwrotnosci kwadratu odlegto$ci migdzy strukturami

(33).

1
Dx —— 33
(Ax)? (33)
Laczac te dwa réwnania, mozemy wyprowadzi¢ zwiazek migdzy odlegtoscia migdzy
strukturami, a stgzeniem substancji wprowadzanej do uktadu (34).

1
AT X ——— (34)

Ca- f(Ca)

5.2 Model numeryczny

Dla zdefiniowanego systemu réwnain (26) mozna wyznacza¢ wartosci w oparciu o roz-
wiazania uktadu réwnan czastkowych (PDE). W tym celu wykorzystano narzedzie Ma-
tlab R2020b oraz PDE toolbox [19]], w ktérym wyznaczane réwnania mozna zdefiniowac

w postaci réwnania hiperbolicznego (35).

m——+d— —V-(cVu)+au=f (35)
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Gdzie:

m,d,c,a - stale lub funkcje definujace czynniki réwnania,
u - funkcja zmiennej,

f - funkcja wymuszenia

Stosujac réwnanie (35]) dla opisanego systemu réwnain (26]), model przyjmuje postac

(39).

0- 21 24 g pvia) 40 (4
= —ky, - ([A] - [B] = Ks0) - ©([A] - [B] — Kso)
—A-[A]-[B]-[AB] (36a)
0. 281 28 g (nvis) +0- 18
= —k, - ([A] - [B] = Ks0) - O([4] - [B] — Ks0)
—A-[A]- (B [4B (36b)
0. LB B g 0. 91B) +0- (48
= ky - ([A] - [B] — Kso) - O([A] - [B] — Ks0)
A-[A]-[B] - [AB] (36¢)

Mozna wigc okreslié, ze wartoSci m, d, c¢,a z réwnania (35) sa odpowiednio wek-
torem zerowym, wektorem jedynek, wektorem wspotczynnikéw dyfuzji oraz wektorem
zerowym. Wektor zerowy/jedynek w objasnieniu oznacza, ze czton rdwnania jest nie-
obecny/obecny. Funkcja wymuszenia f reprezentowana jest poprzez czton zmian spowo-

dowanych stracaniem 1 aglomeracja.

5.2.1 Zalozenia modelu

Dla modelu opisanego systemem réwnan (36) nalezy zdefiniowa¢ warunki poczatkowe
oraz warunki graniczne. Ogdélne zatozenia stanu poczatkowego uktadu mozna zdefinio-

wac jako:
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Tabela 1: Zalozenia poczatkowe dotyczace skladu uktadu w chwili t=0. Podane zato-
zenia determinuja, ktdry elektrolit bedzie traktowany jako wewngtrzny (a) oraz zewngtrz-
ny (b). Poczatkowe wartoSci stezen substratow wynosza odpowiednio ag, by. Ilo$¢ pro-
duktu reakcji (22)) opisuje funkcja p, natomiast wymiary uktadu sa okreslone poprzez

dhugos$¢ L oraz promien R.

Geometria 1D Geometria 2D
a(z,0) =ap-O(x >0andx < L) | a(z,y,0) = ag - O(v/22 + 32 < R)
b(z,0)=by-O(x <0andz > L) | b(z,y,0) =by-O(v/22+ 4% > R)
p(z,0) =0 p(z,y,0) =0

W gestym, lepkim o$rodku ruch substancji spowodowany jest gtéwnie sita dyfuz;ji.

Elektrolit wewngtrzny powinien by¢ rownomiernie rozprowadzony w calej objgto-

Sci uktadu, natomiast stezenie elektrolitu zewngtrznego powinno wynosic zero.

Stezenie elektrolitu zewngtrznego poza uktadem powinno by¢ na tyle wysokie aby

umozliwi¢ swobodny i ciagly naptyw substancji do osrodka.

* W stanie poczatkowym produkt powinien by¢ nieobecny w uktadzie.

W ten spos6b zdefiniowane zalozenia stanu poczatkowego uktadu mozna zobrazowac
dla geometrii jedno- i dwuwymiarowej za pomoca funkcji st¢zenia zaleznej od zmien-
nej przestrzennej, co zostato przedstawione w tabeli [I] Uwzgledniajac okreslone warunki
nalezy réwniez utworzy¢ odpowiednig geometri¢ uktadu. Dla problemu jednowymiaro-
wego wystarczy przyja¢ odlegtosci migdzy punktami w jednej osi. Uktad tym samym
posiada dtugos¢ znaczaco wigksza niz szerokos¢, w wyniku czego proces mozna uznaé
za zachodzacy wzdtuz catego uktadu. Dla problemu dwuwymiarowego, aby proces za-
chodzit réwnomiernie w catym uktadzie, zalozona zostata geometria okrggu. Dla uktadu
1D zostata przyjeta dtugo$¢ 200 mm, natomiast dla uktadu 2D okrag o promieniu 10 mm.

Zdefiniowanie warunkow poczatkowych nie jest wystarczajace, aby pokazaé przebieg

procesu. Kolejnym waznym aspektem sa warunki wystepujace na granicach uktadu:

* Stezenie elektrolitu zewnetrznego powinno by¢ na tyle wysokie, aby zapewni¢ staty

i ciagly naptyw substancji do osrodka.

* Sita dyfuzji elektrolitu zewnetrznego powinna by¢ znaczaco wigksza niz elektrolitu

wewngetrznego - elektrolit wewngtrzny nie powinien wypltywac z uktadu.
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* Na froncie procesu dyfuzji elektrolitu zewnetrznego zachodzi reakcja stracania,

ktorej produkt ogranicza uktad.

Tabela 2: Zalozenia graniczne dla ukladu. Lewa kolumna przedstawia zalozenia gra-
niczne dla uktadu 1D, prawa dla uktadu 2D.

Geometria 1D Geometria 2D

a(x == 0|z == L,t) = ag | a(/22 + y%,t) = ap
Ob(x==0lz==L) __ 0 Ob(+/z2+y?==R,t) —0

oz OR
8p(z::0|m::L) . O 8])(\/ m2+y2::R,t) o O
oz - OR -

Dla tak okreslonych zatozenn porcesu mozna okresli¢ warunki graniczne (tabela [2)).
Ostatni punkt zatozenn wymaga okreslenia "moving boundary condition". Stracany pro-
dukt powinien ograniczaé uktad od zewnatrz nie pozwalajac, aby elektrolit wewngtrzny
dyfundowat poza granice ukfadu i stracany byl produkt w innym miejscu niz front dy-
fuzji elektrolitu zewnetrzengo. Tak zdefiniowang granice mozna okre§li¢ poprzez wysoki
wsp6tczynnik aglomeracji (25)), jak réwniez duza szybkos¢ reakceji (24). Ogdlnie podana

ruchomg granicg mozna zapisa¢ w postaci (37).

b(x ==z, t >1t,) =0 (37)

Gdzie:

Zn - POZYyCja stracenia n-tego pierscienia,

t,, - czas stracenia n-tego pierscienia

5.3 Metodologia

Bazujac na uktadzie (36) zostat zaprojektowany model numeryczny wyznaczajacy zmiany

stezenia substancji w czasie dla geometrii 1D oraz 2D.

5.3.1 Parametry modelu

Zaktadajac, ze proces stracania nastgpuje w momencie przekroczenia krytycznej wartosci

iloczynu stgzen substancji oraz, ze stracanie nastgpuje punktowo dostosowano parametry
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Tabela 3: Parametry modelu eksperymentalnego.

Symbol | Geometria 1D Geometria 2D
Wspoétczynnik dyfuzji 0.8 - 10-3[mm? -
elektrolitu D, 1107 [mm?-s7] 1]
wewnetrznego
Wspoéiczynnik dyfuzji 1.2 - 1073[mm? -
elektrolitu Dy 1107 mm?-s77] s~
zewnetrznego
Tloczyn Kso 3.5 - 10%[mol? - dm~9]
rozpuszczalnosci
Stata szybkoSci L 1-10dm?® - mol~! - s71]

P

reakcji
Stala agregaciji A 110 [dm® - mol™2 - s71]
Skala czasu 2-109[s] 86400(s](24h)

modelu zestawione w tabeli |3| na podstawie [20-23]]. Przyjete zostato stezenie elektro-
litu wewnetrznego C,, = 0.05 mol/dm? oraz stezenie elektrolitu zewnetrznego Cj, = 0.5

mol /dm? dla obu systeméw geometrii 1D i 2D [24].

Wykorzystujac parametry w tabeli 3| oraz system przygotowano dwa modele nu-
meryczne, ktérych poprawnos$¢ zostata zweryfikowana za pomoca zasady czasowej, za-

sady szerokos$ci i prawa odstepow.

5.3.2 Geometria modelu

Geometria modelu 1D zostata przygotowana poprzez podzial odlegtosci na punkty w od-
stepach 0.1 mm [24]. Dla modelu 2D wykorzystana zostata metoda triangulacji Delaunay
z liniowym porzadkiem goemetrycznym, uzyskujac siatke punktéw o maksymalnej diu-

goSci krawedzi rownej 0.25 mm.
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5.3.3 Algorytm

Wykorzystujac narzedzie Matlab 2020b modele zostaly zaimplementowane oraz zwery-
fikowanie zgodnie z W tym celu napisany zostat algorytm w oparciu o system (36),

a pseudokod algorytmu zostat przedstawiony w ramach algorytmu

Algorytm 1: Pseudokod algorytmu dla modelu (26). W programie Matlab zostata wy-
korzystana biblioteka PDE solver dla rozwiazywania uktadu réwnan czastkowych w jed-
nym punkcie czasowym. Og6lny zapis algorytmu obowiazuje dla geometrii 1D i 2D.
INITIALIZE:
C,=0.05,C, =0.5,Cpp, =0
a(m >= Oandr <= L,0) = Cy,b(x <= 0,2 >= L) = Cy,, p(:,0) = Cyp
= 10,0, 0]
=[1,1,1]
= [Da, Dy, 0]
a=10,0,0]
f=[-1-1,41-(A-a -b-p)

wygeneruj siatke

LOOP:

t=20

while ¢ < t,,,. do
oblicz zmiang stgzen a i b dla procesu dyfuzji
oblicz zmiang stgzen a, b i iloSci ab dla procesu stracania
oblicz zmiang stgzeti a, b 1 ilosci ab dla procesu aglomeracji
t =14 tstep

end while

W oparciu o bibliotek¢ PDE solver programu Matlab zostat zaimplementowany mo-
del uwzgledniajac odpowiednie wartosci dla m,d,c,a i f podane w algorytmie.
Gtéwna petla programu sktada si¢ jedynie z czgsci zapisywania danych (w formie pli-
ku i/lub wykresu) oraz aktualizacji stezen w siatce uktadu. W stanie poczatkowym uktadu
nie ma straconego produktu (Rysunek [Ta) natomiast dyfuzja elektrolitu zewnetrznego jest

zobrazowana kolejno stracanymi pierscieniami (Rysunek [Ib)).
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Rysunek 1: Stan ukladu. Rysunekprezentuje stan uktadu (ilo$¢ straconego produktu)
w czasie t = 0. Rysunek [Ib] po pewnym czasie pracy algorytmu. Dyfuzja elektrolitu ze-
wnetrznego pokazana jest za pomoca stracania kolejnych pierScieni wewnatrz uktadu. Na
osiach pionowej przedstawiony jest wymiar przestrzenny Y, na osiach poziomej wymiar
przestrzenny X, kolory przedstawione na rysunkach okreslaja ilo$¢ straconego produktu

zgodnie z legenda.

5.4 Wyniki

Geometria 1D. W pierwszej kolejnosci sporzadzony i sprawdzony zostat model jednowy-

miarowy. W tym celu zaprojektowano geometri¢ uktadu w formie wektora jednowymia-
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Precipitated product profile
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Rysunek 2: 1D model tworzenia wzorcéow Lieseganga. Rysunek przedstawia ilo$¢ pro-
duktu wytracona w wyniku dyfuzji w okreslonym potozeniu od poczatku/korica uktadu.
Zgodnie z zatozeniem (5.2.1)) elektrolit zewnetrzny naptywa do uktadu z Srodowiska ze-

wnetrznego.

rowego posiadajacego w kazdym punkcie trzy wartosci, konsekwentnie - stezenie elek-
trolitu wewngtrznego, zewnetrznego i ilo§¢ produktu. Dodatkowo zatozono, ze wymiar
dtugosci uktadu jest na tyle duzy, ze proces zachodzi jedynie w jednym wymiarze. Na
rysunku 2] zostat przedstawiony efekt dziatania algorytmu.

W celu weryfikacji modelu zostaly wyciagniete z przebiegu symulacji dane dotyczace
czasu tworzenia, pozycji oraz szerokosci powstajacych pasm. Wyniki zostaly zestawione
w tabeli 4

Tabela ] zawiera dane odczytane z rysunku [2] Na ich podstawie zostaly sporzadzo-
ne zalezno$ci pomigdzy parametrami opisanymi w (5.1). Wedtug zasady czasowej (27),
czas powstawania pasma jest proporcjonalny do kwadratu jego potozenia (Rysunek [3a)).
Wedtug zasady szerokosci (28)), potozenie i szeroko$¢ pasma réwniez sa wielkosciami
proporcjonalnymi (Rysunek [3b). Wedtug prawa odstepéw (30), odlegtos¢ miedzy kolej-
nymi pasmami jest réwniez zalezna od jego pozycji (Rysunek [3c). Korzystajac z tych
trzech zasad mozna okresli¢, ze model spetniajacy wszystkie zaleznoSci spetnia zatozenia

zjawiska tworzenia wzorcow Lieseganga.
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Rysunek 3: Zalezno$ci parametréw przewidywanych pasm. Rysunek [3a przedstawia
proporcjonalng zaleznoS¢ pozycji pasma od pierwiasta kwadratowego z czasu, co potwier-
dza zasade czasowa. Rysunek [3b]przedstawia proporcjonalng zalezno$¢ pozycji pasma od
jego szerokosci, co potwierdza zasadg¢ szeroko$ci. Rysunek |3c|przedstawia proporcjonal-
ng zalezno$¢ odlegtosci migdzy kolejnymi pasmami od pozycji poprzedzajacego pasma,

co potwierdza prawo odstgpow.
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Tabela 4: Przewidywane dane dotyczace pasm.

Pozycja pasma | Szeroko$¢ pasma | Czas utworzenia
Nr. pasma '
[mm] [mm] [j.c

1 26.5 4.1 150000
2 30.8 4.8 200000
3 36.1 4.9 280000
4 41.8 4.9 360000
5 48.2 55 470000
6 55.1 5.7 610000
7 62.7 5.8 800000
8 71.1 6.1 1000000
9 80.7 6.3 1260000

Geometria 2D. Model dwuwymiarowy zostat opracowany na podstawie systemu (36)
precyzujac zmiany wzgledem dwéch wymiaréw w przestrzeni. Parametry, ktérych uzy-
to do symulacji powstawania wzorcéw Lieseganga (Tabela [3) wymagaty doprecyzowa-
nia, ze wzgledu na odmienny charakter procesow w przestrzeni dwuwymiarowej. Proces
dyfuzji-stracania przebiegat szybciej (zmiana skali czasowej eksperymentu) oraz dyfuzja
substancji mozliwa byta w dwoch wymiarach (D, < Dy). Po doprecyzowaniu parametry
eksperymentu byty bardziej zblizone do danych rzeczywistych. Rysunek @] przedstawia

wynik dziatania modelu.

Na rysunku [ zostaty zaznaczone widoczne pasma, dla ktérych model zostat zwe-
ryfikowany. Dane dotyczace potozenia, szerokosci oraz czasu powstania pierScienia ze-
stawione zostaly w tabeli [5| Dane odnosza si¢ do procesu, w ktérym dyfuzja elektrolitu
nastgpuje do Srodka uktadu, a pasma straconego produktu moga zostaé zdefiniowane jako
poprawnie wytracony produkt. Zewnetrzny pierscien na rysunku [ powstaje w wyniku
nagtego naptywu elektrolitu zewngtrznego o duzym stgzeniu do uktadu. Nastepnie sta-
bilizacja procesu dyfuzji powoduje, ze dalszy proces stracania nastgpuje oscylacyjnie.
Wewngetrzne wzorce rowniez nie moga zosta¢ sklasyfikowane jako kompletne pierScie-
nie ze wzgledu na ich poprzerywang strukturg oraz niewielka ilo$¢ substancji stracone;.
Zwigkszenie stezenia czy dobor odpowiednich substancji w rzeczywistym eksperymencie
umozliwitoby zmiang parametréw procesu dyfuzji-stracania powodujac zmiang struktury

pierscieni.
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Rysunek 4: 2D model tworzenia wzorcow Lieseganga. Rysunek przedstawia ilo$¢ pro-
duktu wytracona w wyniku dyfuzji w okres§lonym potozeniu od zewn¢trznej granicy ukla-
du. Geometria uktadu zaktada mozliwo$¢ odzwierciedlenia uktadu w geometrii sferyczne;j
z naptywajacym elektrolitem zewnetrznym jedynie z zewnatrz. Na osi pionowej przed-
stawiony jest wymiar przestrzenny Y, na osi poziomej wymiar przestrzenny X, kolory

przedstawione na rysunku okreslaja ilo$¢ straconego produktu zgodnie z legenda.

Tabela 5: Przewidywane dane dotyczace pasm. Ze wzgledu na bardziej rzeczywisty

charakter danych wartosci réznig si¢ od modelu 1D.

Pozycja pasma | Szeroko$¢ pasma | Czas utworzenia

Nr. pasma [mm] [mm] lj.c]
1 8.54 0.40 840

) 7.87 0.40 1380
3 7.20 0.38 1980
4 6.58 0.35 2700
5 5.99 0.32 3540
6 543 0.31 4440
7 4.84 0.31 5520
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Rysunek 5: Zaleznosci parametréw przewidywanych pasm. Rysunek |[Sa przedstawia
proporcjonalng zalezno$¢ pozycji pasma od pierwiasta kwadratowego z czasu, co potwier-
dza zasade czasowa. Rysunek [5b|przedstawia proporcjonalna zalezno$¢ pozycji pasma od
jego szerokosci, co potwierdza zasade szerokosci. Rysunek [5¢|przedstawia proporcjonal-
ng zalezno$¢ odlegtosci migdzy kolejnymi pasmami, pozycja poprzedzajacego pasma, co

potwierdza prawo odstepow.
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Model zostal zweryfikowany wykorzystujac zasady opisane w (5.1). Mozna zauwa-
zy¢, ze rysunek [5a oraz rysunek [Sc| przedstawiaja odwrotna zalezno$¢ niz w przypadku
modelu 1D. Omawiane zaleznoSci spetniaja zatozenia wzorcéw Lieseganga, a ich od-

mienno$¢ wynika z zaleznosci procesu dyfuzji od dwoch wymiaréw przestrzennych.

5.5 Podsumowanie

Bazujac na schemacie obliczeniowym wyznaczonym na podstawie rdwnania dyfuzji, mo-
delu kinetycznego procesu chemicznego oraz teorii przesycenia mozna okresli¢ suma-
ryczne rOwnania czastkowe stanu sktadu uktadu. Rozwiazanie otrzymanych réwnan cza-
stkowych na bazie schematéw siatkowych rownan hiperboliczych okresla zmiany sktadu
uktadu w czasie oraz ksztalt stacjonarnego procesu stracania.

Modele numeryczne dla geometrii jedno- 1 dwuwymiarowej tworzenia wzorcow Lie-
seganga zostaly opracowane wykorzystujac systemy rownan czastkowych opisujace pro-
cesy jednostkowe zachodzace w trakcie procesu chemicznego oraz zostaly zwalidowane
wykorzystujac zdefiniowane w literaturze zaleznosSci specyficzne dla zjawisk oscylacyj-
nych. Parametry reakcji dobrane na podstawie [20-23] zostaty opisane w tabeli 3| a wy-
niki eksperymentéw jednoznacznie pokazuja, ze dane symulacjyne spetniaja oscylacyjny
charakter procesu tworzenia wzorcéw Lieseganga.

Dalsze prace nad modelem moga umozliwié¢ symulacje rzeczywistych proceséw che-
micznych w oparciu o parametry wyznaczone matematycznie i eksperymentalnie co moze
skutkowaé wigkszym zrozumieniem systemow dyfuzji-stracania. Wyniki eksperymentéw
zostaty przedstawione w ramach konferencji Computational Oncology and Personalized
Medicine 2021 oraz opublikowane w ramach monografii "Recent Advances in Compu-
tational Oncology and Personalized Medicine" pod tytutem "Numerical modeling of the
Liesegang precipitation patterns with linear and radial geometries." w zwiazku z moz-
liwym zastosowaniem procesu oraz modelu w projektowaniu lekéw o kontrolowanym

uwalnianiu [[14].
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6 Modelowanie procesu detonacji oraz propagacji fali u-

derzeniowe}j

Wspétczesne badania nad teorig detonacji oraz propagacja fali uderzeniowej stanowia
obszar o fundamentalnym znaczeniu dla wielu dziedzin nauki i technologii, w tym dla
inzynierii materialowej, przemystu zbrojeniowego, a takze bezpieczenstwa przemysto-
wego. Teoria ta zajmuje si¢ zrozumieniem zlozonych proceséw fizycznych zachodzacych
podczas detonacji materiatbw wybuchowych oraz propagacji fal uderzeniowych przez
oSrodki gazowe, ciala stale i ciecze. Detonacja to szybki proces chemiczny, w wyniku
ktérego dochodzi do gwaltownego rozktadu materiatu wybuchowego, zwykle przy uwal-
nianiu duzej iloSci energii w postaci ciepta, Swiatta i dZwigku. Kluczowym elementem
detonacji jest fala detonacyjna, ktéra propaguje si¢ przez material wybuchowy z pred-
koscia nad-dzwigkowa, wywotujac falg uderzeniowa w otaczajacym medium. Propagacja
fali uderzeniowej odgrywa istotna rolg¢ w wielu zjawiskach fizycznych i technologicznych,
takich jak detonacje, zderzenia, czy tez procesy spalania w silnikach odrzutowych. Jest to
fala ci$nienia, ktéra rozprzestrzenia si¢ przez osrodek gazowy, cialo stale lub ciecz, po-
wodujac gwaltowne wzrosty ciSnienia i temperatury w miejscach, przez ktére przechodzi
[25]].

Aby opisaé te zjawiska matematycznie, stosuje si¢ szereg réwnan opisujacych dyna-
mike gazoéw, reakcje chemiczne oraz przeptyw ptyndéw. Kluczowymi réwnaniami w teorii
detonacji s3 rownania stanu gazu doskonalego oraz réwnania Naviera-Stokesa, ktére opi-
suja ruch ptynéw w ztozonych warunkach, takich jak detonacja [26]. Ponadto, réwnania
bilansu masy, energii i pgdu stanowiag podstawe¢ do modelowania proceséw zachodzacych
podczas detonacji 1 propagacji fal uderzeniowych [27]]. Matematyczne modele teorii deto-
nacji oparte sa na zatozeniu, ze reakcje chemiczne zachodza w bardzo krétkim czasie 1 sa
skoncentrowane w cienkiej strefie o skomplikowanej dynamice. Wykorzystuje si¢ réwniez
modele reakcji chemicznych, takie jak model Arrheniusa, do opisu kinetyki reakcji zacho-
dzacych w czasie detonacji. Ponadto, metody numeryczne, takie jak metoda elementéw
skoniczonych, metoda réznic skoiczonych czy metoda Monte Carlo, pozwalaja na sy-
mulacj¢ proceséw detonacji i propagacji fal uderzeniowych w réznych warunkach. Wy-
korzystanie tych metod umozliwia analiz¢ wptywu réznych czynnikéw, takich jak sktad
chemiczny materialéw wybuchowych, temperatura otoczenia czy geometria uktadu, na

przebieg proceséw detonacji [28]].
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6.1 Teoria wybuchu

Wybuch materiatu wybuchowego mozna podzieli¢ na trzy kluczowe etapy: detonacja -
proces, w ktérym nastgpuje nagla i silna zmiana parametréw fizycznych osrodka, utwo-
rzenie fali detonacyjnej - nagty skok ciSnienia wynikajacy z zetknigcia si¢ oSrodka o wy-
sokim ci$nieniu z Srodowiskiem zewnetrznym oraz propagacja fali uderzeniowe;j - dopala-
nie fragmentéw materiatu wybuchowego, a doktadniej produktéw rozktadu termicznego
tego materiatu w celu podtrzymania wysokiej wartosci ci$nienia i prgdkosci frontu fali
[29].

Mozna okreslié, ze detonacja materialu nastgpuje w nieskoniczenie matym czasie i cat-
kowicie w skoniczonej objetosci [[30]]. Utworzenie frontu fali uderzeniowej nastgpuje w wy-
niku wyjscia frontu nadci$nienia z obszaru materiatu wybuchowego do Srodowiska ze-
wnetrznego, powodujac bardzo duze zmiany cisSnienia (rzedu kilkudziesigciu MPa) [31]].
Dalszy proces propagacji wynika z faktu odczepienia fali uderzeniowej od osrodka mate-
riatu zainicjowanej wysoka wartoscia ciSnienia i duza szybkoscia przemieszczania [32].
Obszar przed falg jest okreslany jako osrodek zewnetrzny czy tez medium, natomiast ob-
szar za fala uderzeniowa jest obszarem dopalania materiatow rozpadu termicznego. Front
fali uderzeniowej scharakteryzowany jest jako nieliniowo$¢ uktadu, gdzie wystgpuje na-
gty skok warto$ci [33]]. Dopalanie powoduje dalsze zmiany parametréw fizycznych fali
w wyniku wydzielania si¢ produktow gazowych w skoniczonej objgtosci oraz wydziela-
nia si¢ duzych wartoSci energii [29]. Dalsze propagacja fali, tym samym dalsze dopalanie,

skutkuje stopniowym wyttumianiem fali [34].

6.1.1 Liczba Macha

Liczba Macha jest bezwymiarowa liczba, ktéra opisuje stosunek predkosci obiektu do
predkosci dZwigku w danym medium. Jest kluczowym parametrem w mechanice ptynéw,
aerodynamice oraz innych dziedzinach, gdzie istotne sa przeplywy gazéw.

Matematycznie, liczba Macha jest definiowana jako stosunek predkosSci obiektu do
predkosci dZzwigku w medium [135].

M= (38)
Us
Gdzie:

v - predkos¢ obiektu,
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vs - predkosé dZzwigku w medium.

Jesli liczba Macha jest mniejsza niz 1, oznacza to, ze predkos$¢ obiektu jest mniejsza
od predkosci dzwigku w medium. Gdy liczba Macha wynosi doktadnie 1, obiekt poru-
sza si¢ dokladnie z predkoscia dZzwigku [36]. Gdy liczba Macha przekracza 1, predkos¢
obiektu jest wigksza od predkosci dZwigku, co oznacza, ze predkosC jest naddZwigkowa
[37].

Aby okresli¢ liczbe Macha dla gazéw doskonatych, a doktadniej dla gazéw podmu-
chowych powstalych w wyniku detonacji materialu wybuchowego, nalezy przyjac pred-

kos¢ dzwigku w powietrzu [35]]. Warto$¢ mozna wyznaczy¢ z (39).

vg =~yRT (39)
Gdzie:
v - wskaznik adiabatyczny,
R - uniwersalna stata gazowa (8.314 [-——]

T - temperatura w stopniach Kelwina

To réwnanie wynika z polaczenia réwnania stanu gazéw doskonatych [35]] oraz defi-
nicji predkosci dZzwigku. Wartos¢ v dla r6znych gazéw zazwyczaj wynosi okoto 1,4, cho-
ciaz dla gazéw jednoatomowych, takich jak hel czy neon, wynosi doktadnie 5/3 (okoto
1,67) [36]. Liczba Macha jest szeroko wykorzystywana w parametryzacji fali uderzenio-
wej oraz podczas okreSlania predkosci wysokoenergetycznych proceséw [37]. Wprowa-
dzenie tej wartoSci umozliwia bezwymiarowa obserwacje oraz uzaleznienie innych para-

metréw uktadu od predkosci bez uwzgledniania doktadnej jej wartosci [36]).

6.1.2 Roéwnanie stanu gazu doskonatego

Réwnanie stanu gazu doskonatego (40) to podstawowe réwnanie uzywane do opisu za-
chowania si¢ gazow w szerokim zakresie warunkéw termodynamicznych. Réwnanie to
jest szczegdlnie przydatne w przypadku gazéw, ktére nie wykazuja efektéw interakcji

mig¢dzyczasteczkowych, majace zaniedbywalne objgtosci i nie oddziatujace ze soba.

pV =nRT (40)

Gdzie:
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p - oznacza ciS$nienie gazu,

V' - objetos¢,

n - liczba moli gazu,

R - uniwersalna stata gazowa (réwna 8, 314[—/—]),
T’ - temperatura gazu w kelwinach.

To réwnanie mozna réwniez zapisa¢ w innej formie (1.

p = pRT 41

gdzie p to gestos¢ gazu.
Roéwnanie stanu gazu doskonatego wynika z potaczenia trzech podstawowych proce-

sOw termodynamicznych:

* Proces izotermiczny (42): Gdy temperatura gazu pozostaje stata, iloczyn cisnienia

i objetosci jest staty.

p-V = const (42)

* Proces izochoryczny (@3): Gdy objetos¢ gazu pozostaje stata, iloraz cisnienia i tem-

peratury jest staly.

‘:; = const 43)

* Proces izobaryczny (44): Gdy cisnienie gazu pozostaje state, iloraz objetosci i tem-

peratury jest staly.

% = const 44)

Bazujac na réwnaniu stanu gazu doskonatego mozna okresli¢ zaleznoSci migdzy para-
metrami opisujacymi gaz. CiSnienie, temperatura oraz objetoS¢ gazu sa wzgledem siebie
proporcjonalne i zmiana dowolnej warto$ci powoduj¢ zmiang innych parametréw. Kazdy
proces mozna podzieli¢ na jednostkowe operacje opisywane réwnaniami (#2)), 3), (44).
Zgodnie z zasadami termodynamiki stan uktadu wynikajacy z szeregu przemian termo-

dynamicznych jest zawsze taki sam, niezaleznie od kolejnosci przemian.
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6.1.3 Model Chapman-Jouguet

Model Chapman-Jouguet (CJ) jest jednym z mozliwych podejs¢ do opisu detonacji w ma-
teriatach wybuchowych. Model CJ dostarcza prostego, lecz potgznego narzg¢dzia do ana-
lizy proceséw detonacyjnych. Gliéwne zatozenia modelu opieraja si¢ na teorii fal uderze-
niowych i zasadach termodynamiki.

W modelu CJ detonacja jest traktowana jako fala uderzeniowa, ktéra przemieszcza si¢
przez materiat wybuchowy z predkoScia nadZzwigkowa. Przed fala uderzeniowa materiat
wybuchowy jest w stanie nienaruszonym (stan 0), a za falg znajduja si¢ produkty detonacji
(stan 1). Model zaktada, ze produkty detonacji osiagaja stan rownowagi adiabatyczne;j
natychmiast po przejsciu fali uderzeniowej. Kluczowa cecha modelu CJ jest zatozenie,
ze predkos¢ wzgledna produktow detonacji wzgledem fali jest rowna predkosci dZzwigku
w tych produktach.

Model CJ zaklada, ze reakcje chemiczne sa na tyle szybkie, ze mozna je traktowac ja-
ko natychmiastowe. Detonacja jest wigc opisana jako jednowymiarowy, ustalony proces,
w ktérym fala uderzeniowa przeksztalca materiat wybuchowy w produkty detonacji. Przy
tych zatozeniach, model CJ jest w stanie przewidzie¢ prgdkos¢ detonacji oraz wtasciwosci
produktow detonacji na podstawie wlasciwosci materialu wybuchowego.

Jednym z najwazniejszych aspektéw modelu CJ jest jego zdolno$¢ do przewidywania
predkosci detonacji w r6znych materiatach wybuchowych. Predkos¢ ta zalezy od sktadu
chemicznego materiatu oraz od jego stanu fizycznego, takiego jak gestos¢ czy tempera-
tura. Model CJ jest stosowany w wielu dziedzinach, w tym w przemySle zbrojeniowym,
gdzie jest uzywany do projektowania i1 analizy materiatdw wybuchowych, oraz w inzy-
nierii bezpieczenstwa, gdzie pomaga przewidywac skutki wybuchow.

Pomimo swojej prostoty, model CJ ma pewne ograniczenia. Nie uwzglednia on na
przyktad efektéw tréjwymiarowych oraz niestacjonarnych proceséw, ktére moga mieé
istotny wptyw na rzeczywiste zjawiska detonacyjne. Niemniej jednak, jako pierwszy krok
w analizie detonacji, model CJ dostarcza istotnych informacji o fundamentalnych wtasci-

woSciach materialéw wybuchowych.

6.1.4 Model ZND

Model Zeldovicha-von Neumanna-Déringa (ZND) jest jednym z modeli opisujacych pro-
ces detonacji w materiatach wybuchowych. Nazwany na czes$¢ trzech naukowcéw: Yako-

va Zeldovicha, Johna von Neumanna i Wernera Doringa, model ZND rozszerza klasyczny
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model Chapman-Jouguet (CJ) poprzez uwzglednienie szczegotowej struktury strefy reak-
Cji.

W modelu ZND detonacja jest opisana jako proces sktadajacy si¢ z trzech gtéwnych
stref: fala uderzeniowa, strefa indukcji i strefa reakcji. Fala uderzeniowa jest pierwszym
etapem, w ktérym materialty wybuchowe sa skompresowane i podgrzewane do wysokich
temperatur i ci$nien. Jest to bardzo szybki proces, ktéry zachodzi na bardzo krétkich

skalach czasowych i przestrzennych.

Po fali uderzeniowej nastgpuje strefa indukcji, w ktérej materiaty wybuchowe sa
w stanie skompresowanym, ale reakcje chemiczne jeszcze nie zaszty w petni. Jest to
okres, w ktorym energia jest gromadzona, a reakcje chemiczne zaczynaja sig, ale jesz-
cze nie osiagnely swojego pelnego tempa. Strefa indukc;ji jest kluczowa dla zrozumienia
dynamiki detonacji, poniewaz determinuje czas potrzebny na inicjacj¢ petnej reakcji che-

miczne;j.

Ostatnig strefa w modelu ZND jest strefa reakcji, w ktérej zachodza gtéwne reakcje
chemiczne prowadzace do detonacji. W tej strefie material wybuchowy przeksztatca sig¢
w produkty detonacji, uwalniajac znaczna ilo$¢ energii. Produkty reakcji osiagaja stan
rownowagi termodynamicznej, co prowadzi do ustabilizowania predkosci detonacji i ci-
Snienia.

Roéwnania opisujace model ZND sg ztozone 1 obejmuja réwnania zachowania ma-
sy, pedu 1 energii, a takze réwnania kinetyczne opisujace tempo reakcji chemicznych.
W przeciwiefistwie do modelu CJ, model ZND uwzglednia szczegdétowa dynamike pro-
cesow zachodzacych w strefie indukcji i reakcji, co pozwala na bardziej doktadne prze-

widywanie zachowan materialéw wybuchowych.

6.1.5 Roéwnania empiryczne

Réwnania Becker-Kistiakowsky-Wilson (BKW) i Jones-Wilkins-Lee (JWL) sa kluczo-
wymi modelami matematycznymi wykorzystywanymi do opisu zachowania produktéw
detonacji materialéw wybuchowych. Oba réwnania stanowia podstawe wielu symulacji
1 analiz w dziedzinie inzynierii wybuchdéw i sa szeroko stosowane w praktyce inzynier-

skiej oraz badaniach naukowych.
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Réwnania Becker-Kistiakowsky-Wilson (BKW)

Rownania BKW (@3] zostaly opracowane w latach 40. XX wieku i sa jednym z najstar-

szych modeli uzywanych do opisu stanu gazowych produktéw detonacji.

P=A (1 _ “‘;) eV 4B <1 - “‘;) e PV (45)
Gdzie:

P - ci$nienie,
V' - objetos¢ wlasciwa (odwrotnosé gestosci),

A, B, a, 1w - stale materiatowe wyznaczane empirycznie.

Model BKW uwzglednia ztozong zalezno$¢ migdzy ciSnieniem a objgtoScia wlasciwa
produktéw detonacji, umozliwiajac bardziej doktadne przewidywanie zachowania gazow
powstajacych podczas detonacji. Parametry réwnania sa dobierane w taki sposéb, aby
roOwnanie stanu jak najlepiej opisywato dane do§wiadczalne dotyczace ciSnienia i objgto-
Sci produktéw detonacji.

Zaleta modelu BKW jest jego relatywna prostota i skuteczno$¢ w opisywaniu zacho-
wania produktéw detonacji dla szerokiego zakresu materialéw wybuchowych. Jednakze,
model ten moze by¢ mniej precyzyjny w przypadku materiatéw o bardziej ztozonym skta-
dzie chemicznym lub w warunkach, gdzie produkty detonacji nie osiagaja szybko stanu

rownowagi.

Rownania Jones-Wilkins-Lee (JWL)

Rownania JWL (46)) zostaty opracowane w latach 70. XX wieku jako bardziej zaawanso-

wane réwnanie stanu do opisu produktéw detonacji.

wkE

P=A[1
( v

e~V 4 B <1 _ Y > eV

RyV (46)

)
R,V
Gdzie:
P - ci$nienie,
V' - objetos¢ wlasciwa,

E' - energia wewngtrzna na jednostke masy,

A, B, Ry, Ry i w - stale materialowe wyznaczane empirycznie.
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Model JWL uwzglednia dodatkowy sktadnik zwigzany z energia wewngtrzng pro-
duktéw detonacji, co pozwala na bardziej precyzyjne modelowanie ciSnienia w szerokim
zakresie objetoSci wlasciwych. To sprawia, ze réwnanie JWL jest bardziej uniwersal-
ne i moze by¢ stosowane do szerokiego zakresu materialéw wybuchowych, w tym tych
o bardziej ztozonych sktadach chemicznych.

JWL jest szczegdlnie przydatne w symulacjach numerycznych proceséw detonacyj-
nych, takich jak metoda elementéw skonczonych (FEM) czy metoda réznic skoniczo-
nych (FDM), gdzie doktadno$¢ opisu stanu produktow detonacji jest kluczowa. Dzigki
uwzglednieniu dodatkowego terminu energetycznego, rownanie JWL pozwala na bardziej

realistyczne modelowanie dynamiki proceséw detonacyjnych.

Porownanie i Zastosowania

Oba réwnania, BKW i JWL, sa kluczowe w modelowaniu proceséw detonacyjnych, jed-
nak réznia si¢ zakresem zastosowania i precyzja. Rownanie BKW jest czgsto stosowane
do materialéw wybuchowych o prostszych sktadach chemicznych, gdzie zaleznos¢ cisnie-
nia od objetoSci wlasciwej moze byC opisana za pomoca dwoch wyktadniczych cztonéw.
Z kolei réwnanie JWL, dzigki uwzglednieniu dodatkowego sktadnika energetycznego,
jest bardziej precyzyjne i moze by¢ stosowane do szerokiego zakresu materialéw wybu-
chowych, w tym tych o bardziej ztozonych sktadach chemicznych. Oba réwnania wyma-
gaja jednak przeprowadzenia szeregu eksperymentow w celu wyznaczenia parametrow

rOéwnania.

6.1.6 Detonacja

Detonacja to proces gwattownego rozktadu materiatéw wybuchowych, ktéry prowadzi do
wydzielenia duzej iloSci energii w bardzo krétkim czasie. Mechanizm detonacji mozna
opisa¢ definujac zachodzacy proces chemiczny, omawiajac zmiany parametréw fizycz-
nych oraz wyprowadzajac odpowiednie r6wnania matematyczne opisujace zmiany ukla-
du.

Proces chemiczny.

Na poziomie mikroskopowym detonacja jest wynikiem bardzo szybkich reakcji chemicz-
nych, ktére zachodza na powierzchniach czasteczek materialéw wybuchowych. Reakcje

te prowadza do powstania gazéw o wysokim ci$nieniu i temperaturze oraz wydzielenia
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duzej iloSci energii. Kluczowa rolg odgrywaja tutaj czasteczki utleniacza i paliwa, ktére
reaguja ze soba w bardzo krétkim czasie. Proces detonacji trotylu (2,4,6-trinitrotoluen)
mozna ogdlnie opisa¢ za pomocg réwnania (#7). W wyniku detonacji statego materiatu,
tworza si¢ produkty gazowe - produkty rozktadu TNT. Powstawanie gazowych produktéw

w osrodku o ograniczonej objetosci prowadzi do silnego i nagtego wzrostu ci$nienia.

21
2C7H5N306 -+ ?OQ — 14002 + 3N2 + 5H20 (47)

Gléwnym zalozeniem takiego modelu jest nieograniczony dostep do utleniacza w for-
mie tlenu pochodzacego z powietrza. Przy skondensowanym materiale wybuchowym do-
step do utleniacza jest ograniczony. Tym samym omawiany proces mozna zapisaa¢ w for-

mie uktadu réwnan chemicznych nastgpujacych réwnoczesnie (48).

207H5N306 — 5H20 + 3N2 + 7CO + 7C (483)
1
1

Réwnanie (48a) moze okreslaé w jaki sposéb trotyl detonuje bez dostgpu do utle-
niajacego tlenu, natomisast réownania (48b) oraz opisuja faze dopalania produktéw
podetonacyjnych.

Parametry fizyczne.

Na poziomie molekularnym zachodza reakcje migdzy czasteczkami utleniacza i1 paliwa,
ktore prowadza do powstawania gazow o wysokim ciSnieniu i temperaturze. Te gazowe
produkty reakcji tworza fale uderzeniowe, ktére przemieszczaja si¢ przez materiat wybu-
chowy z predkoscia naddZwigkowa. Obszar fali uderzeniowej jest scharakteryzowany du-
73 szybkos$cia przemieszczania i wysokim skokiem nadci$nienia w wyniku czego w ukta-
dzie wystepuja nieliniowosci. Obszar za falg nazywany jest obszarem dopalania, gdzie
zachodza procesy (48b)) i (48c). Dalszy postep procesu chemicznego powoduje podtrzy-
manie wysokich warto$ci parametrow fali uderzeniowej oraz brak jej szybkiego wytlu-
mienia. Kinetyke tego procesu dobrze opisuje rownanie Arrheniusa, jednak nie pozwala
ono wyznaczy¢ parametrow fali. PredkoS¢ propagacji fali jest Scisle zalezna od sktadu

uktadu, a o§rodek mozna uzna¢ za niesciSliwy. Zmiany predkosci propagacji fali moga
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zosta¢ opisane réwnaniem Naviera-Stokesa, ktére opisuje zachowanie plynéw w ruchu

@9).

0 1

Gdzie:

u - predkos¢ fali,

t - czas,

p - ciSnienie,

p - gestosé,

v - lepkosc kinematyczna,

f - sita zewngtrzna

Dalsza propagacja fali uderzeniowej wymaga zdefiniowania zaleznoSci parametrow

osrodka i substancji tworzacych front procesu.

6.1.7 Warunki Rankine’a-Hugoniota

Warunki Rankine’a-Hugoniota opisuja zwiazek pomigdzy stanem oSrodka w obszarze
przed i za falg uderzeniowa. Stanowia one fundamentalne réwnania wynikajace z zasad
zachowania masy, pedu i energii w przeptywach ptynéw. Te réwnania sa niezwykle istotne
dla zrozumienia zmian stanu ptynu w wyniku przejscia przez falg uderzeniowa.

Prawo zachowania masy méwi, ze masa w uktadzie pozostaje stata. W kontekscie
rownan Rankine’a-Hugoniota oznacza to, ze ilo$¢ ptynu przeptywajacego przez obszar
przed falg uderzeniowa musi by¢ réwna ilosci ptynu przeptywajacego przez obszar za
fala. To prowadzi do réwnania opisujacego zwiazek pomigdzy gestoSciami ptynu przed

i po fali uderzeniowa (50).

p1-v1- AL = po-vo- Ay (50)

Gdzie:

p - gestos¢ ptynu,
v - predkos¢ ptynu,
A - przekréj przeptywu
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Prawo zachowania pedu méwi nam, ze suma pedoéw wszystkich czastek w ukladzie
pozostaje stata, jesli nie dziataja na nie zewnetrzne sity. W kontekscie fal uderzeniowych,
zmiana pedu ptynu musi by¢ rowna sile dziatajacej na obszarze przed fala. To prowadzi do
réwnania opisujacego zwiazek pomigedzy predkosciami ptynu przed i po fali uderzeniowa

(51).

p1L+p1evd = Do+ po - U (51)

Gdzie:

p - ciSnienie,
p - gestos¢ ptynu,
v - predkos¢ ptynu

Prawo zachowania energii stanowi, ze energia w ukladzie nie moze by¢ ani stworzo-
na, ani zniszczona, ale tylko przeksztatcona z jednej formy na inna. Dla gazéw, réwnanie
Rankine’a-Hugoniota moze by¢ réwniez zapisane przy uzyciu ci$nienia gazéw i pred-
koSci dzwigku w gazie. Jest to szczegdlnie istotne w analizie zmian energii w wyniku

propagacji fali uderzeniowej (52)).

pi  v—=1 p5 ~v-1

P1 U% _ Do Vo (52)

Gdzie:

p - ciSnienie,
p - gestos¢ ptynu,
v - predkos¢ ptynu,

v - wskaznik adiabatyczny

Uwzgledniajac réwnania (50), i (52) mozna wyprowadzi¢ réwnania okreslajace
powiazanie parametréow w obszarze przed czotem fali i w obszarze dopalania produk-
téw rozktadu materiatu wybuchowego. Najtrudniejszym aspektem jest okreslenie warun-
kéw przed i za frontem fali uderzeniowej przy zalozeniu, ze fala jest w ciagtym ruchu
(Rys. [6a). Sposobem rozwiazania tego problemu jest zmiana uktadu obserwatora tak, aby
fala zachowywala si¢ jak fala stacjonarna, natomiast caty ruch odbywat si¢ poprzez zmia-
ny uktadéw (Rys. [6b).
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Problem fali ruchomej Problem fali stacjonarnej

Uy u Ut Yo

A\ 4
\4

A
A

Us >0 : . Us=0
T = const ' ' T = const
lim(dx) = 0 lim(dx) = 0
X - dx X X + dx X - dx X X + dx
(a) Front ruchomy. (b) Front stacjonarny.

Rysunek 6: Relatywna obserwacja frontu fali. [6al przedstawia ruchomy front fali ude-
rzenioowej, gdzie zaktadana jest obserwacja frontu z zewnatrz. [ob przedstawia stacjonar-

ny front fali, gdzie zaktadana jest obserwacja fali zgodnie z predkoscia jej poruszania.

Opisane réwanania (50), (51)) i (52)) okreslaja zaleznosci pomiedzy parametrami w za-
tozeniu fali stacjonarnej (Rys. [6b). Wyznaczenie warunkow frontu procesu wymaga uza-

leznienia tych parametréw w kontekscie fali ruchome;.

6.1.8 Front uderzeniowy

Rozwazajac front uderzeniowy jako problem stacjonarny nalezy uzalezni¢ parametry fi-
zyczne oraz predkoS¢ w obszarze przed i za falg od parametréw dotyczacych modelu
ruchomego. W tym celu mozna okresli¢ zaleznos¢ predkosci fali w modelu stacjonarnym

i predkosci w modelu ruchomym zgodnie z réwnaniem (53)).

U = Ug — Uy T Uy = Ug (53)

Podstawiajac predkos¢ do rownania (50) mozna uzyskaé zaleznos¢ predkosci frontu
uderzeniowego od predkosci za fala i r6znicy gestosci. Zaktadajac jednostkowy przekrdj

przeptywu réwnanie przyjmuje postac (54).

p1 - (us — ug) = po - Us (54)

Przeksztatcajac réwnanie (51), wykorzystujac zaleznos¢ (54) oraz definicje predko-
Sci dZzwigku (39), mozna uzyskaé zalezno§¢ zmian nadci$nienia od liczby Macha frontu

uderzeniowego (55)).
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P1 (us — Uy)? pﬂug
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b1 Po
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pl'(1+(a)2’YM52)ZPO'(1+’YM32)
Pro Poon—q g2
Po M
= -
Po b1
pl_pO. P1 :7M3
Do P1 — Do

Przeksztalcajac ostatnie réwnanie (55) otrzymujemy zalezno$¢ migdzy liczba Macha
frontu uderzeniowego a nadci$nieniem wytwarzanym przez ten front. Zamieniajac lewa
strong réwnania (56)) na zalezno$¢ gestosci uzyskujemy rowniez zaleznos$¢ miedzy gesto-
Sciami oSrodkéw przed i za falg a liczbg Macha.

= M? — B (56)

Do Po
Roéwnanie (56) dotyczy obszaru fali uderzeniowej (zaraz przed oraz zaraz za fala) ze

wzgledu na zalozenie stalej temperatury.

6.1.9 Propagacja fali uderzeniowej

Propagacja fali uderzeniowej wynikajaca z detonacji materiatu wybuchowego jest zjawi-
skiem ztozonym, ktére mozna opisa¢ za pomoca réwnan ruchu ptynu, takich jak réwnanie
Naviera-Stokesa (#9). Réwnanie Naviera-Stokesa odgrywa istotna role w opisie propaga-
cji fali uderzeniowej, ktéra charakteryzuje si¢ gwatltownym wzrostem ci$nienia, gestosci
i temperatury w bardzo krétkim czasie. W konteks$cie rownania Naviera-Stokesa, fala
uderzeniowa moze by¢ rozpatrywana jako nagle zaburzenie ptynu, ktére przemieszcza
si¢ z predkoscia przekraczajaca predkos¢ dzwigku w danym medium.

Gtéwne aspekty rownania Naviera-Stokesa, ktére odnosza si¢ do propagacji fali ude-
rzeniowej, obejmuja:

Pierwsza pochodna czasowa predkosci (%‘t‘): Opisuje zmiany predkosci ptynu w cza-
sie. W przypadku fali uderzeniowej, ta pochodna moze reprezentowacé gwaltowne przy-

spieszenie ptynu w obszarze fali.
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Przyspieszenie konwekcyjne ((u - V)u): Okresla przyspieszenie ptynu w wyniku
zmian predkoSci w przestrzeni. W obszarze fali uderzeniowej, gdzie predkos$¢ ptynu zmie-
nia si¢ gwattownie, to przyspieszenie moze by¢ znaczne.

Gradient ciSnienia (—%Vp): Reprezentuje sitle spowodowang zmianami ci$nienia
w plynie. W obszarze fali uderzeniowej, ciSnienie wzrasta gwattownie, co powoduje na-
pedzenie ptynu do przodu.

Dyfuzja predkosci spowodowana lepkoscia (v V2u): Opisuje dyfuzje predkosci pty-
nu spowodowana lepkoscia. Chociaz lepkos¢ jest zazwyczaj pomijana w analizie fal ude-
rzeniowych, to w niektérych warunkach moze mie¢ wptyw na propagacje fali.

Sity zewnetrzne (f): Moga by¢ zaniedbywane w kontekscie fali uderzeniowej, chyba
ze w gre wchodza inne czynniki, takie jak grawitacja czy sity Coriolisa.

Dyskretyzacja réwnania Naviera-Stockesa jest podstawa okreslania predkosci rozcho-
dzacej si¢ fali. Réwnanie uzaleznia zmiany predko$ci od czasu i parametréw fizycznych
medium. GestoS¢ i ciSnienie niesione przez falg uderzeniowa mozna wyznaczac niezalez-
nie od czasu na podstawie proceséw chemicznych. Zmiany temperatury rowniez mozna
okresli¢ opierajac si¢ o efekt reakcji chemicznej, a doktadniej o efekt cieplny. Laczac
zmiany punktowe parametréw ze zmianami predkosci fali w czasie mozna zamodelowad

rozchodzenie si¢ tej fali zaleznie od czasu i przestrzeni.

6.1.10 Dopalanie

Faza dopalania fali podetonacyjnej jest kluczowym etapem w procesie detonacji. Charak-
teryzuje si¢ duza szybkoscia zachodzacych proceséw spalania pozostatosci po termicz-
nym rozktadzie materialu. W wyniku detonacji nie wszystkie czasteczki materiatu zo-
staja spalone, a dalsze spalanie nie moze zachodzi¢ na skutek braku dostgpu do tlenu.
Propagujaca fala uderzeniowa zasysa tlen do Srodka uktadu umozliwiajac dalsze spalanie
substancji za czotem fali. Ten etap powoduje dlugie utrzymanie fali podmuchowej oraz
jest stopniowe, nie nagte, wygluszanie.

Charakterystyka fazy dopalania jest kluczowym elementem, ktory wplywa na site no-
$na fali podmuchowej. W tej fazie, gorace produkty rozktadu termicznego reaguja z do-
stepnym tlenem, powodujac dalsze wydzielanie ciepta i gazéw. Ten proces generuje do-
datkowe ci$nienie i energig¢, ktére napedzaja falg podmuchowa. Sita nosna fali podmu-
chowej w duzej mierze zalezy od efektywnosci dopalania, ktéra moze by¢ kontrolowana

przez r6zne czynniki, takie jak sktad chemiczny materiatu wybuchowego, wilgotnos¢ oto-
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czenia czy dostgpnos¢ tlenu.

Wraz z ruchem fali podmuchowej przemieszczaja si¢ gazy i produkty rozktadu mate-

riatu wynikajace z detonacji. Sktad fali moze zostaé zdefiniowany poprzez:

Punktowe zmiany skladu wynikajace z proceséw chemicznych. W wyniku reakcji
chemicznych - reakcji spalania, state produkty rozktadu zmieniaja si¢ w gazowe odpo-
wiedniki zwigkszajac objetos$¢ masy - tym samym wplywajac na wzrost ci$nienia i zmia-
ng¢ gestosci ptynu. Ten proces zachodzi punktowo - nie jest zalezny od przestrzeni. Mozna
go opisa¢ za pomoca roéwnan chemicznych i réwnan kinetycznych rekacji chemicznych
zakladajac staty krok czasowy zmian. Nie zachodzi w tym momencie zmiana sktadu wy-

wolana ruchem fali.

Zmiany skladu wynikajace z propagacji fali. Punktowe zmiany sktadu sg Scisle za-
lezne od proceséw chemicznych, jednak propagacja fali rowniez powoduje zmiany skta-
du. Na skutek wydzielenia si¢ duzej iloSci energii w trakcie detonacji materiatu wybu-
chowego fala uzyskuje pewna predkos¢ poczatkowa rozchodzenia - predkos¢ detonacji.
Wielko$¢ ta maleje w trakcie propagacji fali, a substancje wynikacjac z przemian che-
micznych przemieszczaja si¢ zgodnie z czolem fali. Ruch ten mozna opisa¢ za pomoca
roOwnania adwekcji czy roOwnania transportu, zaktadajac ze proces detonacji jest gtéwna

sitqg napedowa ruchu fali.

Uzaleznienie zmian skiadu od proceséw chemicznych oraz ruchu fali podmuchowej
pozwala na okreSlanie parametréw fizycznych procesu w sposéb ciagly i niezalezny od
przestrzeni. Temperatura jest gtdwnie zalezna od efektu cieplnego reakcji chemicznej - od
ilosci wydzielonych produktéw gazowych. Wptywy ruchu ciepta na zasadzie konwekcji
w tym procesie sg niewielkie. Zmiany iloSci produktéw gazowych réwniez wplywaja na
gestoS¢ oraz ciSnienie w uktadzie. Mozna wigc te parametry okresla¢ na podstawie skatdu

masy podmuchowe;.

6.2 Podstawy matematyczne i fizyczne modelu

Analiza symulacji procesu propagacji fali podetonacyjnej byta prowadzona dla przyktadu
detonacji trotylu (TNT) ze wzgledu na dostgpno$¢ danych doswiadczalnych. Przedsta-
wione schematy mozna dostosowaé do dowolnego materialu poprzez uwzglednienie od-
powiedniej analizy procesu chemicznego oraz okreSlenie prawdopodobnego sktadu fali

podmuchowej tak, aby opisac proces jakosciowo.
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6.2.1 Algorytm

Symulacja detonacji oraz rozchodzenia si¢ fali detonacyjnej to ztozone zadanie, wyma-
gajace precyzyjnego modelowania wielu aspektéw fizycznych i chemicznych. W celu
przeprowadzenia takiej symulacji niezbgdne jest zastosowanie zaawansowanych algoryt-
mow numerycznych, ktore pozwalaja na realistyczne odwzorowanie zachodzacych pro-
ceséw. Algorytm 2] obejmuje inicjalizacje parametréw materiatowych i geometrycznych,
ustawienie poczatkowych warunkéw oraz iteracyjny proces obliczen, ktéry uwzglednia
zmiany zachodzace w czasie w wyniku reakcji spalania, adwekcji, konwekcji oraz innych
proceséw fizycznych. Kazdy krok w petli symulacyjnej ma na celu doktadne okreSle-
nie parametrow takich jak gestoS¢, temperatura, ci$nienie, lepkos$¢ oraz predkos¢é w roz-
nych punktach przestrzeni symulacyjnej. Dzigki temu mozliwe jest uzyskanie szczegéto-
wego obrazu rozwoju i propagacji fali detonacyjnej w materiatach wybuchowych. Przy-
gotowane narzgdzie oparte o implementacj¢ algorytmu [2| z wykorzystaniem jezyka pro-
gramowania Python jest dostepne w serwisie Github (github.com/JGil-polsl/

shockwavePropagation).

Przedstawiony schemat stuzy jako ogdlny zarys procesu symulacyjnego, ktéry moze
by¢ dostosowywany i rozszerzany w zaleznosci od specyficznych potrzeb badawczych
oraz dostgpnych zasobow obliczeniowych. W kolejnych sekcjach oméwione zostang po-
szczegblne elementy tego schematu, w tym metody numeryczne i algorytmy wykorzysty-
wane do obliczen, co pozwoli na lepsze zrozumienie i efektywne zastosowanie zaprezen-

towanego pseudokodu w praktycznych symulacjach detonacji.

6.2.2 Parametry poczatkowe

Tabela [6] zawiera wartosci poczatkowe gtéwnych parametréw symulacji. Masa materiatu
wybuchowego zostata przyjeta zgodnie z danymi eksperymentalnymi, podobnie jak obje-
toS¢ materiatu. GestoS¢ materiatu 1 Srodowiska, podobnie jak lepkos¢, zostata okreslona
na podstawie sktadu, przyjmujac ze material wybuchowy sktada si¢ jedynie z TNT, a Sro-
dowisko w 21% tlenu i 79% azotu. Kazdy parametr jest osobno ustawiany dla skoficzone;j
objetosci wynoszacej 1mm?. Zatozono, ze geometria uktadu przedstawiona zostata jako
zbidr szeScianéw o wymiarach 1x1x1 [mm] odpowiednio dla geometri 1D potaczonych

tylko w jednym wymiarze, dla geometrii 2D - w dwéch wymiarach.
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Algorytm 2: Pseudokod dzialania schematu symulacji.

INITIALIZE:

Ustaw parametry materiatu
Wygeneruj siatke geometrii
Ustaw predkosé detonacji

Ustaw poczatkowe parametry Srodowiska

LOOP:
while czas symulacji < t4,, do
Oblicz promien detonacji

Oblicz mape frontu detonacji

Wyznacz zmiang sktadu fali i materiatu z reakcji spalania
Wyznacz zmiang sktadu fali z r6wnania adwekcji
Wyznacz gestos¢

Wyznacz objeto$¢ molowa

Wyznacz temperaturg z reakcji spalania oraz konwekcji
Wyznacz ci$nienie

Wyznacz lepkos¢

Wyznacz nowe wartoSci predkosci

Zaktualizuj czas symulacji

end while
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Tabela 6: Parametry poczatkowe symulacji. Lepkos¢ oraz sktad materiatu jest zalezny
od masy i objetoSci materiatu. Lepkos¢ srodowiska zewngtrznego zostala przyjeta jako

sumaryczna lepkos¢ tlenu i azotu. Kazdy parametr zostal ustalony dla skoriczonej objeto-

sci lmm3
Parametr Symbol | Wartos$¢ poczaktowa
ciSnienie P 101325 [Pal
gestosé p 0.00129 [kg/m3]
predkosé u 1 [m/s]
predkosé detonacji D 6940 [m/s]
temperatura T 298,15 K

6.2.3 Geometria

Symulacje rozchodzenia si¢ fali podetonacyjnej byly prowadzone dla dwéch geometrii
- 1D oraz 2D. Geometria 1D zaktadata podziat przestrzeni [0, L] na milimetrowe odle-
glosci. W kazdym punkcie byly wyznaczane wartoSci sktadu uktadu, ci$nienia, ggsto-
Sci, objetosci molowej i temperatury. Zatozenia wzglgdem geometrii 2D opieraty si¢ na
dwdch podejsciach - triangulacii i teselacji kwadratowej (Rysunek[7). W pierwszym przy-
padku okreSlanie potozenia punktéw, dla ktérych wyznaczane byty wartoSci parametréw
bylo niekorzystne, ze wzgledu na zwigkszajaca si¢ liczbe punktéw wraz z odlegtoscia
od centrum uktadu. Wplywato to niekorzystnie na doktadno$¢ symulacji, tym samym
utworzona zostala geometria 2D skladajaca si¢ z kwadratowych obszaréw. Utworzona
geometria opierata si¢ na podziale przestrzeni symulacyjnej na odlegtosci 1mm w dwéch
wymiarach. Punkty, dla ktérych wyznaczane byty wartosci parametréw znajdowaly sig¢

w wierzchotkach utworzonych wczesniej kwadratéw.
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Rysunek 7: Geometria 2D. Geometria ograniczona do przedziatu [—0.1,0.1] w obu
osiach. Kazdy punkt przedstawia punkt wyznaczania wartoSci parametréw uktadu. Dla
zaprezentowania uwzglednienia geometrii materialu wyrysowane zostaty wartosci w bar-

dziej ograniczonym przedziale.
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Rysunek 8: Mapa frontu uderzeniowego. Rysunek przedstawia ide¢ wyodrebniania
frontu uderzeniowego, dla ktérego nalezy wyznaczy¢ parametry Srodowiska w sposéb

specjalny.
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6.2.4 Wyznaczanie mapy frontu fali uderzeniowej

W kazdym cyklu symulacji aktualizowana jest predkos¢ rozchodzenia sig fali oraz jej pro-
mien. Promien jednoznacznie wyznacza odlegto$¢ od punktu inicjacji procesu detonacji
do czota fali. Okreslenie mapy frontu fali uderzeniowej (Rysunek [§) jest stosowane, aby
wyznaczy¢ warto$ci parametrow uktadu dla nieliniowego skoku wartosci tych parame-
trow. Stosowanie rownania NS czy rownania Burgersa nie jest w tym przypadku mozliwe
ze wzgledu na gwaltowng zmiang wartosci parametréw oraz nieliniowos¢ uktadu w ob-

szarze czola fali uderzeniowe;.

6.2.5 Zmiana skladu

Wraz z ruchem fali podmuchowej i spalania materiatu, zmienia si¢ sktad uktadu. R6w-
nanie opisuje proces spalania/detonacji materiatu bez dostgpu do tlenu. Zgodnie
z réwnaniem (48a)) mozna okresli¢ zmiang sktadu (57) w kazdym punkcie geometrii ko-
rzystajac z réwnan (3) odnoszac sie do ilosci (w molach).

on 5
82;0 = 5 (krnT) - noNT (157)

onn,
odt

Inco
adt

on
Tdi = 5 : (k?TNT) *NTNT

=z (k?TNT) *NTNT

: (k?TNT) *NTNT

3
2
7
2

T

Stosujac schemat Eulera rozwigzywania réwnan réznicowych uktad mozna za-
pisa¢ w postaci (58)). Wiedzac, ze proces detonacji jest szybki, mozna zatozy¢, ze rozpad
materiatu zgodnie ze schematem zachodzi natychmiastowo (kry7 = 1). Dalsze pro-
cesy dopalania i adwekcji produktéw rozktadu materialu powoduja dalsze wydzielanie

si¢ gazé6w powybuchowych.

5

Anpg,o = 5 (krnt) - nenr - At (38)
3

Any, = 3 (krnt) - nont - At
7

Anco = 5 (krnt) - nrn - At
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N =3

Anc = = - (krnt) - nonr - At

Zgodnie z réwnaniem (48a) w wyniku detonacji 2 moli TNT (ok. 0,5kg) powstaje 15
moli gazéw (ok. 336 dm? w warunkach normalnych) powodujac zmiane ci$nienia, gesto-
Sci i objetosci molowej uktadu. Rzeczywista zmiana gazéw jest zalezna od temperatury
procesu i jest wyznaczana korzystajac z réwnania gazu stanu doskonatego (40). Dalszy
proces dopalania opisuja réwnania (48b)) oraz {#8c). Réwnanie nie powoduje zmia-
ny iloSci produktéw gazowych, wigc nie wptywa na ci$nienie oraz objgtos¢ molowa, jed-
nak wptywa na temperature i ggsto$¢ uktadu ze wzgledu na zmiang masy czasteczki i efekt
cieplny reakcji. Proces dopalania rowniez mozna zapisa¢ w formie réwnan kinetycznych

(59) stosujac schemat Eulera uwzgledniajac ubytek tlenu pochodzacego ze Srodowiska.

1
Anco = kCO N {Tol 5”02 - At @D

1
Anco, = kco, - nco - J"0s ° At

An02 = —(Anco + Ancoz)

Schematy (58) i (59) opisuja zmiane sktadu fali podmuchowej na skutek detona-
cji materiatu i1 dopalania produkéw rozktadu. Ruch masy, tym samym ruch wszystkich
sktadnikéw fali podmuchowej, mozna opisac za pomoca réwnania adwekcji (). Schemat
obliczeniowy réwnania adwekcji metoda Eulera zostat przedstawiony jako (60), ktory

wyznacza zmiany dowolnego sktadnika w przestrzeni wraz z ruchem fali.

t

t+1 it Uy y ¢ ¢
Cz,y - Cz,y + At ( dr ’ ( Ty :rfl,y)_ @D
us, y t t ui’y t t U y t t
dlv’ ’ (Cx—f—l,y - Cx,y) + d?; ' (Ox,y - Ox,y—l) - d? ’ (Cx,y—i-l - Cx,y))

Dodajac do schematéw (58)) i (59) wartosci wynikajace ze schematu (60) otrzymano
kompletny model ruchu masy fali podmuchowej zaczynajac od materialu w stanie pod-

stawowym.
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6.2.6 OKkreslanie wartoSci parametréw ukladu

Gestosé. Gestos¢ w uktadzie jest Scisle zalezna od iloci poszczegdlnych substancji. War-
to$¢ gestosci wyznaczana jest w ograniczonej objetosci 1mm?, ktéra zostata zatozona
jako pojedyncza komoérka geometryczna. IloSci substancji wchodzacych w sktad fali po-
dmuchowej sa przemnazane przez ich masy molowe, a nastgpnie wyznaczana jest gestos¢

zgodnie ze wzorem (61).

Pzy = T (61)

Objetos¢ molowa. Objetos¢ molowa jest waznym parametrem potrzebnym do okre-
Slania wartoSci ciSnienia w uktadzie. OkreSla ona ile moli substancji przypada na jednost-

kowa objetos¢. Jest to wartos¢ odwrotna do gestosci uktadu i wyznaczna ze wzoru (62).

4

Vina.y (62)

Temperatura. Wykorzystujac ciepto molowe substancji wchodzacych w sktad fali
podmuchowej oraz efekt cieplny reakcji chemicznych mozna okresli¢ przyblizong zmia-
ne¢ temperatury. Oprocz efektu cieplnego reakcji, temperatura zmienia si¢ w skutek proces
konwekcji, gdzie kolejne przestrzenie fali detonacyjnej nagrzewaja si¢ w wyniku dopa-
lania substancji pochodzacych z rozktadu materiatu. Efekt cieplny reakcji wyznaczany
jest ze schematu (63), natomiast proces konwekcji wyznaczany jest ze schematu (64).
W zwiazku z zaleznoScig ciepta molowego substancji od temperatury wymagane jest

przyblizanie wartosci ciepta i temperatury jednoczesnie zgodnie z algorytmem [3]

Q= ¥n;-Cp; (63)
TH =Tt +At-(u§”’y-(Tt ~T | )— ()
Ty T Txy dx T,y z—1,y
Utxvy t t u;y t t utx:y t t
dx ’ (Tz+1,y - Tm,y) + dy ’ (Tm,y - Tx,yfl) - dy ’ (T:Jc,erl - T:Jc,y))
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Algorytm 3: Algorytm wyznaczania temperatury. Temperatura jest Scisle zalezna od
sumarycznego efektu cieplnego procesu, ktéry zalezne jest od temperatury. Wymagane
jest przyblizanie wartoSci temperatury poprzez przyblizanie jej wartosci, wyznaczanie
sumarycznego ciepta i poréwnywania z sumarycznym efektem cieplnym procesu. Dane
dotyczace ciepta molowego substancji sg stabelaryzowane w zakresie temperatur 100-
6000[ K| z krokiem co 100[K].

H - sumaryczne cieplo procesu

Q=%n;-Cp; dla T =100K

if 1 == 0 then

break

end if

dopdki Q < H podnies temperaturg i oblicz Q ponownie

while | — H| > 1% do

if ) > H then
T=T-(T-T,-1)/2
else
r=T+(T,—-T)/2
end if
Oblicz Q dla nowej temperatury
end while
return T

Cisnienie. Znajac temperature i objetos¢ molowa w czasie ¢, i t,_; mozna wyznaczy¢
zmiane ci$nienia na podstawie zmodyfikowanego réwnania gazu stanu doskonatego (63).
Cisnienie jest zalezne od sktadu fali podmuchowej, tym samym od objetosci molowe;j

oraz temperatury.

pi—1 - Vmy_q - Ti
Vmy - T,

e (65)
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Model cisnienia - wykorzystujac réwnania Henrch’a (66) i Brody’ego (67) mozna opi-
sa¢ rozktad ci$nienia w czasie. RGwnania opisuja wartoSci nadcis$nienia wzgledem zredu-

kowanej odleglosci od centrum detonacji 38, [39].

_ 1379 0543 0.035  0.006
R, R? R? R}

Pm (0.05 < R, < 0.3) ©8)

_ 0607 0.082  0.200
m="R, TR TR

_ 0065 , 0397 0322
bm="R, "R TR

_ 0096, 0143 0573
m="gR, "R TR

—0.0019 (0.0098 < p,, < 0.98)

0.657
Pm = R3

g

+0.098  (pm > 0.98)

Gdzie:

Pm - wartos¢ nadcisnienia [M Pal,

m

R, - odlegtos¢ zredukowana | %]

Dla wybuchu sferycznego (materiatlu wybuchowego o sferycznej geometrii) réwnania
te mozna uproscic stosujac warunek 12, > 0.5 [40]. W ten spos6b mozna otrzymac jedno

réwnanie obowiazujace dla kazdej odlegtosci zredukowane;j (68).

_ 0082 0.26  0.69
R, R R

Pm (68)

Lepkos¢. Ostatnim parametrem potrzebnym do wyznaczenia zmian predkosci jest
lepkos¢. Wyznaczana jest na podstawie stabelaryzowanych danych dotyczacych lepko-
Sci poszczegdlnych sktadowych fali podmuchowej zaleznie od temperatury oraz ilosci
gazowych substancji wchodzacych w sktad fali (69). Stabelaryzowane dane sa opisane

wspotczynnikami funkcji liniowe;.

v=>%(ay, - Tyy+by,) n (69)
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6.2.7 Wyznaczanie predkosci fali

Wyznaczanie wartosci predkosci fali detonacyjnej jest ztozonym problemem. Podobnie
jak przy wyznaczaniu wartosci parametrow, wykorzystane zostaly schematy Eulera. Pred-

kos¢ moze zosta¢ wyznaczona wykorzystujac réwnanie NS (#9) lub réwnanie Burgersa

(70).

(31; +u Vu =vAu (70)

Wyznaczanie zmian prgdko$ci wykorzystujac rownanie NS wymaga okreSlenia ci-
$nienia, gestosci i lepkosSci w danym punkcie, natomiast réwnanie Burgersa likwiduje
wplywy tych parametréw. W formie nielepkosciowej (v = 0) réwnanie Burgersa dobrze
przedstawia front uderzeniowy.

Przeksztalcajac rownanie w formie nielepko$ciowej za pomoca metody Eulera

uzyskuje si¢ schemat obliczeniowy (71).

t

u
W =t b A (U, ) o
Ut ut t
dx’%y (ui,‘-i-l,y - utz7y) + dL; (utx’y - a:,y—l) - ;7y ( ;7y+1 - U,];’y))

Gtéwnym problemem obu metod wyznaczania predkosci jest nieliniowos$¢ na czole fa-
li. Schematy r6znicowe nie umozliwiaja rozwigzania nieliniowosci w uktadzie, w zwiaz-
ku z czym zatozono, ze predkos¢ na czole narasta dajac maksymalng warto§¢ w punk-
cie frontu. Druga metoda rozwiazania problemu jest zastosowanie mapy frontu procesu
1 wyznaczanie na jej podstawie w bardziej uproszczony sposéb wartosci predkosci, tym

samym umozliwiajac powstanie nieliniowosci na froncie fali.

6.3 Wyniki

Model 1D. W oparciu o réwnania - oraz algorytm [2] opracowany zostal model
wyznaczania frontu detonacyjnengo w przestrzeni jednowymiarowej. Rysunek [9] przed-
stawia wyglad fali uderzeniowej w pewnej chwili symulacji. Model opiera si¢ na doktad-
nosci do 0.001[m| w zwiazku z czym, narastanie nadcisneinia na froncie widoczne jest

jako pionowa linia.
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W(t) = 1.00 cycles: 51500/4591692 time 0.05608

Cisnienie [MPa]

1 | L 1 L L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Odlegtos¢ [m]

Rysunek 9: Model fali uderzeniowej w przestrzeni 1D. Rysunek przedstawia wyglad
fali uderzeniowej w jednej chwili czasu. Pomarariczowa linia obrazuje warto$ci ci§nienia
w zaleznosci od odlegtosci od Srodka detonacji. Niebieska linia symuluje wyniki rozwia-

zania modelu za pomoca metody charakterystyk.
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Rysunek 10: Dane eksperymentalne. Rysunek przedstawia pomiar wartosci fali nadci-
$nienia w odlegtosci odpowiednio 0.5m, 1m, 1.5m 1 2m oraz wygtadzenie danych z wy-
korzystaniem modelu (68)). Dane przedstawiaja wartosci nadci$nienia (napigcia mierzone-
go przez czujniki) wzgledem czasu w czterech odlegtosciach ustawionych na sferyczne;j
fali. Dane zostaty zebrane dzigki Sie¢ Badawcza Lukasiewicz — Instytut Przemystu Orga-

nicznego, Grupa Badawcza Technik Wybuchowych

Korzystajac z rownan (66)) - (68)) dane eksperymentalne zostaty wygtadzone oraz wy-
znaczone zostaly parametry wielko$ci materiatu wybuchowego tak, aby odlegtos¢ zredu-
kowana odpowiadata punktom pomiarowym (Rysunek [I0).

Na podstawie danych zawartych na rysunku [I0] model zostat zweryfikowany mierzac
wartosci nadci$nienia w czterech odlegtosciach od centrum inicjacji (Rysunek [TT).

Model 2D. Ztozonos¢ modelu jednowymiarowego oraz potwierdzenie dziatania algo-
rytmu spowodowato umozliwienie rozwoju modelu do geometrii dwuwymiarowej. Po-
czatkowe parametry uktadu zatozone zostaly jako parametry Srodowiskowe - zawarte
w tabeli [0] Poczatkowy wyglad uktadu zostat przedstawiony na rysunku [12] gdzie w ob-
rgbie geometrii znajduje si¢ jedynie TNT w formie sferyczne;j.

Detonacja materialu przebiega poprawnie, TNT rozklada si¢ zgodnie z réwnaniem
reakcji (48a)). Zmiana sktadu materiatu §ledzona jest w dowolnej chwili czasu, prezentujac
rozktad wartosci liczby moli substancji w przestrzeni (Rysunek [13).

Formowanie frontu uderzeniowego jest widoczne w formie "gromadzenia" ciSnienia

na czole fali. Zjawisko to wynika z faktu zwigkszonej predkosci fali (Rysunek [T4) na
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(d) Punkt pomiarowy 2m.

Rysunek 11: Weryfikacja modelu. Rysunki przedstawiaja pokrycie warto$ci nadcisnie-

nia fali w czterech punktach pomiarowych. Niebieska linia przedstawia rozklad nadci-

$nienia w odleglosci od centrum detonacji, natomiast pomarariczowa predkos¢ (w liczbie

Macha) frontu uderzeniowego.
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Rysunek 12: Geometria 2D ukladu. Rysunek przedstawia doktadng geometri¢ uktadu
w przestrzeni [-0.1, 0.1] [m]. Na rysunku zostal zaznaczony obszar zawierajacy w stanie

poczatkowym jedynie trotyl. Pozostate parametry (ci$nienie, temperatura, lepkos¢) zosta-

ty ustawione jako parametry Srodowiskowe.

jej czole oraz przesuwania masy podetonacyjnej, tym samym zwigkszajac gestos¢ frontu

(Rysunek [T5).

0.100
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0.025
0.000

-0.025

~0.050

-0.075

-0.100

Rysunek 14: Rozklad predkoSci fali. Rysunek przedstawia rozktad predkosci fali w catej

przestrzeni symulacji. Zauwazalna jest zwigkszona predko$¢ na froncie uderzeniowym

-0100 0075 -0.050 ~-0.025 0000 0025 0050 0075  0.100

jak réwniez niestabilno$¢ nieliniowos$ci uktadu.
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Rysunek 13: Rozklad substancji w symulacji. Rysunek przedstawia 8 odrebnych prze-

strzeni reprezentujacych sktad fali podmuchowe;j.
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Rysunek 15: Rozklad ci$nienia. Rysunek przedstawia rozktad ciSnienia wywotanego
poprzez ruch masy podmuchowej, proces rozktadu materiatu oraz dopalanie statych pro-

duktéw rozktadu.

Na rysunku 14| przedstawiony zostat gtéwny problem zwigzany z modelowaniem nie-
liniowosci w ukladzie. Niestabilno$¢ schematéw numerycznych rozwigzywania réwnan
réznicowych oraz ztozonos¢ modelu powoduja, ze fala uderzeniowa po wyjsciu z obszaru
materiatu wybuchowego nie tworzy regularnego frontu jak w przypadku modelu 1D. Dal-
sza propagacja fali jest niemozliwa ze wzgledu na wyznaczanie przeciwnie skierowanych

wartosci predkosci.

6.4 Podsumowanie

Rozdzielenie skomplikowanego procesu detonacji na czastkowe zmiany oraz utozenie
schematu obliczeniowego opisujacego ewolucje parametrow pozwala na stworzenie al-
gorytmu modelowania funkcji czasowych opisujacych kluczowe zmienne uktadu. Zasto-
sowanie praw zachowania Rankine-Hugoniota oraz réwnania Naviera-Stockesa do opisu
frontu procesu propagacji fali uderzeniowej umozliwia wyznaczenie nieciagltych zmian
na froncie fali. Przedstawienie procesu detonacji i propagacji fali uderzeniowej w posta-
ci sekwencji kolejno wystepujacych po sobie zdarzen zachowuje zaleznosSci pomigdzy
parametrami i pozwala wyznaczy¢ ksztalt fali.

Opisany model jednowymiarowy propagacji fali uderzeniowej zostal zweryfikowany
w oparciu o dane doSwiadczalne wybuchu sferycznego tadunku trotylu. Warto$ci nadci-

S$nienia oraz rozktad fali podmuchowej pasuje do danych eksperymentalnych i do zatlozen
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teoretycznych. W przypadku modelu dwuwymiarowego, zostatlo dodatkowo wprowadzo-
ne wyznaczanie parametrow uktadu na podstawie procesu detonacji i sktadu materiatu
wybuchowego. Proces detonacji przebiega zgodnie z zatozeniami teoretycznymi, jednak
proces propagacji fali uderzeniowej po wyjsciu z obszaru materialu wybuchowego wy-
maga dalszych prac w celu zlikwidowania niestabilno$ci warunkéw na froncie uderze-

niowym.
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7 Modelowanie rozwoju populacji komérkowych w opar-

ciu o algorytm Gillespiego

W dobie zaawansowanej technologii i rosnacych mozliwosci obliczeniowych, modelowa-
nie numeryczne staje si¢ nieodzownym narzedziem w badaniach biologicznych. Szcze-
golnie istotne jest ono w zrozumieniu dynamiki rozwoju populacji komérek, jak réwniez
mikroorganizméw. Modele numeryczne umozliwiaja symulacje proceséw biologicznych,
ktoére sa zbyt ztozone, aby mozna je byto analizowaé za pomoca tradycyjnych metod eks-

perymentalnych.

Jednym z kluczowych algorytméw wykorzystywanych w tym kontek$cie jest algo-
rytm Gillespiego, znany rowniez jako algorytm Monte Carlo metody zdarzen dyskret-
nych. Algorytm ten, opracowany przez Daniela T. Gillespiego, jest stosowany do mode-
lowania systemow chemicznych i biologicznych, w ktérych reakcje zachodza w sposéb
losowy i dyskretny w czasie [41, 42]]. Dzigki swojej zdolnosci do precyzyjnego odwzoro-
wania stochastycznej natury procesOw biologicznych, algorytm Gillespiego znalazt sze-
rokie zastosowanie w modelowaniu dynamiki rozwoju populacji komoérek i mikroorgani-
zméw [43-45]).

W niniejszym rozdziale skupiono si¢ na zastosowaniu algorytmu Gillespiego do mo-
delowania rozwoju klonalnego populacji komérek oraz populacji mikrobiologicznych
[46, 47]. Przeanalizowano podstawowe zasady dziatania algorytmu oraz przedstawiono
przyklady zastosowan w kontekscie biologii komdérkowej i mikrobiologii [48-50]. Po-
nadto, zaprezentowano wyniki symulacji komputerowych, ktére ilustruja, jak algorytm
Gillespiego moze by¢ wykorzystany do badania dynamiki wzrostu populacji, interakcji
miedzy komérkami oraz odpowiedzi na zmienne warunki Srodowiskowe [S1, 52] wraz

z poréwnaniem do danych pochodzacych z ekperymentéw biologicznych.

7.1 Teoria rozwoju

Rozwdj klonalny jest gtéwnym procesem opisujacym ewolucje populacji komoérek. Ter-
min "klonalny" odnosi si¢ do populacji komorek, ktére sa genetycznie identyczne, wywo-
dza si¢ z jednej komodrki macierzystej i dziela si¢ przez mitozg. Proces ten jest kluczowy
dla zrozumienia wzrostu nowotwordéw, regeneracji tkanek, a takze produkcji biologicz-

nych w przemysle biotechnologicznym.
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7.1.1 Podstawy teoretyczne rozwoju klonalnego

Rozwdj klonalny mozna opisaé za pomoca modeli matematycznych, ktére umozliwiaja
zrozumienie dynamiki populacji komérkowych. Najprostszy model to model wzrostu eks-
ponencjalnego, ktéry zaklada, ze kazda komérka w populacji dzieli si¢ w staltym tempie

(72).

N(t) = Noe' (72)

Gdzie:

N (t) - liczba komoérek w czasie ¢,
Ny - poczatkowa liczba komoérek,

r - tempo wzrostu [53]].

Jednakze, model wzrostu eksponencjalnego jest zbyt uproszczony, aby opisac rzeczy-
wiste populacje komdrkowe, poniewaz nie uwzglednia ograniczen §rodowiskowych, ani
ztozonoSci biologicznych proceséw wewnatrz komodrek. Bardziej zaawansowanym po-
dejSciem jest model logistyczny, ktory uwzglednia ograniczenia Srodowiskowe, takie jak
dostepnos¢ zasobow (73).

KNoe”
N(t) =
( ) K + No(e”t — 1)

gdzie K to no$no$¢ srodowiska [53]].

(73)

7.1.2 Algorytm Gillespiego

Algorytm Gillespiego, znany rowniez jako algorytm stochastycznej symulacji (SSA), jest
szeroko stosowany do modelowania dynamiki populacji komérkowych na poziomie mole-
kularnym. Algorytm ten pozwala na symulacje¢ reakcji chemicznych zachodzacych w ko-
morkach w sposéb stochastyczny, co jest kluczowe dla uwzglednienia losowych fluktu-
acji, ktore sg istotne w matych populacjach komoérek [41]].

Algorytm Gillespiego dziala na zasadzie losowego wyboru czasu i rodzaju nastgpnego

zdarzenia w systemie. Procedura ta obejmuje nast¢gpujace kroki:

1. Obliczenie wszystkich mozliwych reakcji i ich szybkoSci.
2. Losowanie czasu do nastgpnego zdarzenia.
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3. Losowanie, ktdra reakcja zajdzie.
4. Aktualizacja stanu systemu.

5. Powtérzenie krokow 1-4 az do osiagnigcia okres§lonego czasu konicowego lub stanu.

Dzigki swojej doktadnosci i zdolnoSci do modelowania matych populacji, algorytm
Gillespiego jest idealnym narzedziem do badania dynamiki klonalnych populacji komé-
rek, zwlaszcza w kontekScie badan nad nowotworami i r6znicowaniem komorek macie-
rzystych [44] 45].

7.1.3 Podstawy teoretyczne rozwoju populacji mikrobiologicznej

Rozwdj populacji mikrobiologicznych, przyktadowo drozdzy [54,55], jest procesem zto-
zonym, na ktéry wptywa wiele czynnikéw biologicznych i srodowiskowych. Zrozumie-
nie podstaw teoretycznych tego procesu jest kluczowe dla wielu dziedzin, w tym biologii,
biotechnologii i medycyny. Procesy te mozna opisaé za pomoca modeli matematycznych
1 symulacji komputerowych, ktére uwzgledniaja zar6wno czynniki deterministyczne, jak
i stochastyczne [56].

Populacje mikroorganizméw, takich jak drozdze, zwykle rozmnazaja si¢ bezpicio-
wo, co prowadzi do klonalnej ekspansji. W takich populacjach réznorodnos¢ genetyczna
powstaje gtéwnie w wyniku mutacji podczas replikacji DNA. Mutacje te moga by¢ ko-
rzystne, neutralne lub szkodliwe, co wptywa na przystosowanie poszczegdlnych klonéw
w populacji [57, |58|]. Dynamike populacji mozna opisa¢ modelami uwzgledniajacymi
procesy narodzin, Smierci i mutacji.

Modele deterministyczne. Modele deterministyczne, takie jak réwnania Fishera-Ko-
Imogorowa [359, 60, sa czesto uzywane do opisu dynamiki populacji mikroorganizméw.
Roéwnania te, bedace rownaniami rézniczkowymi czastkowymi, opisuja zmiany czestosci
réznych wariantow genetycznych w czasie i przestrzeni [61]. Rdwnania Fishera-Kolmo-
gorowa (74), znane réwniez jako réwnania reakcji-dyfuzji, sa uzywane do modelowania

rozprzestrzeniania si¢ genéw lub innych cech w populacjach biologicznych [[62].
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ou 0%u

Gdzie:

u(z, t) - funkcja gestosci lub czestotliwosci cechy (np. allelu) w populacji w czasie t
1 przestrzeni X,

D - wspéiczynnik dyfuzji, ktéry opisuje rozprzestrzenianie si¢ cechy w przestrzeni,
r - wspélczynnik wzrostu, ktéry opisuje szybkos¢ wzrostu cechy w populacji,

ru(1 — u) - nieliniowy czton reakcji, ktory reprezentuje logistyczny wzrost populacji.
Roéwnanie Fishera-Kolmogorowa opisuje jednoczesne dziatanie dwoch procesow:

* Dyfuzja: Proces ten opisuje, jak cecha rozprzestrzenia si¢ w przestrzeni. W kon-
tekScie biologicznym, moze to by¢ migracja osobnikéw lub rozprzestrzenianie sig¢

gendw przez reprodukcje.

* Reakcja: Ten proces odnosi si¢ do lokalnej dynamiki wzrostu populacji, gdzie tem-
po wzrostu jest proporcjonalne do obecnej liczby osobnikéw, ale ograniczone przez

efekt nosicielski (czton logistyczny).

Modele stochastyczne. Ze wzglgdu na inherentna losowos¢ w procesach mutacji i re-
produkcji, modele stochastyczne sa czgsto bardziej odpowiednie. Modele te uwzgledniaja
probabilistyczng nature zdarzen takich jak narodziny, Smier¢ i mutacje. Algorytm Gille-
spiego jest szeroko stosowanym narze¢dziem do symulacji takich stochastycznych proce-

sow w populacjach mikroorganizméw (41, |63]].

7.1.4 Scenariusz ewolucji

Rozwdj guza, spowodowany nagromadzeniem somatycznych mutacji genomowych, kt6-
re zakldcaja, a ostatecznie dereguluja procesy komérkowe zwiazane z sygnalizacja, me-
tabolizmem 1 replikacja, jest ztozonym procesem o r6znych etapach i trybach dynamiki.
Podstawowe badania nad scenariuszami i mechanizmami ewolucji guza, w potaczeniu
z danymi obserwacyjnymi oraz wiedza biologiczng i genetyczng, maja ogromne znacze-
nie dla badan nad rakiem. Istnieje wiele badan zaréwno teoretycznych, jak i eksperymen-
talnych poswigconych charakterystyce/obserwacji procesu progresji guzow. Te ostatnie,
zwlaszcza te wykorzystujace zaawansowane techniki biologii molekularnej, dostarczaja

iloSciowego tta dla badan nad scenariuszami rozwoju raka [64-66].
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)= X ®

Division and mutation

{ =

Rysunek 16: Zdarzenia ewolucyjne. Schemat opisuje symbolicznie zdarzenia wystgpu-
jace w trakcie ewolucji populacji komoérkowej - §mieré¢ komoki, podziat komérki oraz

podziat komérki z mutacja.

W trakcie ewolucji populacji komérkowej zaktadane jest wystapienie trzech gtow-
nych zdarzen ewolucyjnych: Smier¢ komorki, podziat komérki i mutacja komérki (Rysu-

nek [16)). Rozwazane sa mutacje o dwodch charakterystycznych typach:

* mutacje kierunkowe - mutacje charakteryzujace si¢ niska czgstotliwoscia wyste-
powania oraz duzym pozytywnym efektem na wspétczynnik przystosowania ko-
morki. Wystapienie mutacji kierunkowej jest utozsamiane z wystapieniem mutacji
o silnym efekcie powodujac utworzenie nowej gatezi komoérek w drzewie rozwo-
ju populacji - utworzeniem nowego klonu. Kazda komérka danego klonu zawiera
ten sam zestaw mutacji kierunkowych. Wplyw wystepujacej mutacji moze zostaé

opisany réwnaniem ([75).

paiv = (1+ f)f (75)
Gdzie:
Laiv - WspOlczynnik przystosowania komérki opisany przez intensywnos¢ procesu
replikacji,
f - efekt mutacji kierunkowej,

[ - liczba mutacji kierunkowych w komérce

* mutacje pasazerskie - mutacje charakteryzujace si¢ wysoka czestotliwoscia wy-

stgpowania oraz matym wplywem na wspétczynnik przystosowania. Efekt mutacji
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pasazerskiej moze by¢ negatywny, neutralny jak i pozytywny - zaleznie od zatozen
scenariusza ewolucyjnego. Akumulacja mutacji pasazerskich prowadzi do zrézni-
cowania komoérek wewnatrz jednego klonu. Wptyw mutacji pasazerskich moze zo-

sta¢ opisany rownaniem ((76)).

1

(L4 s)F (76)

Hdiv =

Gdzie:

Ltaiv - WSpOlczynnik przystosowania komorki opisany przez intensywnos¢ procesu
replikacji,
s - efekt mutacji pasazerskiej,

k - liczba mutacji pasazerskich w komorce

Sumarycznie wspéiczynnik przystosowania moze zosta¢ opisany rownaniem zawie-

rajacym jednocze$nie oba typy mutacji (/7).

(14 f)

(1 5)F 7D

Hdiv =

* Replikacja. W wyniku podziatu powstaja dwie komorki. Profil genetyczny pierw-
szej jest identyczny jak w komorce rodzicielskiej, natomiast druga komérka mo-
ze naby¢ mutacje z niewielkim prawdopodobienistwem. Proces podziatu komoérek

mozna opisa¢ réwnaniem ([/8]).

lex
taiw = —2 (78)
Hdiv

Gdzie:

t4iv - czas oczekiwania na podziat komorki,
teap - liczba pseudolosowa o standardowym rozktadzie wyktadniczym,
[taiv - WSpOlczynnik przystosowania komérki opisany przez intensywnos¢ procesu

replikacji

* Mutacja. Zgodnie z wcze$niejszym opisem wystepujace mutacje moga by¢ kierun-
kowe lub pasazerskie. Prawdopodobienstwo mutacji kierunkowej wynosi p¢, praw-

dopodobienistwo mutacji pasazerskiej wynosi ps.
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Intensywno$¢ podzialu komérek jest zjawiskiem losowym oraz jest $ciSle zalezna od
wspotczynika przystosowania komorki, tym samym akumulacji mutacji. Kazda mutacja
kierunkowa o silnym pozytywnym efekcie powoduje zwigkszenie czgstoSci podziatu ko-
morki, natomiast mutacje pasazerskie moga powodowaé zmniejszenie czgstosci podziatu.

Réwnanie opisuje implementacje intensywnosci podziatu dla algorytmu Gillespiego.

« Smier¢ komérki. Wystapienie Smierci komorki jest procesem losowym zaleznym
jedynie od licznosci populacji. Im wigksza populacja tym wigksze prawdopodo-
biefistwo, ze komérka umrze. Smier¢ jest losowym procesem Poissona, ktérego
intensywnos$¢ mozna opisa¢ réwnaniami [79D).

N

Hdath = ﬁc (79a)
texp

Lath = (79b)
Kdth

Gdzie:

Lbath - IntensywnoS¢ Smierci,

N - wielkos$¢ populacii,

N, - parametr skalujacy intensywnos¢ procesu $mierci komorek, zwigzany pojemnoscia
kompartmentu komérkowego,

tain - czas oczekiwania na Smieré¢ komoérki

Roéwnanie jest implementacja zjawiska Smierci komdérki dla algorytmu Gille-

spiego.

7.1.5 Typy mutacji

Oprécz scenariusza rozwoju klonalnego opartego na mutacjach kierunkowych i pasazer-
skich, mozna wyrézni€ scenariusz polegajacy na akumulacji pozytywnych i negatywnych
mutacji o matym wplywie na wspdiczynnik przystosowania. W tym przypadku nie sa
wyrdzniane klony wystepujace w populacji. Komoérki w trakcie ewolucji poddawane sa
jednakowym zjawiskom ewolucyjnym (Rysunek [16), a parametry komérek wyznaczane
sa z wykorzystaniem tych samych réwnan.

W scenariuszu klonalnym mutacje komérkowe powoduja réznicowanie migdzy sub-

populacjami. Mutacje pasazerskie moga mie¢ efekt pozytywny, negatywny lub neutralny.
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Pozytywny efekt jest obserwowany, gdy mutacja utrzymuje si¢ w wielu komoérkach, ne-
gatywny prowadzi do Smierci komérek. Dla wlasciwej interpretacji efektu mutacji nalezy
zdefiniowaé wspotczynnik zmiennoSci allelicznej (VAF). Pozytywny efekt mutacji jest

obserwowany dla wysokich wartoSci VAF, neutralny i negatywny dla niskich.

7.1.6 Populacja krytyczna

Waznym efektem w modelach rozwoju klonalnej populacji komérkowej jest wielkoS¢
krytyczna populacji [67]. Wielkos$¢ populacji krytycznej mozna wyznaczy¢ zgodnie z row-
naniem (80).

Ny = 2. 2 (80)

pr f?
Gdzie:

Ds, Pf - prawdopodobienstwo pasazerskiej 1 kierunkowej mutacji,

s, f - efekt pasazerskiej i kierunkowej mutacji

Zakladajac, ze przy zadanych parametrach poczatkowa wielko$¢ populacji bedzie
mniejsza niz wyznaczona krytyczna wartos¢, prawdopodobienstwo, ze populacja wymrze

jest wigksze.

7.2 Model stochastyczny

Opracowany model numeryczny zostal napisany w formie programu w jezyku Python
1 jest dostgpny jako biblioteka jezyka pod nazwa clonalEvolution na pypi.org. Kod Zré-
dlowy programu jest réwniez dostgpny w serwisie Github (https://github.com/
JGil-polsl/clonalEvolution). Symulator bazuje na algorytmie Gillespiego zmo-
dyfikowanego [68]] tak, aby szczegétowo opisac stan populacji komérkowej w dodwlne;j
chwili symulacji. Dane wynikowe zapisywane sa w formacie .npz a ich zawarto$¢ pozwa-
la na okreslanie statystyk dynamiki rozwoju populacji (przykladowe statystyki zostaty
przedstawione na rysunku [I8)): fali mutacji, fali dopasowania, wzrostu populacji, staty-
styk VAF (Valiant allelic frequencies) oraz wykresow Mullera dla calej populacji (Ry-
sunek [17)). Istotnym elementem symulatora jest mozliwo$¢ generowania szczegétowych

statystyk VAF ze wzgledu na traktowanie komorki jako obiektu i zapisywanie wszystkich
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informacji w niej zawartych. Statystyki VAF mozliwe sa do wygenerowania dla catej po-
pulacji (z rozr6znieniem podziatu na klony) oraz dla pojedynczego klonu (rozrézniajac

efekt mutacji).
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Rysunek 17: Wykres Mullera dla calej populacji. Rysunek przedstawia rozwdj popu-
lacji w trakcie symulacji z uwzglednieniem podziatu populacji na klony. Rézne klony zo-
staly zaznaczone r6znymi kolorami. Ze wzgledu na wielka liczbe klonéw, te same kolory
moga zosta¢ ponownie uzyte dla nowo powstatych klonéw. Rysunek zostal wygenerowa-

ny z uzyciem biblioteki jezyka Python - pyfish [@]

Rysunek 17| przedstawia rozwdj populacji na przestrzeni symulacji z uwzglednieniem
dominujacego klonu w danej generacji. Na rysunku [I§] przedstawione zostaty statysty-
ki generowane na podstawie danych wyjSciowych symulacji [[70]. Wykres rozktadu klo-
néw (Rysunek[I8a)) przedstawia wielkosci klonéw w danej generacji. Fala mutacji (Rysu-
nek [18d) oraz fala dostosowania (Rysunek przedstawiaja zaleznosc¢ liczby komérek
od odpowiednio liczby mutacji w komoérce i wspétczynnika dostosowania komorki. Sta-
tystyka VAF (Rysunek [I8b) przedstawia czestosci wystepowania mutacji - wspétczynnik
VAF determinuje w jakim procencie wszystkich komérek populacji (lub klonu) wystgpuje
dana mutacja. Podane statystyki sa niezalezne od czasu - sa mozliwe do wygenerowania

dla pojedynczej generacji.
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Rysunek 18: Statystyki. Rysunki przedstawiaja przyktadowe statystyki mozliwe do wy-
generowania przez program. Warto$¢ parametru count w bloku (a) oznacza liczbg klonéw
o odpowiadajacej wielkosci okreslonej na osi poziomej. W bloku (b) na osi pionowe;j
przedstawione sa wartosci logarytmu dziesigtnego z parametru count okreslajacego licz-
be mutacji wystepujacych fragmencie populacji. Dodatkowo kolorami zostata oznaczona
przynalezno$¢ mutacji do klonéw dla danej wartoSci parametru VAF. Warto$¢ parame-
tru count w bloku (¢) oznacza liczb¢ komérek opisanych jednakowa wartoscia parametru
dostosowania okreslong na osi poziomej. Warto$¢ parametru count w bloku (d) oznacza

liczbg komoérek posiadajacych jednakowa liczbe mutacji okreslong na osi poziome;.
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7.2.1 Podstawowa wersja algorytmu Gillespiego

Podstawowa koncepcja algorytmu Gillespiego (Algorytm [)) jest symulacja rozwoju po-
pulacji realizujac jedynie zjawisko ewolucyjnie o najmniejszym czasie wystapienia. Dla
kazdej komorki w populacji generowane sa losowe czasy wystapienia Smierci 1 podziatu
uwzgledniajac wielko$¢ populacji oraz wspdtczynik dostosowania. W jednym cyklu sy-
mulacji wszystkie czasy musza zosta¢ poréwnane, a nastgpnie zjawisko o najmniejszym
czasie jest uwzgledniane dla populacji. Czas symulacji przesuwany jest 0 najmniejszy

czas zjawiska, a calty cykl powtarza sig [[71]].

Znajdowanie najmniejszego czasu zjawiska ewolucyjnego w populacji wymaga po-
roOwnania wszystkich wartoSci wzgledem siebie. W najgorszym przypadku ztozonos¢ al-
gorytmu bedzie wynosi¢ O((2n)!) - w kazdym cyklu jedna warto$¢ czasu zjawiska musi
zosta¢ przyrownana do dwdéch zjawisk n komdrek populacji. Dla matej populacji zto-
zono$¢ algorytmu nie sprawia problemu, jednak dla wigkszych populacji czas symulacji

moze wzrosna¢ do wysokich wartoSci.

Algorytm 4: Pseudokod algorytmu Gillespiego. Podany pseudokod przedstawia imple-

mentacje algorytmu Gillespiego w wersji podstawowe;.

Pobierz parametry poczatkowe
while not koniec symulacji do
Wygeneru; t 4, oraz tg;, dla kazdej komorki
Znajdz najmniejsza wartoS¢ wsrod tg;, 1 tarp
if ¢4, <ty then
Usun komérke
else
if Komérka mutuje then
Dodaj kopi¢ komérki do populacji z nowa mutacja
else
Dodaj kopig komorki do populacji
end if
end if
Przesun czas symulacji o najmniejsza wartoSC ;. /tqin

end while
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7.2.2 Wersja tau-leap algorytmu Gillespiego

ZYozonos$¢ podstawowego algorytmu Gillespiego mozna zmniejszy¢ poprzez state kroki
czasowe symulacji. Wszystkie zjawiska ewolucyjne, ktérych czas wystapienia jest mniej-
szy niz krok czasowy, sa uwzgledniane w jednym cyklu symulacji. Algorytm [5] przedsta-
wia pseudokod stosownej modyfikacji. Zastosowanie stalego kroku czasowego powoduje
zmniejszenie ztozonoSci algorytmu. Uwzgledniajac najgorszy scenariusz, nalezy prze-
prowadzi¢ 2n poréwnan dla n komérkowej populacji. Tym samym ztozono$¢ algorytmu

mozna okresli¢ jako O(2n), a czas symulacji jest liniowo zalezny od wielkosci populacji.

Algorytm 5: Pseudokod algorytmu Gillespiego w wersji tau-leap. Podany pseudokod
przedstawia implementacje algorytmu Gillespiego w wersji tau-leap. Parametr 7 okresla
krok czasowy - wszystkie zdarzenia ewolucyjne o czasie mniejszym niz 7 zostaja wyko-

nane.
Pobierz parametry poczatkowe

Ustaw wartoSC 7
while not Koniec symulacji do
Wygeneruj t4,, oraz tg;, dla kazdej komoérki
for Dla kazdej komérki w populacji do
if t4;, <7 orty, <7 then
if t 3, < 7 then
Usun komérke
else
if Komérka mutuje then
Dodaj kopi¢ komérki do populacji z nowa mutacja
else
Dodaj kopi¢ komoérki do populacji
end if
end if
end if
end for
Zaktualizuj czas symulacji o 7

end while

W przypadku, gdy dla jednej komorki czas Smierci oraz podziatu jest mniejszy od
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kroku czasowego T nalezy najpierw rozwazy¢ zjawisko o wigkszym priorytecie (wcze-
sniejszym czasie wystapienia). Jezeli czas wystapienia Smierci komorki jest nizszy niz
podziatu, komoérka nie bedzie si¢ dzieli¢. W odwrotnej sytuacji mozna pomina¢ oba zja-
wiska, ze wzgledu na Smier¢ pierwowzoru komorki 1 dopisanie jej identycznej kopii lub
usuna¢ pierwowzor i dopisac kopig komoérki z nowa mutacja jezeli zjawisko mutacji wy-

stepuje.

7.2.3 Zbinowana wersja algorytmu Gillespiego

Pierwsza proponowana modyfikacja algorytmu Gillespiego jest grupowanie komdrek wzgle-
dem charakterystycznej cechy - liczby mutacji, aby skréci¢ czas symulacji. Podang mo-
dyfikacje przedstawia algorytm [6] Podejscie grupowania komérek zmniejsza ztozonos¢
algorytmu przyspieszajac czas symulacji kosztem utraty danych dotyczacych typu mu-
tacji. Dla kazdej komorki uwzgledniany jest typ mutacji jedynie w trakcie wyznaczania

nowej wartoSci wspoétczynnika dostosowania.

Algorytm 6: Pseudokod algorytmu Gillespiego w wersji zbinowanej. Binowanie po-
lega na grupowaniu komérek wzgledem charakterystycznej cechy a nastgpnie symulacja

rozwoju grup komorek.

Pobierz parametry poczatkowe
Ny komorek o zerowej liczbie mutacji
Ustaw parametr 7
while not Koniec symulacji do
for Dla kazdej grupy komoérek do
Wygeneruj liczbg komoérek umierajacych, dzielacych si¢ i mutujacych na pod-
stawie licznoSci populacji, parametru dostosowania i prawdopodobiefistwa mutacji
N = N = Niaony + Niviain) = Niany
Ni+1 = N1 + Nigp
end for
Zaktualizuj czas symulacji o 7

end while

Wyrézniajac mutacje kierunkowe i pasazerskie wartosci wspoétczynnika dla kazdej
komorki moga si¢ zwigkszac 1 zmniejsza¢. Grupowanie komodrek powoduje, ze nalezy

wyznaczaé Srednig warto$S¢ wspotczynnika dla catej grupy - na tej podstawie generowa-
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ne sa liczby komoérek umierajacych, dzielacych si¢ i mutujacych. W wyniku usredniania
warotSci parametrOw grup tracone s3 informacje dotyczace pojedynczych komorek oraz
pojedynczych mutacji. Generowanie statystyk VAF jest w tym przypadku niemozliwe.
Ztozono$¢ binowanej wersji algorytmu mozna okresli¢ jako O(n) gdzie n jest inter-
pretowane jako ilo$¢ grup. Dla duzych populacji liczba grup jest znaczaco mniejsza niz
liczba komérek w wyniku czego czas symulacji jest znaczaco mniejszy niz w przypadku

modyfikacji tau-leap kosztem utraty informacji o mutacjach.

Algorytm 7: Pseudokod algorytmu Gillespiego w wersji macierzowej. Podejscie ma-
cierzowe dotyczy przechowywania i zapisywania danych. Populacja, podzielona na klony,
jest reprezentowana przez macierze dla ktérych wiersze odpowiadaja komérkom klonu

a kolumny mutacjom wystgpujacym w catej populacji.

Pobierz parametry poczatkowe
Ustaw parametr 7
Wygeneruj macierz dla wszystkich komérek zawierajaca jedna kolumne zerowa
while not Koniec symulacji do
Wygeneruj tg;, 1t dla kazdej komérki
for Dla kazdej komérki do
if t4;, <7 orty, <7 then
if t 3, < 7 then
Usun komérke
else
if Komoérka mutuje then
Dodaj kopi¢ komoérki do populacji z nowa mutacja
Jezeli wystapita mutacja kierunkowa - utwérz nowy klon i odpowia-
dajaca mu nowa macierz mutacji
else
Dodaj kopi¢ komoérki do populacji
end if
end if
end if
end for
Zaktualizuj czas symulacji o 7

end while
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7.2.4 Macierzowa wersja algorytmu Gillespiego

Bazujac na algorytmie Gillespiego w wersji tau-leap oraz w wersji zbinowanej opracowa-
ny zostal algorytm uwzgledniajacy szczegétowe Sledzenie rozwoju populacji skupiajac
uwage na pojedynczych komoérkach. Podzial populacji na klony oraz zastosowanie ma-
cierzy mutacji pozwolito na generowanie doktadnych statystyk rozwoju populacji zacho-
wujac krotki czas symulacji. Pseudokod przedstawiony jako algorytm [/| opisuje ogdlng
implementacje modyfikacji.

Macierz mutacji mozna rozumie¢ jako struktur¢ w postaci tabeli gdzie wiersze repre-
zentuja komorki nalezace do klonu a kolumny mutacje wystepujace w komoérkach. Gdy
mutacja jest obecna w danej komoérce macierz zawiera warto$§¢ 1 w danym polu, w innym
przypadku wystepuje wartos¢ 0. Uwzglednienie Smierci komorki skutkuje usunigciem
wiersza macierzy, podziatu komorki - dodaniem kopi wiersza do macierzy, mutacji pasa-
zerskiej - dodaniem kolumny do macierzy z jedna 1 w ostatnim wierszu, natomiast muta-
cja kierunkowa powoduje utworzenie nowego klonu, tym samym nowej macierzy mutacji
z jednym wierszem reprezentujacym pierwsza komorke w klonie. W wyniku akumulacji
mutacji, struktura sktada si¢ gtéwnie z wartoSci zerowych - zastosowanie struktur typu
sparse matrix pozwala na ograniczenie zuzycia pamigci.

W trakcie symulacji tworzony klon posiada podstawowe informacje dotyczace wszy-
stkich komérek: liczba komorek, lista mutacji kierunkowych, lista mutacji pasazerskich
oraz macierz mutacji. Pojedynczy wiersz macierzy mutacji sktada si¢ z: parametru dosto-
sowania komérki, listy {0, 1} reprezentujacej obecnos¢ mutacji. Kolejnos¢ kolumn w ma-
cierzy mutacji odpowiada liScie mutacji pasazerskich dzigki czemu mozna zidentyfikowac

kazda mutacje.

7.3 Model deterministyczny

Rozwazajac proces ewolucji populacji mozna wyszczegdlni¢ dwa podstawowe przypadki:

* Propagacja korzystnych mutacji. W trakcie rozwoju populacji moga wystgpowac
stabe i mocne mutacje o korzystnym efekcie. Zaktadajac staby efekt mutacji mozna
rozwazy¢ proces rozwoju populacji zgodnie z rysunkiem Rozdzielajac proces

ewolucji na trzy podstawowe zjawiska wyszczegllniamy:

Podzial komérek. Komoérki dziela sie zgodnie z intensywnoscia podziatu (73)), kt6-
ra mozna okresli¢ jako (8I).
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pain(l,8) = (1 4+ 5)t =2 el (81)

Smier¢ komérek. Intensywnos$¢ $mierci jest zalezna od ilosci komoérek w popula-
¢ji, niezaleznie od parametru dostosowania. RGwnanie mozna zmodyfikowaé
zaktadajac zalezno$¢ intensywnosci procesu Smierci komoérek od parametru A
[72].

N
pan(N) = W)A (82)

Mutacje komoérek. W trakcie podziatu moga wystgpowaé mutacje z prawdopodo-

biefistwem py, ktérych intensywnoS$¢ mozna okre§li¢ réwnaniem (83)).

Df * Mdiv (83)

Propagacja negatywnych mutacji. Odwrotnym przypadkiem jest wystgpowanie
mutacji o negatywnym efekcie na wspétczynnik dostosowania. Zmiana efektu aku-

mulowanych mutacji moze wplywac jedynie na intensywnos$¢ podziatu komoérek

).

L
(1+ 1)

I

fiain(k, f) = e (84)

(1-p)un(k-1) (-Pllgivk)

Ha(k-1) PHgy(k-1) Han (k) PHan(k)

Ni-1 Ni Nic+1
lumn(k'ﬂ l Hain(k) lUmn(K”)

Rysunek 19: Schemat modelu deterministycznego. Rysunek przedstawia schemat roz-

woju popualcji, zaktadajac, ze populacja jest podzielona na podpopulacje ze wzgledu na

liczbe mutacji (k) w komérkach. Warto$¢ Ny oznacza liczbg komérek posiadajaca k£ mu-

tacji. g, okresla intensywnos¢ Smierci komorek, fi4;, intensywno$¢ podziatu komorek.

W trakcie podziatu jedna z komérek potomnych moze uzyska¢ mutacje z prawdopodo-

bienstwem p.
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Na podstawie rysunku [I9] oraz réwnari - mozna zapisaé wzor okreSlajacy

zmiany liczebnosci komoérek w czasie (85).
d Ny,
dt
Gdzie:

= (1—=p) - pai(k) - Ne +p - paiv(k — 1) - Ne—1 — pan (k) - Ny (85)

Nj, - liczba komérek posiadajacych & mutacji,
k - indeks dotyczacy parametrow grupy o k£ mutacjach,
Ldivs Math - IntensywnoS¢ podziatu, Smierci komorek,

p - prawdopodobienistwo mutacji

7.4  Wyniki

Algorytm Gillespiego wraz z przedstawionymi modyfikacjami zostal zaimplementowany
w jezyku Python. Gtéwna biblioteka jest clonalEvolution, ktéra jest dostgpna na pypi.org
w formie biblioteki jezyka Python 3.6.

Napisany program przyjmuje parametry wejSciowe populacji w formie: poczatkowe;j
wielkosci populacji (N), pojemnosci Srodowiska (/V,.), efektow mutacji (s, f), prawdopo-

dobieristwo mutacji (ps, py) i kroku czasowego (7).

7.4.1 Rozwdéj populacji mikrobiologicznej

Pierwszym zastosowaniem algorytmu byla symulacja rozwoju populacji komérkowych
w oparciu o dane rozwoju populacji drozdzy [73]. W symulacjach zostat wykorzystany
zbinowany algorytm Gillespiego (Algorytm [6) ustalajac parametry symulacji przedsta-

wione w tabeli[7l

Tabela 7: Parametry modelu rozwoju populacji drozdzy.

efekt mutacji s | 2.5-15% zadane rozktadem Poissona
poczatkowa populacja N 50’000 grup, 100 komoérek
pojemno$é srodowiska N, 5-10°
prawdopodobienistwo mutacji | p 20%

Populacja komorek zostata podzielona na grupy zgodnie z opisem eksperymentu [S4].

Na tej podstawie zostaty przeprowadzone dwa eksperymenty:
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* Rozwdj populacji bazujacy na parametrach symulacjynych przedstawionych w ta-

beli[7] Poczatkowa populacja podzielona na 50’000 grup po 100 komérek kazda.

* Rozw¢j populacji bazujacy na danych eksperymentalnych dostarczonych [54]. Po-
pulacja sktadata si¢ z 500’000 grup komorek o réznych wielkosciach.

W celu okreslenia doktadnosci modelu wykonano serie symulacji. Na rysunku [20]
zostaty przedstawione symulowane kierunki rozwoju poszczegdlnych grup komoérek dla
pierwszego eksperymentu. Czerwone, niebieskie oraz biate linie okreslaja kierunek roz-
woju danej grupy odpowiednio: rozwijajace si¢, wymierajace i neutralne. Z przedstawio-
nych 50’000 grup komoérek ok. 10% wymiera, natomiast niektére narastaja 10-100 krot-
nie. Z powodu malego zré6znicowania migdzy poczatkowymi grupami komoérek, niewiel-
ka liczba grup adaptuje si¢. Akumulacja pozytywnych mutacji powoduje wzrost wartosci

wspotczynnika dostosowania oraz wypieranie mniej zaadaptowanych grup.

I adaptive

1 neutral

Lineages trajectories
35 . . . .

25

15}

cells count [log10]

0.5

regressing

Rysunek 20: Symulowane trajektorie rozwoju (dla grup komérek zawierajacych wigcej
niz 100 komérek): czerwone linie - grupy o dobrym dostosowaniu, niebieskie linie - grupy
o ztym dostosowaniu, biate linie - grupy komérek, ktérych kierunek rozwoju nie zostat
jednoznacznie zdeterminowany. Na osi pionowej zostat zaznaczony logarytm dziesigtny

z wielkosci grupy komoérkowej, na osi poziomej czas prowadzenia symulacji.

Wzrost adaptacyjnych linii komérkowych powoduje zwigkszenie prawdopodobien-

stwa Smierci komoérek. Komorki o nizszej warto$ci paramteru przystosowania gidwnie
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wymieraja, co prowadzi do wyginigcia linii. Niektére klony dominuja w populacji, co
skutkuje mniejsza réznorodnoscia genetyczng w catej populacji. Na rysunku 21| przedsta-
wiono rozktady wielkoSci linii, gdzie paramter przystosowania linii zaznaczono kolorami
niebieskim i pomaranczowym. Adaptacyjne linie komérkowe rosna, co ilustruje rysunek
- rozktady wielkoSci linii zmieniaja swoja Srednig warto$¢ z 10% do okoto 10*5. Wysokie

stupki na wykresie w poblizu zera reprezentuja wymarte linie.

time: 8s time: 48s ) time: 88s

lineage count

35

lineage size [log10]

Rysunek 21: Rozklady wielkosci linii komorkowych. Trzy rysunki przedstawiaja histo-
gram wielkoSci grup komérkowych w trzech chwilach czasowych w trakcie symulacji. Na
osi pionowej zostal przedstawiony parametr opisujacy liczbe grup komérkowych zawie-
rajacych liczbe komérek zgodnie z osig pozioma. Na osi poziomej zostal przedstawiony
logarytm dziesigtny z liczby komérek w grupach komoérkowych. Niebieska czg$¢ okresla
linie komérkowe o neutralnym i negatywnym tempie wzrostu, pomaraficzowa czgs$¢ re-

prezentuje rozwijajace si¢ linie.

Roéznicowanie si¢ populacji przebiega zgodnie z zatozeniami. Kilka linii uzyskato ko-
rzystng mutacj¢ (linie adaptacyjne), co skutkuje wyzszym wspoétczynnikiem przystoso-
wania i wzrostem wielkoSci linii. Niektére mutacje w klonach miaty niewielki wptyw na
ich dostosowanie, co prowadzito do wyginigcia linii. W wigkszoSci przypadkéw mutacje
sprzyjaly dostosowaniu grupy, utrzymujac wielkos¢ linii na statym poziomie.

Dalsze symulacje powinny spowodowac, ze wigcej linii wymrze ze wzgledu na szybki
wzrost tych zaadaptowanych. Prawdopodobienistwo $mierci, ktére zalezy, wedtug relacji
logistycznej, od wielkoSci catej populacji, bedzie ksztalttowane gtéwnie przez najwigksze

grupy. Wydluzony czas symulacji mégtby dostarczy¢ informacji na temat dominujacych
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klonéw. Szybki wzrost linii spowodowalby wyginigcie matych klonéw. Réznorodnosé
genetyczna powinna by¢ bardzo mata, a populacja powinna sktadac si¢ gtéwnie z gene-
tycznych klonéw.

Kolejny eksperyment bazowal na wynikach podanych w [54]. Poczatkowy rozmiar
linii 1 jej wspdlczynnik przystosowania zostaly ustalone na podstawie danych ekspery-
mentalnych. Wptyw mutacji na dostosowanie grupy byt taki sam jak w pierwszym eks-
perymencie — od 2,5% do 15%, opisany przez rozklad Poissona. Dostarczone dane nie
odzwierciedlaja symulacji. Grupa badawcza zbierata informacje o komoérkach, wybiera-
jac losowa liczbe z populacji. Naszym celem byto uzyskanie podobnej charakterystyki
wzrostu populacji. Na rysunku 22] przedstawiono trajektorie symulowanych linii na pod-
stawie danych eksperymetnalnych. R6znice miedzy rysunkiem [20] a rysunkiem [22] wy-
nikaja z réznego poczatkowego stanu modelu. Kiedy zaktada si¢, ze grupy sa réwne na
poczatku symulacji, dostosowanie calej populacji jest roztozone jak efekt mutacji. Na po-
czatku symulacji zaréwno prawdopodobienstwo podziatu, jak i Smierci zalezy od catej
populacji — w kolejnych cyklach ta zaleznos¢ si¢ zmienia. Gdy poczatkowy rozmiar li-
nii jest losowy, prawdopodobienstwo Smierci zalezy gtéwnie od linii o duzym rozmiarze.
Wigcej komérek prowadzi takze do wigkszej liczby zdarzen podziatu i mutacji, co powo-
duje wzrost wartos$ci parametru przystosowania linii. Duze grupy rosna, zyskujac dobra
adaptacje¢ 1 powodujac wymieranie mniejszych lub mniej przystosowanych linii.

Na rysunku 23] przedstawiono rozktad wielkosci linii, a na rysunku [24] jej wspétczyn-
nik przystosowania, aby pokazaé, ze na poczatkowym etapie symulacji grupy réznity
si¢ od siebie. Rzeczywisty eksperyment pokazuje, ze linie adaptacyjne powinny rosnaé
w tempie wyktadniczym, gdy osiagna odpowiednia wielkosS¢ 1 wspétczynnik przystoso-
wania. Kolejne cykle ewolucji populacji powinny to potwierdzi¢. Po prawej stronie wy-
kresu pokazano zmian¢ wielkosci linii. Tworzy to swego rodzaju front ewolucyjny, co
sugeruje, ze populacja moze rosna¢ znacznie szybciej w kolejnych krokach.

Zmiany w wielkosci linii i jej wspéiczynnika dostosowania sa spowodowane liczny-
mi mutacjami. Niektére z nich moga zapewnia¢ dobra adaptacjg¢ i wzrost wspéiczynnika
przystosowawnia. Rysunek [24] opisuje, jak linie adaptuja si¢ w czasie symulacji. Wyso-
ki wspétczynnik przystosowania mozna wyjasni¢ uzyskaniem korzystnej mutacji przez
linig. Niska warto$§¢ wspétczynnika wystepuje gléwnie w liniach, dla ktérych efekty mu-
tacji byly neutralne lub nie miaty zadnych mutacji. R6znicowanie si¢ wewnatrz populacji
jest widoczne i jest spowodowane licznymi mutacjami w duzych grupach oraz mata liczba

mutacji w matych grupach.
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Rysunek 22: Symulowane trajektorie rozwoju na podstawie danych eksperymental-
nych (dla grup komérek zawierajacych wigcej niz 100 komérek): czerwone linie - grupy
o dobrym dostosowaniu, niebieskie linie - grupy o ztym dostosowaniu, biale linie - gru-
py komérek ktérych kierunek rozwoju nie zostat jednoznacznie zdeterminowany. Na osi
pionowej zostal zaznaczony logarytm dziesigtny z wielkosci grupy komérkowej, na osi

poziomej czas prowadzenia symulacji.

time: 48s time: 88s

lineage count
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Rysunek 23: Rozklad linii komérkowych na podstawie danych eksperymentalnych.
Trzy rysunki przedstawiaja histogram wielkoSci grup komérkowych w trzech chwilach
czasowych w trakcie symulacji. Na osi pionowej zostal przedstawiony parametr opisu-
jacy liczbe grup komoérkowych zawierajacych liczbe komérek zgodnie z osig pozioma.
Na osi poziomej zostal przedstawiony logarytm dziesigtny z liczby komérek w grupach
komoérkowych. Niebieska czg$¢ okresla linie komérkowe o neutralnym i negatywnym

tempie wzrostu, pomaranczowa cz¢$S¢ reprezentuje rozwijajace si¢ linie.
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Rysunek 24: Rozklad parametru przystosowania. Rysunek przedstawia histogram
warto$ci parametru przystosowania dla wszystkich grup komérkowych z uzwglednieniem
poprawy wartos$ci parametru w czasie. Rysunek przedstawia trzy histogramy zaznaczone
odpowiednimi kolorami dla trzech chwilach czasowych symulacji. Na osi pionowej zo-
stal przedstawiony parametr opisujacy liczbe grup komékowych posiadajacych parametr

przystosowania zgodnie z opisem na osi poziome;j.

Eksperymenty obliczeniowe umozliwiaja Sledzenie procesu ewolucji przystosowania
populacji mikroorganizméw. Populacje mikroorganizméw adaptuja si¢ do warunkéw Sro-
dowiskowych poprzez proces bezpiciowej ewolucji. Ze wzgledu na brak rekombinacii,
cala populacja mikroorganizméw moze by¢ podzielona na klony — subpopulacje o iden-
tycznych lub podobnych profilach genetycznych. Adaptacja zachodzi szybko dzigki re-
plikacji komérek i korzystnym mutacjom.

Proces ewolucji jest badany za pomoca teorii ewolucji klonalnej. Tutaj ewolucja klo-
nalna jest numerycznie symulowana przy uzyciu odpowiednio zdefiniowanego silnika sy-
mulacyjnego Gillespiego (Algorytm[6)). Symulacje stochastyczne odtwarzaja scenariusze
ewolucji klonalnej z szybka adaptacja, jak to obserwowano w wielu systemach biolo-
gicznych, takich jak populacje bakterii, niektére grzyby, czy w procesach mitotycznej
ewolucji subpopulacji komérkowych organizméw, co jest szczegdlnie istotne w rozwo-
ju populacji mikroorganizméw. Pojawienie si¢ wielu duplikatéw genetycznych prowadzi
do bardzo szybkiego, niemal chaotycznego wzrostu populacji przy braku ré6znorodnosci

genetyczne;j.
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Zachowanie populacji jest podobne w obu eksperymentach przeprowadzonych w tym
badaniu — wielkoSci linii wzrastaja, niektére z nich zmniejszaja sig, a inne pozostaja na
statym poziomie. Uzyskanie przez lini¢ korzystnej mutacji powoduje dobra adaptacje
klonu w wyniku wzrostu parametru dostosowania. Parametry symulacji zaleza gtéwnie
od duzych grup klonéw, ktére zastgpuja mniejsze. Prawdopodobieristwo Smierci wzra-
sta wraz z rozwojem populacji, a prawdopodobienistwo podzialu zmienia si¢ z powodu
mutacji. Duze grupy klonéw tatwo kompensuja Smieré komoérek dzigki dobrej adapta-
cji, podczas gdy mniejsze grupy gtéwnie si¢ cofaja i wymieraja. Korzystne mutacje sa
widoczne, poniewaz rozktad wielkoSci adaptacyjnych linii przesuwa si¢ w kierunku wyz-
szych wartosci.

Dalsze badania moga skupi¢ si¢ na wptywie réznych rodzajéw mutacji na adaptacje
linii oraz na to, jak zmieniajace si¢ warunki Srodowiskowe wplywaja na ewolucj¢ popu-
lacji. Ponadto analiza dtugoterminowych efektéw mutacji moglaby dostarczy¢ cennych
informacji na temat dynamiki adaptacyjnej i potencjalnych Sciezek ewolucyjnych w r6z-

nych scenariuszach.

7.4.2 Porownanie algorytmow

Algorytm w wersji tau-leap (Algorytm [5)) oraz algorytm wykorzystujacy macierz muta-
cji (Algorytm[/)) pozwalaja na uzyskanie jednakowych wynikéw. Zastosowanie macierzy
mutacji spowodowato znaczne skrécenie czasu symulacji oraz zmniejszenie zuzycia pa-
migci ze wzgledu na zmiang sposobu przechowywania danych w trakcie symulacji, ich
modyfikacji oraz sposobie zapisu (Rysunek [25]).

Zastosowanie macierzy mutacji znaczaco zmniejszyto czas wymagany do przepro-
wadzenia symulacji zaczynajac od 10’000 komorek, konczac na 10-krotnym wzroscie.
Podobnie zuzycie pamigci dla algorytmu zawierajacego macierz mutacji byto mniejsze.
Wprowadzenie operacji macierzowych oraz zapis danych dotyczacych klonéw i populacji
w formie macierzy znaczaco usprawnil proces symulacji zachowujac doktadnos¢ wyni-
kéw. Poprawa czasu symulacji wynikata bezpoSrednio z zastosowania struktury macie-
rzowej przechowywania danych dotyczacych klonéw oraz operacji macierzowych na niej.
Kazde zjawisko ewolucyjne byto nakladane na caty wiersz macierzy jednoczes$nie w przy-
padku algorytmu macierzowego, natomiast w przypadku algorytmu tau-leap wymagana
byta aktualizacja wielu pdl struktury komérki. Zuzycie pamigci zmalato w zwiazku z po-

mijaniem wartoSci 0’ gdy komorka nie posiadata mutacji. Stosujac macierz w formacie
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(a) Porownanie czasu symulacji. Czas symulacji wyznaczany byt jako czas wymagany na prze-
prowadzenie symulacji dla N=10000 w trakcie pojedynczej generacji. Rysunek przedstawia czas

trwania symulacji dla danej generacji w pigciu przebiegach.
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(b) Poréwnanie zuzycia pamigci. Zuzycie pamigci zostalo poréwanane jako sumaryczna wyko-

rzystana pamig¢ w trakcie symulacji. Rysunek przedstawia sumaryczna ilo$¢ uzytej pamigci RAM

wraz z wzrastajaca liczba generacji dla pigciu przebiegdw.

Rysunek 25: Poréwnanie czasu symulacji i zuzycia pamigci. Symulacje byty prowa-
dzone z wykorzystaniem algorytmu tau-leap oraz macierzowego w celu poréwnania czasu

symulacji oraz wymaganej pamigci RAM. Eksperyment zostat powt6rzony 5 razy.
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Rysunek 26: Poréwnanie fali mutacji. Na rysunku zostato przedstawione poréwnanie
fali mutacji dla algorytmu tau-leap oraz algorytmu zbinowanego. Fala mutacji jest gtow-
nym wyznacznikiem okre§lenia podobienstwa algorytmow ze wzgledu na przedstawienie
sposobu akumulacji mutacji przez komoérki. Rysunek przedstawia histogram liczby ko-

morek posiadajacych jednakowa liczbg mutacji okreslong na osi poziome;.

sparse matrix mozna byto pomina¢ zapamigtywanie identyfikatorow mutacji dla kazdej
komorki osobno ze wzglgdu na pomijanie warto$ci *0° w macierzy. Ze wzgledu na po-
zostawianie wszystkich kolumn reprezentujacych mutacje, wymiary macierzy byly zna-
czace. W zwiazku ze stosowaniem formatu sparse matrix tylko znaczace wartoSci byty
przechowywane w pamigci powodujac zmniejszenie rozmiaru macierzy.

W przypadku algorytmu w formie zbinowanej (Algorytm [6]), grupowanie komorek
wzgledem charakterystycznej cechy powodowato utratg informacji specyficznych dla po-
jedynczych komorek. Jednak czas symulacji zmniejszat si¢ znaczaco ze wzgledu na podo-
biefistwo algorytmu do modelu deterministycznego. Analizowanie zjawisk ewolucyjnych
dla catej grupy komorek, nie dla pojedynczych, powodowalo zmniejszenie czasu wyma-
ganego na generowanie wartosci losowych. Przechowywanie identyfikatoréw mutacji dla
kazdej komorki osobno stato si¢ niemozliwe ze wzgledu na brak rozréznienia komérek
w grupie. Ustalane warto$ci Srednie parametréw ewolucyjnych nie powodowawty zmian
w statystykach rozwoju catej populacji (Rysunek 26).

Algorytm w wersji zbinowanej moze wigc stuzy¢ jako dodatkowy sposéb na szyb-
kie przeanalizowanie rozwoju catej populacji, aby dostosowaé parametry symulacji dla
innych algorytméw. Na rysunku [26] zostato przedstawione poréwnanie fali mutacji algo-
rytmu tau-leap oraz algorytmu zbinowanego, jak rowniez poréwnanie czasu symulacji.

Warto$¢ czasu przedstawiona na rysunku jest wartoScig Srednig czasu wymaganego na
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zasymulowanie rozwoju pojedynczej generacji w trakcie rozwoju populacji.

Algorytmy [5|oraz[7|nie r6znia si¢ znaczaco generowanymi wynikami, jednak minima-
lizacja zuzycia zasobéw w przypadku algorytmu [7|jest znaczaca. Algorytm[6]jest najefek-
tywniejszy pod katem czasu symulacji jednak utrata specyficznych danych dotyczacych
statystyk pojedynczych komorek jest jego istotng wada.

7.4.3 Model 1D rozwoju populacji komorkowej

Jednym z analizowanych scenariuszy rozwoju populacji byto zalozenie wystgpowania tyl-
ko mutacji pasazerskich jednego typu. Gtéwnym celem podejscia byto okreslenie sposo-
bu dopasowanie modelu deterministycznego do wynikéw uzyskiwanych w symulacjach
stochastycznych. W przypadku modelu deterministycznego (Réwnanie (85), fala mutacji
pozostawata stacjonarna (Rysunek 27)) - zawsze wystepowaty komérki o zerowej liczbie
mutacji. W celu dopasowania danych do modelu stochastycznego nalezato wprowadzic¢
zmiang w funckji N tak, aby interpretowaé wielkos¢ populacji w danej grupie adekwat-
nie do rzeczywistych warunkéw. Gdy wielko$¢ grupy komérek o danej liczbie mutacji
spadnie ponizej wartosci 1’ grupa nie powinna méc si¢ dzielic. W zwiazku z ciaglym
charakterem obliczen, zjawisko to nie jest respektowane. W celu poprawy mozna zasto-
sowaé pierwszy typ funkcji . Funkcja Ny, (NN)) wprowadza modyfikacje wielkosci
grupy komoérek Nj.

Npp(N) = Ni - (N > 1) (86)

Zastosowanie rOwnania powoduje wyzerowanie wartosci liczby komoérek w danej
grupie kiedy jej wielkoS¢ bedzie mniejsza niz 1. Ta modyfikacja spowodowata uwzgled-
nienie procesu ruchomej fali, jednak dynamika rozwoju populacji w modelu determini-
stycznym odbiegata od modelu stochastycznego. Mate wielkosci grup powodowaly zbyt
wolny wzrost liczby komoérek wzgledem wynikoéw uzyskanych z algorytmu Gillespiego.
Gdy zjawiska ewolucyjne sa rozwazane dla poszczegdlnych komérek osobno w loso-
wy sposoOb, nie wystapuje ciaglty wzrost liczby komoérek - jak w przypadku wyznaczania
wielko$ci matematycznie. Aby uwzgledni¢ przedstawiony efekt zastosowana zostata do-
datkowa modyfikacja funkcji N¢p tak, aby dla mniejszych grup dynamika procesu byta
szybsza (Réwnanie (87).

Npp(Ni) = Np, - (1 — e ") (87)
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Rysunek 27: Problem stacjonarnej fali modelu deterministycznego. Rysunek przed-

stawia dynamike rozwoju populacji z wykorzystaniem scenariusza tylko mutacji pasazer-

skich o negatywnym wptywie. Populacja jest wymierajaca o czym Swiadczy zmniejsza-

jaca si¢ liczba komoérek. Czerwonym kolorem zostaly zaznaczone wyniki modelu stocha-

stycznego, czarnym - modelu deterministycznego, z uwzglgednieniem jednakowych para-

metréw symulacji. Aby podkresli¢ ruchomos$¢ fali mutacji trzy prébki czasowe zostaty

wyrysowane.
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Rysunek 28: Okreslanie parametru o. Rysunek przedstawia poréwnanie dziesigciu sy-
mulacji stochastycznych do deterministycznego modelu z uwzglednieniem wartoSci pa-
rametru « w przedziale [0,10] w celu okreSlenia wartoSci parametru o dla minimalnej
wartosci parametru podobienistwa (88). Na osi pionwej zostata przedstawiona wartos¢ pa-
rametru podobienstwa pomigdzy wynikami stochastycznymi a wynikami deterministycz-

nymi, na osi poziomej zostata przedstawiona warto$¢ parametru c.

Distance

Rysunek 29: Okreslanie parametru «. Rysunek przedstawia poréwnanie dziesigciu sy-
mulacji stochastycznych do deterministycznego modelu z uwzglgdnieniem wartoSci pa-
rametru o w przedziale [0,1] w celu okreSlenia wartoSci parametru o dla minimalne;j
wartosci parametru podobienistwa (88). Na osi pionwej zostata przedstawiona warto$¢ pa-
rametru podobienistwa pomigdzy wynikami stochastycznym a wynikami deterministycz-

nymi, na osi poziomej zostata przedstawiona warto$¢ parametru a.
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Uwzglednienie warto$ci o w funkcji modyfikujacej wielko$¢é grupy dodaje dodatko-
wy stopien swobody w modelu powodujac wigksze mozliwosci dopasowania. OkreSlenie
warto$ci parametru « tak aby fala mutacji modelu deterministycznego podazata podobnie
do fali mutacji modelu stochastycznego jest kolejnym problemem.

W celu wyznaczenia optymalnej wartosci parametru « przeprowadzono szereg eks-
perymentéw okreslajacych zaleznos$¢ parametru od prawodopodobienstwa mutacji i efek-
tu mutacji. Wstepnie przeprowadzono symulacje uwgledniajac wartos¢ efektu mutacji
w przedziale [—0.005, —0.0001] z krokiem —0.0002 okreslajac warto$ci parametru «
w zakresie [0, 10] z krokiem 0.1 (Rysunek . Poréwnanie potozenia fal pomiedzy mo-

delami oparte zostato o miar¢ podobieristwa (88).

d = \/(pa — ps)? (88)

Gdzie:

d - odlegtos$¢ migdzy wynikami potozenia fali modelu deterministycznego i modelu
stochastycznego,

Dd, Ps - potozenie fali modelu deterministycznego i modelu stochastycznego

Na rysunku 28] zauwazalne jest jednoznaczne minimum wartosci réznicy odlegtosci
fal mutacji dla obu modeli w okolicach wartosci parametru o = 0.1. Aby jednoznacznie
okresli¢ warto$¢ parametru zostal zmniejszony zakres oraz zwigkszona doktadno$¢ kroku
dla parametru (Rysunek [29).

Okreslona minimalna warto$¢ odlegtosci fal mutacji wystgpuje dla wartosci parame-
tru o = 0.12. Aby okresli¢, czy warto$¢ parametru jest zalezna od prawdopodobiefistwa
mutacji przeprowadzono kolejne eksperymenty uzalezniajac jego wartos¢ od prawdopo-
dobieristwa i efektu mutacji (Rysunek [30).

Na rysunku [30] jest zauwazalna zalezno$¢ od wartosci efektu mutacji, warto$¢ praw-
dopodobienstwa mutacji ma minimalny wptyw na warto$¢ parametru « dlatego zostata
przyjeta zaleznos¢ paramteru v od wartosci efektu mutacji. Dla tak okre§lonego parame-
tru zostala sprawdzona zalezno$¢ zmienna w formie dopasowania do funkcji potegowej
(Rysunek 31).

Wprowadzenie do modelu deterministycznego parametru o w formie funkcji nie wpty-
neto na zwigkszenie doktadnosci pokrycia fal mutacji. W zwiazku z tym, optymalna war-

tos¢ parametru « zostata okreslona w przedziale wartosci efektu mutacji [—0.005, 0] oraz
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chastycznych do deterministycznego modelu z uwzglednieniem wartoSci parametru o
w przedziale [0,1]. Odlegtos¢ fal mutacji pomigdzy modelami wyznaczana byta w oparciu
o parametr podobienstwa (88)) dla generowanych danych stochastycznych (7500 generacji
z krokiem co 50 generacji) w zalezno$¢ od prawdopodobienistwa mutacji w zakresie [0,
0.05] oraz efektu mutacji w zakresie [0, (-)0.005].
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Rysunek 31: Zalezno$¢ parametru « od efektu mutacji w funkcji potegowej. Na ry-
sunku przedstwaiono dopasowanie funkcji potggowej do rozktadu minimalnej wartosci

parametru o w zaleznos$ci od wartosci efektu mutacji.

wartosci prawdopodobieristwa mutacji [0, 0.05] jako 0.12. Dla tak uzyskanego parametru

zostaly przeprowadzone symulacje w celu sprawdzenia ruchu fali mutacji (Rysunek [32)).

7.4.4 Model klonalny rozwoju populacji komérkowej

Rozwdj klonalny populacji nowowtworowej opiera si¢ na chaotycznym podziale komo-
rek na wilasne kopie. Profil genetyczny komérek jednego klonu jest zbilizony, niemal
identyczny. W scenariuszu rozwoju klonalnego zostaty uwzglednione mutacje kierunko-
we tworzace klony oraz mutacje pasazerskie, powodujace zréznicowanie komorek w ob-
rgbie jednego klonu oraz wplywajace na wspoétczynnik dostosowania komérek w sposéb

negatywny, neutralny lub pozytywny.

Kazda komorka nalezaca do tego samego klonu posiada jednakowy zestaw mutacji
kierunkowych, mutacje pasazerskie r6znicuja komoérki miedzy soba. Kazda mutacja kie-
runkowa daje pozytywny efekt na wspélczynik dopasowania zgodnie z réwnaniem (77)).
Efekt mutacji pasazerskich jest uwzgledniany réwniez zgodnie z réwnaniem (77)), jednak

efekt mutacji moze by¢ rézny.
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Rysunek 32: Dopasowanie fali mutacji modelu deterministycznego i stochastyczne-
go. Rysunek przedstawia dynamike rozwoju populacji z wykorzystaniem scenariusza tyl-
ko mutacji pasazerskich o negatywnym wptywie. Populacja jest wymierajaca o czym
Swiadczy zmniejszajaca si¢ liczba komodrek. Czerwonym kolorem zostaty zaznaczone
wyniki modelu stochastycznego, czarnym - modelu deterministycznego, z uwzglednie-
niem jednakowych parametréw symulacji. Rysunek uwzglednia model deterministyczny
ze zmodyfikowang funkcja Ny, oraz parametrem o = 0.12 potwierdzajac dopasowanie

fali mutacji modelu deterministycznego i stochastycznego.
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Rysunek 33: Histogram czasu zycia klonow. Rysunki przedstawiaja histogram czasu
zycia klonéw w trakcie rozwoju populacji. Na osiach pionowych zostal przestawiony
parametr opisujacy liczbe klonéw obecnych w populacji przez okreslong na osi poziome;j

liczbe generacji.

Ciagle zmiany wspélczynnika dostosowania na skutek akumulacji mutacji pasazer-
skich prowadza do zmian czgstotliwosci powstawania nowych klonéw. Jezeli efekt mu-
tacji jest negatywny, zmiany struktury klonéw beda czegstsze niz w przypadku pozytyw-
nego efektu mutacji. Powstajacy nowy klon zawsze posiada wyzszy wspétczynnik dosto-
sowania na skutek silnego pozytywnego efektu mutacji, dlatego przy zmniejszajacej si¢
warto$ci fitnesu pozostaltych klonéw wystepuje wigksze prawdopodobienstwo podziatu

komérek nowego klonu.

Rysunek [35] przedstawia wykres klonow w przypadku pasazerskich mutacji o pozy-
tywnym efekcie, rysunek [34] przedstawia wykres klonéw w przypadku pasazerskich mu-
tacji o negatywnym efekcie. Kolorami zostaly zaznaczone klony wystgpujace w trakcie
rozwoju populacji. Zauwazalny jest dominujacy klon w danej generacji, ktérego czas zy-
cia w przypadku negatywnych mutacji jest krotszy. Rysunek 33| przedstawia rozktad zycia
klonéw wygenerowany dla obu efektéw mutacji. W przypadku mutacji pozytywnych za-
uwazalne jest, ze czas zycia klonéw jest wigkszy niz w przypadku mutacji negatywnych.
W obu scenariuszach wystgpuje duzo klonéw, ktérych czas zycia jest bardzo krotki. Spo-
wodowane jest to brakiem adaptacji nowo powstatych klonéw i wyparciem ich przez do-

minujace juz w populacji dobrze dostosowane klony.
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Rysunek 34: Wykres rozkladu klon6w dla mutacji pasazerskich negatywnych. Rysu-
nek przedstawia rozwdj populacji w trakcie symulacji z uwzglgdnieniem podziatu popu-
lacji na klony. R6zne klony zostaly zaznaczone r6znymi kolorami. Ze wzgledu na wielka
liczbe klonow, te same kolory moga zosta¢ ponownie uzyte dla nowo powstatych klonéw.
Zmiany dominujacego klonu w przypadku negatywnych mutacji pasazerskich sa czgste.

Rysunek zostat wygenerowany z uzyciem biblioteki jezyka Python - pyfish .
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Rysunek 35: Wykres rozkladu klonéw dla mutacji pasazerskich pozytywnych. Rysu-
nek przedstawia rozwdj populacji w trakcie symulacji z uwzglgdnieniem podziatu popu-
lacji na klony. Rézne klony zostaty zaznaczone r6znymi kolorami. Ze wzgledu na wielka
liczbg klonéw, te same kolory moga zosta¢ ponownie uzyte dla nowo powstatych klonéw.
Zmiany dominujacego klonu w przypadku pozytywnych mutacji pasazerskich nie sg czg-

ste. Rysunek zostal wygenerowany z uzyciem biblioteki jezyka Python - pyfish [69].
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(a) Statystyka VAF dla mutacji pozytywnych. (b) Statystyka VAF dla mutacji negatywnych.

Rysunek 36: Statystyki VAF. Rysunek przedstawia statystyke VAF dla catej popula-
cji w okreslonym punkcie rozwoju, kiedy rozwéj populacji jest juz w zaawansowanym
stanie (okolo 95% czasu symulacji). WartoSci przedstawione na osi pionowej okreslaja
liczb¢ mutacji w skali logarytmicznej wystgpujacych w populacji zgodnie z parametrem

opisanym na osi poziome;j.

Dane rzeczywiste nie daja jednak informacji dotyczacej dtugosci zycia klonéw, ani
dystrybucji klonéw w czasie. Zazwyczaj wyniki badan dotycza jednej prébki czasowej.
Analiza danych dotyczacych pojedynczej generacji jest wigc kluczowa, aby odnieS¢ wy-
niki symulacji do danych eksperymentalnych.

Rysunek [36| przedstawia statystyke VAF dla obu typéw mutacji. W przypadku scena-
riusza z pozytywnymi pasazerskimi mutacjami zauwazalne jest, ze wigksza liczba mutacji
wystepuje w wielu komoérkach. Zréznicowanie komorek jest wigc mniejsze niz w przy-
padku mutacji o negatywnym efekcie.

Dane uzyskiwane z symulacji obejmuma cata populacje komérek. Aby méc porow-
nac statystki VAF do danych rzeczywistych, ktére stanowia tylko niewielka probke catej
populacji komorek, zostato przeprowadzone modelowanie procesu probkowania. Losowo
wybrane mutacje oraz komorki zostaly usunigte z danych symulacyjnych, tak aby pokry-
cie danych wynosito ok. 2.35% zgodnie z pokryciem danych rzeczywistych [74].

Rysunek |3"/| przedstawia statystke VAF dla danych rzeczywistych. Zauwazalng duza
roéznicg jest brak jednoznacznego wyrdéznienia dominujacych mutacji. Brak duzej liczby
mutacji przy wartosci 0 i 1 moze wynikac z filtracji danych na etapie analizy. Rzadko wy-
stepujace mutacje oraz mutacje wystepujace w kazdej komdce moga by¢ blednie brane

jako szum lub tkanka normalna w wyniku czego sa one usuwane. Rysunek [38 przedsta-
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Rysunek 37: Statystyka VAF dla danych rzeczywistych. Dane eksperymentalne zostaty
pobrane z bazy TCGA. Wartosci przedstawione na osi pionowej okresSlaja liczbe mutacji

wystepujacych w populacji zgodnie z parametrem opisanym na 0si poziome}j.
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Rysunek 38: Statystyka VAF wyselekcjonowanych danych symulacjynych. Rysunek
przedstawia statystyke VAF dla mutacji pozytywnych po selekcji zgodnie z pokryciem
danych rzeczywistych. WartoSci przedstawione na osi pionowej okreslaja liczbe mutacji

wystepujacych w populacji zgodnie z parametrem opisanym na 0si poziome;j.
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Rysunek 39: Podobienstwo statystyk VAF. Rysunek przedstawia wykres podobieristwa
pomigdzy histogramem statystyki VAF dla danych rzeczywistych i danych symulacyj-
nych po selekcji. Kolorem niebieskim zostat oznaczony histogram danych rzeczywistych,

kolorem czerwonym histogram danych symulacyjnych.
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wia statystyke VAF dla danych symulacyjnych po procesie selekcji. Zauwazalne jest po-
dobienistwo w rozktadzie histogramu. Rysunek [39| przedstawia miarg¢ podobieristwa (88))
statystyk VAF. Rozktad histograméw jest podobny w przypadku danych rzeczywistych
i danych symulacyjnych.

Aby okresli¢ poprawno$¢ danych symulacyjnych nalezy przeprowadzi¢ dodatkowe
badania. Dotychczas przeprowadzone symulacje prowadzone byly z wykorzystaniem tyl-
ko jednego typu mutacji pasazerskich. Kolejnym aspektem moze by¢ wprowadzenie do
algorytmu mozliwosci generowania mutacji o ré6znych efektach, jak rowniez zmiennych
efektach.

7.5 Podsumowanie

Wykorzystanie algorytmu Gillespiego oraz zastosowanie odpowiednich struktur danych
Srodowiska programowania Python umozliwiajace obliczenia réwnolegle oraz przecho-
wywania danych dotyczacych indekséw mutacji i indekséw komérek w postaci macierzy
rzadkiej znaczaco wptywa na czas trwania symulacji. Umozliwia przeprowadzenie sy-
mulacji rozwoju wysokoliczebnych (ponad milion komoérek) populacji oraz generowanie
wysokorozdzielczych statystyk.

Weryfikacja danych symulacyjnych z wykorzystaniem danych rzeczywistych sekwen-
cjonowania DNA z bazy TCGA wymaga opracowania kroku analizy odzwierciedlajace-
go rzeczywista transkrypcje materialu genetycznego, uwzgledniajaca warto$¢ pokrycia
w eksperymentach sekwencjonowania.

Grupowanie danych ze wzgledu na charakterystyczne cechy pomimo utraty rozdziel-
czoSci danych genetycznych zmniejsza czas symulacji oraz pozwala na modelowanie
ewolucji populacji o wielkosci dochodzacej do 500 milionéw komoérek.

Wykorzystanie algorytmu Gillespiego do symulowania rozwoju populacji komorko-
wych i mikrobiologicznych pozwala odwzorowac rzeczywitsy rozwdj populacji. Wpro-
wadzone modyfikacje umozliwiaja symulacje duzych populacji z mozliwoscia generowa-
nia doktadnych danych ewolucyjnych. Analiza danych symulacyjnych oraz odpowiednie
preparowanie danych umozliwia §ledzenie procesu ewolucji. Przedstawione scenariusze
symulacji ewolucji zostaly zestawione z rzeczywistymi eksperymentami potwierdzajac

poprawnos¢ wynikow.
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8 Podsumowanie pracy

Problematyka pracy zostala gtéwnie skupiona na mozliwoSciach zastosowania mode-
lowania numerycznego w procesie symulacji rzeczywistych proceséw chemicznych, fi-
zycznych i biologicznych. Przedstawione schematy obliczeniowe oraz algorytmy zostaly
zweryfikowane na podstawie pozyskanych danych doswiadczalnych oraz obowiazujacych
praw. Otrzymane modele dobrze przedstawiaja rzeczywiste zjawiska 1 umozliwiaja do-
ktadniejsza analiz¢ procesOw z wykorzystaniem danych symulacyjnych.

Wyznaczenie schematu obliczeniowego opisujacego kolejne kroki procesu oraz za-
stosowanie metod numerycznych do rozwigzania schematu umozliwia rzeczywisty opis
zjawiska. Parametryzacja wyznaczonego algorytmu oraz uwzglednienie rzeczywistych
parametréw oddziatujacych na uktad przybliza wyniki symulacyjne do danych ekspery-
mentalnych. Otrzymywane dane symulacyjne poprzez zastosowanie metod bilansu i me-
tod numerycznych szczegdétowo opisuja zmiany wystgpujace w procesie w zaleznosci od
jego przebiegu oraz umozliwiaja okreslenie ksztattu fali procesu. Okreslany na podstawie
danych ksztatt fali procesu odzwierciedla dynamike zjawiska oraz umozliwia interpreta-
cje analizowanego uktadu.

Praca zostata podzielona na trzy kluczowe segmenty:

* Zjawisko powstawania wzorcOw Lieseganga, przedstawiajace proces dyfuzji-aglo-
meracji reakcji. Otrzymany model spetnia prawa Matalona-Packtera w zwiazku
z czym przedstawia rzeczywisty proces. OkreSlenie wlasciwych réwnahh w opar-
ciu o réwnania hiperboliczne byto kluczowe w celu uzyskania iteracyjnego sche-
matu umozliwiajacego wyznaczenie iloSci substancji dyfundujacych i stracajacych
w uktadzie. Opisany schemat obliczeniowy moze zosta¢ wykorzystany do dowolne-
go zjawiska opierajacego si¢ gléwnie na dyfuzji substancji po uwzglednieniu para-
metréw uktadu (poprzez dobranie odpowiednich statych) jak rowniez model moze

zostac rozszerzony o kolejne sktadowe produtky reakcji.

* Detonacja materialu wybuchowego, jako proces dynamiczy zostal przedstawiony
jako proces fizyczny giéwnie skupiajacy adwekcyjny ruch masy. Na skutek nastg-
pujacych reakcji chemicznych wydzielane sa duze iloSci energii obrazowane po-
przez zmiany parametrow uktadu. Rozpad termiczny materiatu jest stabo zalezny
od czasu trwania procesu - zakladano, ze reakcje chemiczne przebiegaja natych-

miastowo na froncie procesu. Roztozenie procesu na poszczegdlne podprocesy oraz
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utozenie ich w kolejnosci wystgpowania w trakcie zjawiska umozliwito skuteczny
1 prostszy opis procesu oraz zachowanie wszystkich zaleznoSci. Po zakonczonym
procesie detonacji nastgpowata faza propagacji fali uderzeniowej i dopalania pro-
duktéw rozktadu materiatu. Wykorzystanie réwnania Naviera-Stockesa umozliwto
uwzglednienie wptywu parametréw ukladu na predkosé masy podmuchwej, nato-

miast ruch samej masy opisany zostal za pomocg procesu transprotu.

» Symulacje ewolucji populacji komérkowych z wykorzystaniem algorytmu Gille-
spiego. W tym przypadku zostaly przeprowadzone badania umozliwiajace optyma-
lizacje algorytmu w celu umozliwienia symulacji ewolucji wysokoliczebnych po-
pulacji komérkowych zachowujac doktadnosé danych symulacyjnych. Zastosowa-
ne modyfikacje algorytmu zostaty wykorzystane i zweryfikowane w oparciu o dane

eksperymentalne pozyskane ze Zrddet literaturowych oraz bazy TCGA.

Model powstawania wzorcow Lieseganga oparty na zjawisku dyfuzji substancji w lep-
kim Srodowisku oraz reakcji wytracania opisuje rzeczywisty proces. Bazujac na schema-
cie obliczeniowym wyznaczonym na podstawie rownania dyfuzji, modelu kinetycznego
procesu chemicznego oraz teorii przesycenia mozna okresli¢ sumaryczne réwnania czast-
kowe stanu sktadu uktadu. Réwnania (36) uwzgledniaja ruch substancji na skutek pro-
cesu dyfuzji (33)), stracania substancji w oparciu o model kinetyczny reackji chemicznej,
model przesycenia (24)) oraz aglomeracji substancji (25). Rozwiazanie otrzymanych réw-
nan czastkowych na bazie schematéw siatkowych réwnan hiperboliczych okresla zmiany
sktadu ukladu w czasie oraz ksztalt stacjonarnego procesu stracania. Uzyskiwane dane
symulacyjne okresSlaly roztozenie substancji w uktadzie umozliwiajac okreslenie ksztat-
tu procesu na skutek zalezno$ci wytracania w czasie. Ruch substancji na skutek dyfuzji
oraz jej aglomeracja byty Scisle zalezne od czasu oraz iloSci substancji wprowadzonych
do uktadu. Powstajace wzorce spetniaty zatozenia prawa Matalona-Packtera oraz wyka-
zywaly jednakowe zaleznoSci jak w przypadku proceséw rzeczywistych [16]]. Opisane
elementy pracy potwierdzaja teze|I]

Rozdzielenie skomplikowanego procesu detonacji na czastkowe zmiany oraz utoze-
nie schematu obliczeniowego opisujacego ewolucje parametréw pozwala na stworzenie
algorytmu modelowania funkcji czasowych opisujacych kluczowe zmienne uktadu (Algo-
rytm [2]). Zaleznosci pomigdzy poszczegSlnymi zjawiskami zostaty zachowane uwzgled-
niajac kolejnos¢ ich wystepowania w algorytmie oraz stosujac duza doktadno$¢ symulacji

wzgledem czasu (6.2.6). Ekspansja fali uderzeniowej byta kluczowym elementem anali-
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zowanym w trakcie prac. Dynamika procesu powodowata powstawanie nieliniowosci na
czole fali podmuchowej wynikajace z nagtych zmian mierzonych parametréw uktadu. Za-
stosowanie praw zachowania Rankine-Hugoniota (55)) oraz réwnania Naviera-Stockesa
(6.1.9) do opisu frontu procesu propagacji fali uderzeniowej umozliwia wyznaczenie nie-
ciagtych zmian na froncie fali. Zmiany w strefie dopalania, skutkujace podtrzymaniem
predkosci fali oraz stopniowymi zmianami parametrow ukladu, wyznaczane byly na pod-
stawie praw zachowania oraz réwnan adwekcji (60). Dane symulacyjne zostaty zestawio-
ne z danymi eksperymentalnymi pozyskanymi dzigki Sie¢ Badawcza Lukasiewicz — In-
stytut Przemystu Organicznego, Grupa Badawcza Technik Wybuchowych potwierdzajac
poprawnos¢ opisanego schematu obliczeniowego. Otrzymane wyniki potwierdzaja teze [2]

W przypadku symulacji ewolucji populacji komékowych skupiono si¢ na modyfi-
kacjach algorytmu Gillespiego (Algorytmy [] - [7). Wykorzystanie algorytmu Gillespie-
go oraz zastosowanie odpowiednich struktur danych Srodowiska programowania Python
umozliwiajace obliczenia réwnolegte oraz przechowywania danych dotyczacych indek-
sOw mutacji i indekséw komorek w postaci macierzy rzadkiej znaczaco wptyngto na czas
trwania symulacji oraz zuzycie pamigci (Rysunek [23). Celem modyfikacji byto umozli-
wienie symulacji ewolucji wysokoliczebnych populacji z zachowaniem doktadnych da-
nych symulacyjnych. Na podstawie danych generowane byty statystyki VAF, ksztatt fali
mutacji czy wykresy Mullera w celu analizy zmian w trkacie procesu. Modyfikacje zo-
staly dostosowane do analizowanego procesu oraz wymaganych warunkéw akcpetacji.
Ewolucja populacji komérkowych zostata podzielona na dwa segmenty: ewolucja popu-
lacji mikrobiologicznej (drozdzy) oraz rozwdj komérek nowotworowych. W pierwszym
przypadku weryfikacja modelu odbyta si¢ poprzez zestawienie wynikow symulacji z da-
nymi literaturowymi [54]. Modyfikacja algorytmu umozliwita symulacj¢ populacji zto-
zonej z 5 milionéw komoérek w przypadku danych symulacyjnych, natomiast okoto 50
milionéw komorek stosujac poczatkowe dane do§wiadczalne. Uzyskane rozktady linii ko-
moérkowych byty zblizone w obu eksperymentach, a dodatkowo symulacje komputerowe
umozliwity uzyskanie dodatkowych statystyk opisujacych dynamik¢ rozwoju populacji
potwierdzajac teze |3} Symulacje rozwoju komdrek nowotoworowych byty oparte o dwa
scenariusze: ewolucje klonalng oraz akumulacje pozytywnych i negatywnych mutacji.
W oparciu o scenariusz akumulacji mutacji okreslone zostaty réwnania deterministyczne
umozliwiajace wyznaczenie zmian wielkosci populacji. Model deterministyczny i sto-
chastyczny zostaly ze soba zestawione oraz wypracowana zostala modyfikacja modelu

deterministycznego powodujaca zgodno$¢ wynikéw obu modeli, potwierdzajac teze [5]

115



Model stochastyczny, pomimo dtuzyszch proceséw symulacji rozwoju populacji, umoz-
liwia doktadniejsze Sledzenie komorek. Scenariusz rozwoju klonalnego populacji komér-
kowej oparty byt o wystgpujace w trakcie rozwoju mutacji kierunkowe (o silnym po-
zytywnym efekcie) oraz pasazerskich (o stabym negatywnym/pozytywnym/neutralnym)
efekcie. W trakcie prowadzenia badai nad modelem rozwoju klonalnego, opisane w pracy
algorytmy zostaty pordwnane oceniajac mozliwosci wprowadzonych modyfikacji. Wery-
fikacja danych symulacyjnych z wykorzystaniem danych rzeczywistych sekwencjonowa-
nia DNA z bazy TCGA wymaga opracowania kroku analizy odzwierciedlajacego rze-
czywista transkrypcje materialu genetycznego, uwzgledniajaca warto$¢ pokrycia w eks-
perymentach sekwencjonowania (Rysunek [39). Dane symulacyjne uzyskiwane z modelu
roéwniez musialy zosta¢ zmodyfikowane w celu poréwnania do danych do§wiadczalnych.
W tym celu wykorzystany zostat proces transkrypcji materiatu genetycznego a jego kroki
zostaly zasymulowane w §rodowisku komputerowym modyfikujac dane symulacyjne na
wzOr danych rzeczywistych. Wygenerowane na ich podstawie statystyki pokrywaty sig¢
z danymi rzeczywistymi dowodzac poprawno$¢ modelu oraz potwierdzajac teze [4
Wyznaczenie schematéw obliczeniowych oraz zastosowanie modelowania numerycz-
nego do opisu 1 symulacji rzeczywitych zjawisk chemicznych, fizycznych 1 biologicznych
umozliwia doktadniejsza analiz¢ proceséw. Przeprowadzenie wstgpnych badan z wyko-
rzystaniem metod opisanych w pracy moze umozliwi¢ doktadniejsze zrozumienie para-
metréw procesu oraz lepsze ich dopasowanie do rzeczywistego eksperymentu. Ze wzgle-
du na ztozono$¢ zjawisk rzeczywistych, czasu ich trwania oraz szkodliwo$¢ z nimi zwia-
zanych, opisana w pracy problematyka moze mie¢ kluczowe zastosowanie w usprawnie-

niu rzeczywistych badan.
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Spis rysunkow

Stan ukladu. Rysunek|1a/prezentuje stan uktadu (1los¢ straconego produk-

tu) w czasie t = 0. Rysunek |I1b[ po pewnym czasie pracy algorytmu. Dytu-

zja elektrolitu zewngtrznego pokazana jest za pomoca stracania kolejnych

pierscieni wewnatrz uktadu. Na osiach pionowej przedstawiony jest wy-

miar przestrzenny Y, na osiach poziomej wymiar przestrzenny X, kolory

przedstawione na rysunkach okreslaja 110SC straconego produktu zgodnie

zlegenda. . . . . . . .

1D model tworzenia wzorcow Lieseganga. Rysunek przedstawia ilos¢

produktu wytracong w wyniku dyfuzji w okreslonym potozeniu od poczat-

ku/konca uktadu. Zgodnie z zatozeniem (5.2.1) elektrolit zewnetrzny na-

plywa do uktadu z srodowiska zewnetrznego.| . . . . . .. ... ...

33

Zaleznosci parametrow przewidywanych pasm. Rysunek [3al przedsta-

wia proporcjonalng zaleznos¢ pozycji pasma od pierwiasta kwadratowego

Z czasu, co potwierdza zasad¢ czasowa. Rysunek [3b[ przedstawia propor-

cjonalng zaleznosC pozycji pasma od jego szerokosci, co potwierdza za-

sade szerokosci. Rysunek [3c| przedstawia proporcjonalng zaleznos¢ odle-

gtosci migdzy kolejnymi pasmami od pozycji poprzedzajacego pasma, co

potwierdza prawo odstepow.| . . . . . . ... Lo

2D model tworzenia wzorcow Lieseganga. Rysunek przedstawia ilos¢

produktu wytracona w wyniku dyfuzji w okreslonym potozeniu od ze-

wnetrzne] granicy ukiadu. Geometria uktadu zaktada mozliwosC odzwier-

ciedlenia uktadu w geometru1 sferycznej z naptywajacym elektrolitem ze-

wnetrznym jedynie z zewnatrz. Na os1 pionowej przedstawiony jest wymiar

przestrzenny Y, na 0si poziomej wymiar przestrzenny X, kolory przedsta-

wione na rysunku okreslaja 11os¢ straconego produktu zgodnie z legenda.| .

Zaleznosci parametrow przewidywanych pasm. Rysunek [Sal przedsta-

wia proporcjonalng zaleznos¢ pozycji pasma od pierwiasta kwadratowego

z czasu, co potwierdza zasade czasowa. Rysunek|Sb|przedstawia proporcjo-

nalng zaleznos¢ pozycj1 pasma od jego szerokosci, co potwierdza zasade

szerokosci. Rysunek [Sc| przedstawia proporcjonalng zaleznos¢ odlegtosci

migdzy kolejnymi pasmami, pozycja poprzedzajacego pasma, co potwier-

dzaprawo odstepow.| . . . . . . ... L.
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Relatywna obserwacja frontu fali.[6a przedstawia ruchomy front fali ude-

rzenioowe], gdzie zaktadana jest obserwacja frontu z zewnatrz. |6b| przed-

staw1a stacjonarny front fali, gdzie zaktadana jest obserwacja fali zgodnie

z predkoscig jej poruszania.| . . . .. ... Lo

Geometria 2D. Geometria ograniczona do przedziatu [—0.1,0.1] w obu

osiach. Kazdy punkt przedstawia punkt wyznaczania wartosci parametrow

uktadu. Dla zaprezentowania uwzglednienia geometrii materiatu wyryso-

wane zostaty wartoSci w bardziej ograniczonym przedziale.| . . . . . . ..

B

Mapa frontu uderzeniowego. Rysunek przedstawia idee wyodrebniania

frontu uderzeniowego, dla ktorego nalezy wyznaczyC parametry Srodowi-

ska w sposob specjalny.| . . . ... oo oo

Model fali uderzeniowej w przestrzeni 1D. Rysunek przedstawia wyglad

fal1 uderzeniowej] w jednej chwili czasu. Pomaranczowa linia obrazuje war-

tosci cisnienia w zaleznosci od odlegtosct od srodka detonacji. Niebieska

lin1a symuluje wyniki rozwiazania modelu za pomoca metody charaktery-

[0

Dane eksperymentalne. Rysunek przedstawia pomiar wartosci fali nadci-

snienia w odlegtosct odpowiednio 0.5m, 1m, 1.59m 1 2m oraz wygtadzenie

danych z wykorzystaniem modelu (68)). Dane przedstawiaja wartosci nad-

cisnienia (napigcia mierzonego przez czujniki) wzgledem czasu w czterech

odleglosciach ustawionych na sferycznej fali. Dane zostaty zebrane dzig-

k1 Siec Badawcza f.ukasiewicz — Instytut Przemystu Organicznego, Grupa

Badawcza Technik Wybuchowych| . . . . . .. ... ... ... ... ...

T

Weryfikacja modelu. Rysunki przedstawiaja pokrycie wartosci nadcisnie-

nia fali w czterech punktach pomiarowych. Niebieska linia przedstawia

rozktad nadcisnienia w odlegtosci od centrum detonacji, natomiast poma-

ranczowa predkosc (w liczbie Macha) frontu uderzeniowego.|. . . . . . . .

2

Geometria 2D ukfadu. Rysunek przedstawia doktadna geometri¢ ukfadu

w przestrzeni [-0.1, 0.1] [m]. Na rysunku zostat zaznaczony obszar zawie-

rajacy w stanie poczatkowym jedynie trotyl. Pozostate parametry (ciSnie-

nie, temperatura, lepkosc) zostaty ustawione jako parametry srodowiskowe.|

68

(14

Rozklad predkosci fali. Rysunek przedstawia rozktad predkosci fali w ca-

tej przestrzeni symulacji. Zauwazalna jest zwigkszona predkosc na froncie

uderzeniowym jak rOwniez niestabilnos¢ nieliniowosci uktadu.|. . . . . . .
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M3

Rozklad substancji w symulacji. Rysunek przedstawia 8 odrebnych prze-

strzen1 reprezentujacych skiad fali podmuchowey.| . . . . . ... ..o .

69

IE

Rozklad cisnienia. Rysunek przedstawia rozktad cisnienia wywotanego

poprzez ruch masy podmuchowej, proces rozktadu materiatu oraz dopala-

nie statych produktow rozktaduw.| . . . . . . ..o oo o000

6

Zdarzenia ewolucyjne. Schemat opisuje symbolicznie zdarzenia wyste-

pujace w trakcie ewolucj1 populacji komorkowej - Smier¢ komoki, podziat

komorki oraz podziat komorki z mutacya.| . . . .. ..o o oL oL

7

Wykres Mullera dla calej populacji. Rysunek przedstawia rozwoj popu-

lacj1 w trakcie symulacy1 z uwzglednieniem podziatu populacji na klony.

Rozne klony zostaly zaznaczone roznymi kolorami. Ze wzgledu na wiel-

ka liczbg klonow, te same kolory moga zostaC ponownie uzyte dla nowo

powstatych klonow. Rysunek zostat wygenerowany z uzyciem biblioteki

jezyka Python - pyfish [69].] . . . . . ... ... ... .

MK

Statystyki. Rysunki przedstawiaja przyktadowe statystyki mozliwe do wy-

generowania przez program. WartoS¢ parametru count w bloku (a) ozna-

cza liczbe klonow o odpowiadajacej wielkosci okreslonej na os1 poziome.

W bloku (b) na os1 pronowej przedstawione sg wartosci logarytmu dziesigt-

nego z parametru count okreslajacego liczbe mutacj wystegpujacych frag-

mencie populacji. Dodatkowo kolorami zostala oznaczona przynaleznosc

mutacj1 do klonow dla danej wartosci parametru VAF. WartosC parametru

count w bloku (¢) oznacza liczbg komorek opisanych jednakowa wartoscig

parametru dostosowania okreslona na osi poziomej. WartosC parametru co-

unt w bloku (d) oznacza liczb¢ komorek posiadajacych jednakowa liczbe

mutacj1 okreslong na ost poziomey.|. . . . . .. ..o oL

o

Schemat modelu deterministycznego. Rysunek przedstawia schemat roz-

woju popualcyi, zaktadajac, ze populacja jest podzielona na podpopulacje

ze wzgledu na liczbg mutacji (k) w komorkach. Wartos¢ NV, oznacza liczbe

komorek posiadajaca k& mutacji. 114, okresla intensywnos¢ Smierci komo-

rek, (14, Intensywnosc podziatu komorek. W trakcie podziatu jedna z ko-

morek potomnych moze uzyska¢ mutacj¢ z prawdopodobienstwem p.| . . .
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20

Symulowane trajektorie rozwoju (dla grup komorek zawierajacych wie-

cej niz 100 komorek): czerwone linie - grupy o dobrym dostosowaniu, nie-

bieskie linie - grupy o ztym dostosowaniu, biate linie - grupy komorek,

ktorych kierunek rozwoju nie zostal jednoznacznie zdeterminowany. Na

os1 pitonowe] zostat zaznaczony logarytm dziesigtny z wielkosci grupy ko-

morkowe], na os1 poziomej czas prowadzenia symulacyi.| . . . . . ... ..

1

Rozklady wielkosci linii komorkowych. Trzy rysunki przedstawiaja hi-

stogram wielkosci grup komorkowych w trzech chwilach czasowych w trak-

cie symulacji. Na os1 pionowe] zostat przedstawiony parametr opisujacy

liczb¢ grup komorkowych zawierajacych liczbe komorek zgodnie z osia

pozioma. Na os1 poziome] zostat przedstawiony logarytm dziesigtny z licz-

by komorek w grupach komorkowych. Niebieska czgs¢ okresla linie ko-

morkowe o neutralnym 1 negatywnym tempie wzrostu, pomaranczowa czgs¢

reprezentuje rozwijajace sig linie.| . . . . . .. ..o oL oL

n2

Symulowane trajektorie rozwoju na podstawie danych eksperymental-

nych (dla grup komodrek zawierajacych wigcej niz 100 komorek): czerwo-

ne linie - grupy o dobrym dostosowaniu, niebieskie linie - grupy o ztym

dostosowaniu, biate linie - grupy komorek ktorych kierunek rozwoju nie

zostal jednoznacznie zdeterminowany. Na osi pionowej zostal zaznaczony

logarytm dziesigtny z wielkosci grupy komorkowej, na os1 poziomej czas

prowadzenia symulacyt.|. . . . . ..o oo

93

23

Rozklad linii komorkowych na podstawie danych eksperymentalnych.

Trzy rysunki przedstawiaja histogram wielkosci grup komorkowych w trzech

chwilach czasowych w trakcie symulacji. Na osi pionowej zostat przedsta-

wiony parametr opisujacy liczbe grup komorkowych zawierajacych liczbe

komorek zgodnie z os1g pozioma. Na os1 poziomej zostal przedstawiony

logarytm dziesigtny z liczby komorek w grupach komorkowych. Niebieska

czeSC okresla linie komorkowe o neutralnym 1 negatywnym tempie wzro-

stu, pomaranczowa cz¢s¢ reprezentuje rozwijajace si¢ linie.] . . . . . . . .

126



[24

Rozklad parametru przystosowania. Rysunek przedstawia histogram war-

tosci parametru przystosowania dla wszystkich grup komorkowych z uzw-

glednieniem poprawy wartosct parametru w czasie. Rysunek przedstawia

trzy histogramy zaznaczone odpowiednimi kolorami dla trzech chwilach

czasowych symulacji. Na osi pionowej zostal przedstawiony parametr opi-

sujacy liczbe grup komokowych posiadajacych parametr przystosowania

zgodnie z opisem na osi poziomej.| . . . . . ... ...

25

Porownanie czasu symulacji i zuzycia pamieci. Symulacje byty prowa-

dzone z wykorzystaniem algorytmu tau-leap oraz macierzowego w celu

poréwnania czasu symulacji oraz wymaganej pamigci RAM. Eksperyment

zostat powtdrzony Srazy.. . . . . . ... .o

26

Porownanie fali mutacji. Na rysunku zostato przedstawione poréwnanie

fali mutacyi dla algorytmu tau-leap oraz algorytmu zbinowanego. Fala mu-

tacy jest gfbwnym wyznacznikiem okreslenia podobienstwa algorytmow

ze wzgledu na przedstawienie sposobu akumulacyi mutacyi przez komorki.

Rysunek przedstawia histogram liczby komorek posiadajacych jednakowa

liczb¢ mutacji okreslong na ost poziomey.| . . . . . . ...

97

n7

Problem stacjonarnej fali modelu deterministycznego. Rysunek przed-

stawia dynamike rozwoju populacji z wykorzystaniem scenariusza tylko

mutacj1 pasazerskich o negatywnym wptywie. Populacja jest wymierajaca

o czym Swiadczy zmniejszajaca si¢ liczba komorek. Czerwonym kolorem

zostaly zaznaczone wyniki modelu stochastycznego, czarnym - modelu de-

terministycznego, Z uwzglednieniem jednakowych parametrow symulacji.

Aby podkreslic ruchomos¢ fali mutacyi trzy probki czasowe zostaty wyry-

SOWANE. .+ . v v v e e e e e e e e e e e e e e

99

23

Okreslanie parametru o. Rysunek przedstawia porownanie dziesigciu sy-

mulacji stochastycznych do deterministycznego modelu z uwzglednieniem

wartoSci parametru o w przedziale [0,10] w celu okreslenia wartosci pa-

rametru o dla minimalnej warto$ci parametru podobienstwa (88). Na osi

pilonwej] zostata przedstawiona wartoSC parametru podobienstwa pomigdzy

wynikami stochastycznymi a wynikami deterministycznymi, na 0si pozio-

mej zostata przedstawiona wartoSC parametru o] . . . . . .. .. ... ..
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29

Okreslanie parametru o. Rysunek przedstawia porownanie dziesigciu sy-

mulacji stochastycznych do deterministycznego modelu z uwzglednieniem

wartoscl parametru o w przedziale [0,1] w celu okreslenia wartosci pa-

rametru o dla minimalnej warto$ci parametru podobienstwa (88]). Na osi

pilonwej] zostata przedstawiona wartoSC parametru podobienstwa pomigdzy

wynikami stochastycznym a wynikami deterministycznymi, na osi pozio-

me] zostala przedstawiona wartoSC parametru .| . . . . . ... ... L L.

B0

Okreslanie parametru o. Rysunek przedstawia pordwnanie symulacji sto-

chastycznych do deterministycznego modelu z uwzglednieniem wartosci

parametru o w przedziale [0,1]. Odlegtos¢ fal mutacji pomigdzy modela-

mi wyznaczana byla w oparciu o parametr podobienstwa (88)) dla genero-

wanych danych stochastycznych (7500 generacji z krokiem co 50 genera-

cj1) w zaleznos¢ od prawdopodobienstwa mutacji w zakresie [0, 0.05] oraz

efektu mutacyi w zakresie [0, (-)0.005].| . . .. .. ... ... ... .. ..

B

Zaleznosc parametru o od efektu mutacji w funkcji potegowej. Na ry-

sunku przedstwaiono dopasowanie funkcji potggowej do rozktadu mini-

malnej wartosci parametru a w zaleznosci od wartosci efektu mutacji.| . . .

103

B2

Dopasowanie fali mutacji modelu deterministycznego 1 stochastyczne-

go. Rysunek przedstawia dynamike rozwoju populacji z wykorzystaniem

scenartusza tylko mutacj1 pasazerskich o negatywnym wptywie. Populacja

jest wymierajaca o czym swiadczy zmniejszajaca si¢ liczba komorek. Czer-

wonym kolorem zostaty zaznaczone wyniki modelu stochastycznego, czar-

nym - modelu deterministycznego, z uwzglednieniem jednakowych para-

metrow symulacji. Rysunek uwzglednia model deterministyczny ze zmo-

dyfikowang funkcja N, oraz parametrem o = 0.12 potwierdzajac dopaso-

wanie falt mutacji modelu deterministycznego 1 stochastycznego.| . . . . .

B3

Histogram czasu zycia klonow. Rysunki przedstawiaja histogram cza-

su zycia klonow w trakcie rozwoju populacji. Na osiach pionowych zo-

stal przestawiony parametr opisujacy liczbg¢ klonow obecnych w populacji

przez okreslona na os1 poziomej liczbe generacyt.| . . . . . .. .. ... ..
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B4

Wykres rozkladu klonow dla mutacji pasazerskich negatywnych. Ry-

sunek przedstawia rozwoj populacyi w trakcie symulacyi z uwzglednieniem

podziatu populacji na klony. Rozne klony zostaty zaznaczone roznymi ko-

lorami1. Ze wzgledu na wielka liczbe klonow, te same kolory moga zostac

ponownie uzyte dla nowo powstatych klonow. Zmiany dominujacego klonu

w przypadku negatywnych mutacj pasazerskich sa czeste. Rysunek zostat

wygenerowany z uzyciem biblioteki jezyka Python - pyfish [69].| . . . . . .

106

B5

Wykres rozkladu klonow dla mutacji pasazerskich pozytywnych. Ry-

sunek przedstawia rozw0j populacji w trakcie symulacji z uwzglednieniem

podziatu populacji na klony. R6zne klony zostaty zaznaczone réznymi ko-

lorami1. Ze wzgledu na wielka liczbe klonow, te same kolory moga zostac

ponownie uzyte dla nowo powstatych klonow. Zmiany dominujacego klo-

nu w przypadku pozytywnych mutacji pasazerskich nie sg czgste. Rysunek

zostat wygenerowany z uzyciem biblioteki jezyka Python - pyfish [69].| . .

b6

Statystyki VAF. Rysunek przedstawia statystyke VAF dla catej populacji

w okreslonym punkcie rozwoju, kiedy rozw0j populacji jest juz w zaawan-

sowanym stanie (okoto 95% czasu symulacji). Wartosci przedstawione na

os1 pionowe] okreslajg liczbe mutacyi w skali logarytmiczne; wystepuja-

cych w populacj1 zgodnie z parametrem opisanym na os1 poziomej.| . . . .

B7

Statystyka VAF dla danych rzeczywistych. Dane eksperymentalne zosta-

1y pobrane z bazy TCGA. Wartosci przedstawione na os1 pronowej okresla-

Ja liczbe mutacy1 wystepujacych w populacji zgodnie z parametrem opisa-

NYyM NA OSI POZIOME].| .+« v v v v v v e e e e e e e e e e e e e
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B3

Statystyka VAF wyselekcjonowanych danych symulacjynych. Rysunek

przedstawia statystyke VAF dla mutacji pozytywnych po selekcyi zgodnie

z pokryciem danych rzeczywistych. Wartosci przedstawione na os1 piono-

wej okreslaja liczbg mutacj wystepujacych w populacji zgodnie z parame-

trem opisanym na osi poziomej.| . . . . . . . . ... ... ..

B9

Podobienstwo statystyk VAF. Rysunek przedstawia wykres podobienstwa

pomigdzy histogramem statystyki VAF dla danych rzeczywistych 1 danych

symulacyjnych po selekcji. Kolorem niebieskim zostal oznaczony histo-

gram danych rzeczywistych, kolorem czerwonym histogram danych symu-

lacymmych. . . . . . . .
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Spis tabel

(1

Zalozenia poczatkowe dotyczace skladu ukladu w chwili t=0. Podane

zatozenia determinuja, ktory elektrolit bedzie traktowany jako wewnetrzny

(a) oraz zewngtrzny (b). Poczatkowe wartosci stg¢zen substratow wynosza

odpowiednio ag, by. [losS¢ produktu reakcyi (22) opisuje funkcja p, nato-

miast wymiary ukfadu sa okreslone poprzez dtugos¢ L oraz promien R.| . .

28

Zalozenia graniczne dla ukladu. Lewa kolumna przedstawia zatozenia

graniczne dla uktadu 1D, prawa dla ukfadu 2D, . . . . .. . ... ... ..

Parametry modelu eksperymentalnego., . . . . . . . .. ... ... ...

Przewidywane dane dotyczacepasm.| . . . . . ... ... ... .....

29
30
35

Przewidywane dane dotyczace pasm. Ze wzgledu na bardziej rzeczywi-

sty charakter danych wartosci r6znia sig od modelu I1D.|. . . . . . . .. ..

36

Parametry poczatkowe symulacji. Lepkosc oraz sktad materiatu jest za-

lezny od masy 1 objetosci materiatu. Lepkosc srodowiska zewngtrznego

zostata przyjeta jako sumaryczna lepkosc tlenu 1 azotu. Kazdy parametr

zostal ustalony dla skoniczonej objetosci lmm?| . . . . . . ... ... ...

Parametry modelu rozwoju populacji drozdzy.| . . . . . . .. ... ...

Spis algorytmow

56
89

Pseudokod algorytmu dla modelu (26). W programie Matlab zostata

wykorzystana biblioteka PDE solver dla rozwigzywania uktadu rownan

czastkowych w jednym punkcie czasowym. Ogdlny zapis algorytmu obo-

wiazuje dla geometrn 1D12D . . . .. oo oo o000 o000

Pseudokod dziatania schematu symulacji.| . .. ... ... ... ...

31
55

Algorytm wyznaczania temperatury. Temperatura jest scisle zalezna od

sumarycznego efektu cieplnego procesu, ktory zalezne jest od temperatu-

ry. Wymagane jest przyblizanie wartosci temperatury poprzez przybliza-

nie jej wartosci, wyznaczanie sumarycznego c1ep1a 1 porownywania 7Z su-

marycznym efektem cieplnym procesu. Dane dotyczace ciepta molowego

substancji sa stabelaryzowane w zakresie temperatur 100-6000( K| z kro-

kiemco 100[ K[|, . . . . .. .
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Pseudokod algorytmu Gillespiego. Podany pseudokod przedstawia im-

plementacije algorytmu Gillespiego w wersji podstawowey.| . . . . . . ..

Pseudokod algorytmu Gillespiego w wersji tau-leap. Podany pseudo-

kod przedstawia implementacje algorytmu Gillespiego w wers;j1 tau-leap.

Parametr 7 okresla krok czasowy - wszystkie zdarzenia ewolucyjne o cza-

sie mniejszym niz 7 zostaja wykonane.|. . . . . ... ..o L.

Pseudokod algorytmu Gillespiego w wersji zbinowanej. Binowanie po-

lega na grupowaniu komorek wzgledem charakterystycznej cechy a na-

stepnie symulacja rozwoju grup komorek.| . . . . . ..o oL

Pseudokod algorytmu Gillespiego w wersji macierzowej. Podejscie

macierzowe dotyczy przechowywania 1 zapisywania danych. Populacja,

podzielona na klony, jest reprezentowana przez macierze dla ktorych wier-

sze odpowiadajg komorkom klonu a kolumny mutacjom wystgpujacym

wecatejpopulacjt.| . . . ...
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