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1 Streszczenie

Niniejsza praca doktorska obejmuje swoja tematyka zagadnienie interpolacji wielomianami
sklejanymi stopnia trzeciego dla tzw. danych zredukowanych (interpolacja nieparametryczna).
W tym przypadku, gdy znane sa tylko uporzadkowane punkty interpolacyjne Q, = {¢;}"
bez zadanych odpowiadajacych im weztéw interpolacyjnych. Punkty te sa Sladem krzywe;j
parametrycznej y: [0, 7] — E", gdzie y(t;) = ¢i, a E" definiuje dowolna przestrzen Euklidesowa.
W szczegdlnoSci praca odnosi si¢ do zagadnienia oszacowania Yy przy uzyciu interpolacji
nieparametrycznej oraz parametryzacji wyktadniczej zastepujacej nieznane wezty 7, = {;}1",

przez I, = {t;}1",.

1.1 Cele badawcze dysertacji

Dla klasycznej interpolacji parametrycznej Lagrange’a wielomianami sklejanymi stopnia 3

zachodzi nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 1.1. Niech y € C™' bedzie krzywq v : [0,T] — E" probkowang na weztach
interpolacyjnych {t;}7" .. Wtedy przedziatowo-wielomianowa interpolacja Lagrange’a stopnia
3, ¥ na bazie znanych {t;}7", daje nastepujace oszacowanie asymptotyczne dla trajektorii
([1)):

(1) —1(t) = O(8%)". (D

Podobnie dla interpolacji kawatkami kubicznej Hermita klasy C':

Twierdzenie 1.2 (Interpolacja kawatkami kubiczna). Majqc zadane wektory predkosci funkcji
Y w punktach a =ty, ...ty =b tj. ¥(to), ..., V(tm) mozina skonstruowaé interpolanta kawatkami

kubicznego Hermita ¥5(t) na przedziale [t;,t;11]. Blqd interpolacji wynosi:
7 (1) = (1) = 0(8%)". 2)

Natomiast, dla splajna kubicznego klasy C? z [2] mozna przytoczyé nastgpujace

twierdzenie:



Twierdzenie 1.3 (Interpolacja kawatkami kubiczna klasy C?). Dla funkcji regularnej y klasy

C? blqd przyblizenia krzywej ¥ interpolantem }759 (1) wynosi:

¥ (1) —y(t) = 0(8%)". 3)

* parametr O opisany jest w Def. 2.13.

Podstawowym pytaniem jest czy powyzsze twierdzenia (dotyczace szacowania rzgdu
zbieznoS$ci interpolanta do krzywej) klasycznej interpolacji parametrycznej wielomianami
sklejanymi moga zosta¢ przeniesione na obszar danych zredukowanych i ich weryfikacja
pozwoli uzyskac satysfakcjonujace rezultaty.

Gtownym celem badawczym pracy jest zbadanie jakosci zbieznosci kawatkami kubicznego
interpolanta ¥ do nieznanej krzywej Yy z pomocq parametryzacji wyktadniczej zastepujqcej
nieznane wezty I, = {t;}'",.

Cele szczegotowe, ktore podjeto w dysertacji to:

» sformulowanie twierdzen (analogicznych do klasycznej interpolacji parametrycznej)
dotyczacych oszacowania rzgdu zbieznosci kawatkami kubicznego interpolanta §
do krzywej y z pomoca wspomnianej parametryzacji wykladniczej dla trzech
rodzajéw interpolantéw: kawatkami kubicznego Lagrange’a klasy C°, zmodyfikowanego
sklejanego kubicznego Hermita klasy C! oraz zmodyfikowanego splajna zupetnego

i splajna naturalnego klasy C2,

» weryfikacja koniecznoSci istnienia zatozen (prébkowanie mniej lub bardziej rownomierne
oraz regularnosci krzywej) okreSlonych w twierdzeniach poprzez przyktady analityczne

1 testy numeryczne,

» weryfikacja postawionej tezy dotyczacej rzgdu zbieznoS$ci interpolanta do krzywej i jego

ostroSci w testach numerycznych i przyktadach,

* ocena przydatnosci sformutowanej teorii w zastosowaniu praktycznym: analizie obrazu

oraz rekonstrukcji filmu,

* okreSlenie warunkéw dla wspomagajacej funkcji y lub ¢ by byla reparametryzacja, co

pozwoli na oszacowanie dlugosci krzywej w interpolacji nieparametrycznej.
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1.2 Opis rozdzialow

Poszczegllne rozdziaty tej pracy opisuja, po wprowadzeniu niezbgdnych definicji 1 uwag
w Rozdziale 2, kolejno sklejang interpolacj¢ Lagrange’a (Rozdziat 3), sklejang zmodyfikowana
interpolacje¢ Hermita (Rozdziatl 4) oraz sklejang interpolacje splajnami kubicznymi (Rozdziat 5).
Rozdziat 6 ilustruje mozliwe zastosowania omawianej w niniejszej dysertacji tematyki
badawcze;j.

Gtownym problemem badawczym, ktory zostat podjety w tej dysertacji byto zbadanie jakoSci
zbieznosci trajektorii interpolanta do trajektorii nieznanej krzywej y. Krzywa 7y jest zadana
jedynie w punktach interpolacyjnych Q,, = {g;}!", (W przypadku interpolacji parametrycznej
znane sa réwniez wezly interpolacyjne .7 = {t;}7 ).

Tematyka 1 wyniki z Rozdzialéw 3, 4, 5 zostaly opublikowane w czasopismach [3], [4],
[5], [6], materiatach konferencyjnych [7], [8], [9], [10], [11] i [12] oraz zaprezentowane
na konferencjach: CISIM’2015 (International Conference on Computer Information Systems
and Industrial Management), ACA’2015-2017, (International Conference on Applications
of Computer Algebra), ICNAAM’16 (International Conference of Numerical Analysis and
Applied Mathematics), MMA’17 (International Conference Mathematical Modelling and
Analysis), [CCS’2020 (The International Conference on Computational Science), ESM’23 (The
European Simulation and Modelling Conference), ACA’2023, MMA’2024.

W Rozdziale 2 jest wprowadzone pojecie danych zredukowanych oraz zostal opisany
schemat interpolacji nieparametrycznej oraz rdznice migdzy interpolacja parametrycznag
a nieparametryczng. Przedstawiono tez wymagane zalozenia, ktére musza spetniaé krzywe
i probkowania oraz zacytowano niezbg¢dne definicje z analizy matematycznej, uzywane podczas
dowodzenia twierdzen.

Rozdziat 3 opisuje przedziatowo-kubiczng interpolacje Lagrange’a §*, gdzie wielomiany
kubiczne ?ZL w punktach taczenia g, g3, g, - - - ,gm—3 sa tylko klasy C°. Gtéwnym wynikiem tej
czesci pracy jest Tw. 3.4 (okreslajace predkos¢ zbieznosci interpolanta 7 o wt do 'y w oparciu
o parametryzacje wyktadniczq) wraz z jego petnym dowodem. Dodatkowo w Rozdziale 3
zawarty jest tez dowdd na ostro$¢ powyzszego oszacowania oraz konieczno$¢ dodania warunku

mniej lub bardziej rownomiernosci w probkowaniu i regularnosci krzywej. Przeprowadzone
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zostaly tez stosowne eksperymenty numeryczne (patrz [3]). Kolejnym wynikiem jest okreslenie
warunkéw wystarczajacych na to, aby funkcja kubiczna Wt : [ti,t;y3] — [fi,fi13], spetniajaca
Vi(tiyj) = titj, byta reparametryzacjq tj. ; > 0. Powyzsze zagadnienia sa opublikowane w [3]

oraz [4].

Podobne warunki zostaty wyprowadzone takze w przypadku zmodyfikowanej interpolacji
Hermita §, kt6ra traktuje Rozdzial 4. Na wstepie tego rozdziatu przedstawiony jest schemat
budowania zmodyfikowanego interpolanta Hermita jako wielomianu kawatkami trzeciego
stopnia. Przymiotnik "zmodyfikowany" odnosi si¢ tu do sposobu w jaki zastgpuje si¢ nieznane
predkosci v; = 7(t;) dla ¢;. Mianowicie, korzystamy tu z kolejnych generowanych naktadkowo
(kolejne czwdrki punktéw) wielomiandw Lagrange’a )Aff i ?ﬁrl okreslonych odpowiednio
na przedziatach [f;,7;,3] oraz [fi1,fi14]. W standardowej interpolacji Hermita predkosci te
sg zadane a priori wzorem v; = Y(t;). Gtownym wynikiem tej czgsci pracy jest Tw. 4.2, w
ktérym okresla sie i dowodzi stopieri zbieznosci ¥ o ¢ do y w potaczeniu 7 parametryzacja
wyktadniczq (opublikowane w [5]). Kolejne podrozdzialy Rozdziatu 4 opisuja w pierwszej
kolejnosSci analityczne przyktady potwierdzajace ostro$¢ oszacowan zawartych w Tw. 4.2,
nastgpnie przedstawione sg przyktady weryfikujace koniecznosC istnienia zalozen zawartych
we wspomnianym twierdzeniu tj. mniej lub bardziej r6wnomiernosci i regularnosci krzywych.
W ostatnim podrozdziale zawarte sa testy numeryczne potwierdzajace kolejny raz ostros$é
Tw. 4.2, konieczno$¢ mniej lub bardziej rownomiernosci oraz regularnoSci krzywych. W
kolejnej czgsci pracy zostalo poruszone zagadnienie interpolacji dlugosci krzywej ¥y z pomoca
interpolacji 9. W pierwszym podrozdziale opisano tutaj warunki wystarczajace aby ¢iH :
[ti,tiv1] — [fi,fir1] byla reparametryzacja. Zostaly one zobrazowane w postaci obszaréw
3D, a przyktadowe prébkowania oznaczone jako tréjki punktéw (x,y,z). W koncu rozdziatu
przeprowadzona zostata tez analiza przynaleznoSci punktow prébkowan do opisanych Tw.
4.5 obszar6w w kontekscie przysztych zastosowan do szacowania dtugosci. Wyniki wskazatly
na istotno$¢ doboru odpowiedniego probkowania przy szacowaniu wspomnianego parametru

krzywej (zobacz takze w [6]) .

Rozdziat 5 opisuje zagadnienie interpolacji splajnami kubicznymi w oparciu o

parametryzacje wykladnicza. Splajny sa funkcjami klasy C> w punktach sklejenia i C* poza
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nimi. Zapewniaja gtadkos¢ (trajektorii, predkosci) w punktach taczenia kolejnych krzywych
?f interpolujacych Q,,. Dodatkowo, "sklejenie" ich likwiduje podobnie jak w przypadku
przedzialowej interpolacji Lagrange’a 1 Hermita zjawisko Rungego, a btad interpolacji jest
maty, pomimo niskiego stopnia wielomianu. Klasa C? zapewnia ciaglo$¢ pierwszej pochodnej
czyli interpolant ° = {§°}", nie ma ostrych rogéw i ciaglos¢ drugiej pochodnej czyli
przyspieszenie jest okres§lone w kazdym punkcie i jego zmiana w otoczeniu punktu sklejenia jest
ciagta. W rozdziale tym gtéwnym wynikiem pracy jest Tw. 5.1 oraz hipoteza 5.2 - potwierdzona
testami numerycznymi (cala tematyka z dowodami zostaly opublikowane w pracach [9],
[10], [11] i [12] oraz zaprezentowane na konferencjach CISIM 2015, ICNAAM’2015 -2016,
ESM’23 1 MMA’24). Poruszane w tej sekcji zagadnienia opisuja interpolacje zmodyfikowanym
splajnem zupelnym oraz interpolacj¢ splajnem naturalnym (w polaczeniu z parametryzacja
wyktadnicza) w kontekScie szacowania trajektorii z zastosowaniem opisanych w Rozdziale
2 probkowan i krzywych. Opisane w tym rozdziale eksperymenty dotycza numerycznej
weryfikacji stopnia zbieznosSci dla obu splajnéw, koniecznoS$ci uzycia prébkowania mniej lub
bardziej rOwnomiernego oraz stosowania krzywej regularnej (dwa ostatnie zagadnienia zostaly
zweryfikowane dla splajna zupetnego ). Zostat tez przeprowadzony dowéd teoretyczny o
rzedzie zbieznosci Y€ o yMC do 7.

W Rozdziale 6 opisane zostaly niektére praktyczne zastosowania prezentowanych
interpolacji do analizy obrazu medycznego i1 rekonstrukcji zagubionych (lub brakujacych)
klatek w filmie. Warto podkresli¢, ze dane zredukowane (zobacz np. w [13] lub [14]) tworza
wazne zagadnienie w obszarach wizji komputerowej 1 grafice, inzynierii, mikrobiologii, fizyce
i innych zastosowaniach jak np. analiza obrazu medycznego (np. do szacowania powierzchni,
dlugosci, oszacowania dlugosci i brzegu, planowaniu trajektorii) - patrz takze w [9], [12], [15],
[16], [17], [18], [19] lub [20].

Rozdziat 7 podsumowuje prace doktorska oraz omawia jej mozliwe rozszerzenia.

Prace zamyka spis bibliografii, rysunkéw, tabel oraz skorowidz pojec.

1.3 Oznaczenia i funkcje pakietu Mathematica wystepujace w pracy

Ponizej wypunktowano wykaz oznaczen uzytych w pracy oraz krétki opis funkcji pakietu

Mathematica, uzytych w testach numerycznych ([21]).
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Tab. 1: Oznaczenia
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-nieznana krzywa parametryczna

-interpolant klasycznej interpolacji parametrycznej

-interpolant w interpolacji nieparametrycznej

-interpolant sklejany kubiczny Lagrange’a

-interpolant sklejany kubiczny Hermita

-sklejany splajn klasy C?

-sklejany kubiczny zmodyfikowany splajn zupetny

-sklejany kubiczny splajn naturalny

-interpolant kubiczny Lagrange’a, okreslony na przedziale [t;,7;13], z
rozszerzong dziedzing

-interpolant kubiczny Hermita, okreSlony na przedziale [t;,ti11], z
rozszerzona dziedzing

-kubiczny zmodyfikowany splajn zupelny, okreslony na przedziale
[ti,ti11], z rozszerzong dziedzing

-kubiczny splajn naturalny, okreslony na przedziale [f;,t41], z
rozszerzong dziedzing

-interpolant kubiczny Lagrange’a, z dziedzing na przedziale [;,¢; 3]
-interpolant kubiczny Hermita, z dziedzina na przedziale [f;,;11]
-splajn kubiczny, z dziedzing na przedziale [t;, ;1]

-kubiczny zmodyfikowany splajn zupelny, z dziedzina na przedziale
[ti,ti41]

-kubiczny splajn naturalny, z dziedzina na przedziale [t;,#; 1]

-funkcja tego samego typu co interpolant ¥ pozwalajaca uwspélnié

V. ¢ dziedziny
Im={to,...,tm} | -zbidr weztéw interpolacyjnych
Om={q0,---,qm} | -dane zredukowane, zbiér warto$ci w weztach interpolacyjnych

-zbiér par punktéw interpolacyjnych w klasycznej interpolacji
{ T, Om} :

parametrycznej
{ﬁ:n, Om} -zbidr par punktéw interpolacyjnych w interpolacji nieparametryczne;j
f -wezly interpolacyjne z parametryzacji wyktadniczej

Tab. 2: Najczesciej uzywane funkcje programu Mathematica

MaxValue -oblicza maksimum lokalne funkcji, podajac jego wartos¢
Factor -zapisuje wielomian w postaci iloczynu wielomianéw niskiego stopnia

-grupuje wyrazenia, wyciagajac wspolny, podany jako parametr,
Collect . .

czynnik przed nawias
Max -wybiera maksimum z listy wartoSci,
Simplify -upraszcza wyrazenie stosujac podstawowe transformacje algebraiczne
LinearModelFit -dopasowuje prosta regresji liniowej do danych
Manipulate -tworzy Srodowisko umozliwiajace zmiang parametrow w projekcie
ParametricPlot -rysuje wykres parametryczny krzywej w 2D
ParametricPlot3D | -rysuje wykres parametryczny krzywej w 3D
Series -stosuje rozwinigcie Tylora dla funkcji w otoczeniu zadanego punktu i

do dowolnego rzgdu
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2 Podstawowe pojecia, definicje i twierdzenia

Niniejszy rozdzial wprowadza podstawowe pojecia, definicje i twierdzenia wykorzystane

w tej pracy doktorskiej.

2.1 Zagadnienia analizy matematycznej i numerycznej oraz geometrii
rozniczkowej
Zatézmy, ze:
a) mamy krzywa zadang parametrycznie tj. jako funkcje v : [a,b] — E" (gdzie E" to dowolna
przestrzen Euklidesowa),
b) dla {r;}!", (gdziet; € [a,b] wraz zt; < t;;1) znamy punkty interpolacyjne Q,, = {¢;}!"(, =
(@)} io,
¢) chcemy znalezé 7: [a,b] — E", taka, ze ¥(1;) = y(t;) = g;. Okreslone wartosci interpolanta:
¥(t;) gdzie ¥ : [a,b] — E" maja pokrywaé si¢ w ustalonych (tj. znanych) argumentach
nazywanych weztami interpolacyjnymi - #;, gdzie a =ty < t; < t, = b z Y(t;).
Wybdér metody interpolacji powinien uwzgledniaé takie kwestie jak: zbiezno$¢, ztozono$¢é
obliczen, predkos¢ zbieznosci, dobér punktéw interpolacyjnych (np. dane geste i rzadkie) oraz

gladko$¢ interpolanta. Przytoczmy tu klasyczne twierdzenie (patrz [22], [23]):

Twierdzenie 2.1. Zadanie interpolacyjne, polegajqce na znalezieniu wielomianu m — tego
stopnia p(t) =co+ci(t —to)+co(t —10)(t —t1) + ... +cm(t —t0)(t —11) ... (t — ty—1), ktSry
ma wartosci q; = p(t;) identyczne z danq funkcjq f w m+ 1 réznych punktach t; ma doktadnie

Jedno rozwiqzanie. Wspdtczynniki c; wyznaczane sq wigc jednoznacznie w terminach 7 i Q.
Réznica pomigdzy f i p okreSlona jest Tw. 2.2 (patrz [22]):

Twierdzenie 2.2. Niech f bedzie funkcjq o ciagtej (m+ 1)-szej pochodnej i niech p bedzie

wielomianem m-tego stopnia takim, Ze p(t;) = f(t;) (i=0,1,...,m). Wtedy:

_ ")

F(0) = p0) = G ) —1)- (0= 1), @

gdzie & jest pewnym punktem w najmniejszym przedziale (t,to,t1,. .. tn).
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W przypadku, gdy wezlty sa rownoodleglte pojawiaja si¢, wraz ze wzrostem stopnia
wielomianu, na brzegach przedziatu oscylacje zw. efektem Rungego (patrz Rys. 1a) oraz w [24].
Jest to pogorszenie jakoSci interpolacji wielomianowej skutkujace utrata zbieznoS$ci mimo

zwigkszenia liczby jej weziéw 1 gtéwna wada tej metody.

0.5

Rys. 1. Punkty réwnoodlegte wygenerowane przez funkcje f(x) przy m = 21 (czerwone kropki):

__1
. L . . 6l 2 . .
a) wielomian interpolacyjny stopnia 20 z efektem Rungego i b) interpolacja z zastosowaniem

funkcji sklejanych stopnia 3

Dla wielomianéw wyzszych stopni w ksztalcie wykresu funkcji interpolujacej ()
pomiedzy punktami weztowymi pojawiaja sie zazwyczaj niepozadane oscylacje. Chcac ominac
wady interpolacji wielomianowe;j stosuje si¢ interpolacj¢ z zastosowanie funkcji sklejanych [25]

zbudowanych na podprzedziatach i "taczonych" w punktach interpolacyjnych (patrz Rys. 1 b)).

Definicja 2.3. Niech bedq dane funkcje f; : [a;,b;] = E" i 0 < a; < b;, dla0 <i<ko—1. Przez
funkcje sklejanq (track-sum) rodziny funkcji { f,-}figl rozumie sig funkcje f : [0,T] — E", gdzie
ko—1

T =Y (bi—a;), ktéra spetia:
i=0

fO(t+a0)7 gdyt € [07TO]7 fb :bo_a07
f(t) = 5)
frer1(t+arp1 —Ti), gdyt € [Ti, Tivr)s Tir = Ti + b1 — gt 1

W niniejszej pracy w dowodach wielu twierdzen korzystamy z notacji "duzego O"
potrzebnej do okreSlania predkosSci zbieznosci interpolanta do 7.
Definicja 2.4. Rozwaimy rodzing { fs, ,0m > O} funkcji fs, : 1 — E. Mowimy, Ze fs, jest rzedu
O(6y) (oznaczane jako f5 = O(0y))), jesli istnieje stata K > O taka, Ze dla pewnego §>0
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nieréwnosé |fs, (t)| < K8 zachodzi dla wszystkich 8y € (0,68) na I. Natomiast dla rodziny
funkcji o wartosciach wektorowych Fs, : 1 — E" oznaczamy rzqd jako Fs, = O(8.) 4. ||Fs, || =

0(85)-

Ponizej zacytowano jeszcze kilka waznych, z punktu widzenia niniejszej pracy, twierdzen i

definicji:

Lemat 2.5 (Lemat Hadamarda). Niech f : [a,b] — E" bedzie klasy C', gdzie | > 1 oraz niech
f(to) =0, dla pewnego ty € (a,b). Wtedy istnieje funkcja klasy C'~' g : [a,b] — E", dla ktdrej
f(t) = (t —19)g(t). Dodatkowo, g(t) = O(i[i—];) (patrz Def. 2.4). Jesli funkcja f(t) ma wielokrotne
miejsca zerowe to <t < ... <ty (gdzie f(t;) =0) zk+1 < I, wtedy lemat Hadamarda stosowany

k+ 1 razy daje:
f(0)=@—1)—1)...(t —u)h(r), ()

gdzie h jest klasy Cl— (k1) (patrz 2.8) oraz h = 0(—f)

W oszacowaniach rzedu zbieznoSci i dowodach niniejszej pracy czgsto zostanie uzyte

klasyczne twierdzenie Tylora:

Twierdzenie 2.6 (Twierdzenie Tylora dla funkcji wektorowych). Dla funkcji f : R — E" n-razy

rozniczkowalnej (n > 1) w punkcie xo € R, istnieje funkcja h,, : R — E", taka, Ze:

n (k)
70 = ¥ 2 ) x—o)” )
k=0 . reszta
gdzie
lerE hn(x) =0. (8)

Definicja 2.7 (Stopienn nieregularnosci). Gdy dla danej krzywej Y zachodzi rownosc:

¥(t) =¥(1) = ... Y0 (t) = 0 1o k jest stopniem nieregularnosci krzywej w punkcie t.

Definicja 2.8. Funkcje f okreslong na przedziale (a,b) nazywa sig¢ funkcjq klasy C", gdzie
n=1,2,..., jezeli w przedziale (a,b) ma ona n ciqgtych pochodnych. Funkcje klasy C 1o
funkcje ciggte. Klase C™ nazywa sig klasq funkcji gtadkich (tj. nieskoriczenie rozniczkowalnych

w sposob ciqgty).
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2.2 Interpolacja nieparametryczna versus parametryczna

Klasyczna interpolacja parametryczna wykorzystuje do budowania schematu interpolacyjnego
niezredukowane dane. Te ostatnie definiuje para weztéw i punktow interpolacyjnych (7, On),
gdzie Qn = {qi}!"y. ¢i € E* (E" - przestrzen Euklidesowa), a 7, = {t;}I", to wezly
interpolacyjne (#; < t;+1) tak by ¥(t;) = y(t;). Zagadnienia podjete dla interpolacji danych

niezredukowanych (.%,, Q) to:
* wybor schematu interpolacyjnego ¥,

* analiza czy dla wybranego schematu ¥, interpolant ¥ aproksymuje ¥ (lub dlugos¢ krzywe;j

d(¥) ~ d(y) (patrz (59)) wraz z m — oo,

* w przypadku pozytywnej odpowiedzi na powyzsze pytanie powstaje kwestia okreslenia

asymptotyki zbiezno$ci ¥ do v (tj. predkosci zbieznosci ¥ do y) krzywej ¥ (patrz Def. 2.4),

* OkreSlenie ostroSci oszacowania asymptotyki zbieznosci. Ostrosci dowodzimy
pokazujac, ze istnieje przynajmniej jedna krzywa i probkowanie, dla ktérego osiagnigty

zostaje podany w twierdzeniu rzad zbieznosci (patrz Def. 2.23).

Interpolacja nieparametryczna odnosi si¢ do danych zredukowanych tj. do znanych
wylacznie punktéw interpolacji Q,,. W pierwszym kroku nalezy najpierw zaproponowaé
substytuty 7 ;. g = {t:}",. Nastepnie przy zadanych Q, i wybranych T,
wybieramy schemat interpolacyjny 9 : [0,7] — E" gdzie 9(f;)= y(t;)) = ¢, bez
wykorzystania informacji o weztach .7 = {#;}" ,. Tak wigc w odréznieniu od interpolacji
parametrycznej procedur¢ interpolacyjng w oparciu o dane zredukowane Q,, trzeba

uzupetnié o:

— zastgpienie nieznanych weziow 7 wezlami g (najlepiej w oparciu o rozrzut
geometryczny Q,,) tak, by nie tylko zachowac zbieznos¢ ¥ — ¥ ale i by najlepie;j
rowniez uzyskac te sama predkos¢ zbieznosci tak jak dla ¥ — ¥ (int. parametryczna),
przy uzyciu tego samego schematu interpolacyjnego. W niniejszej pracy doktorskiej
takim wyborem g jest parametryzacja wyktadnicza (patrz (30)), ktora to zalezy od

A €0,1],
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— Kolejna réznicg, ktéra nalezy zauwazy¢ dla interpolacji nieparametrycznej jest fakt,
ze tworzony interpolant 9 : [0, 7] — E” rézni si¢ dziedzing od funkcji interpolowanej
y:[0,T] — E" i aby méc dokonaé analizy por6wnawczej miedzy 7 i v tj. zbadaé
zachowanie ||y(¢) — ()| nalezy "uwspdlni¢" ich dziedziny tj. [0,T] oraz [0,7] .
W tym celu nalezy zaproponowaé funkcje v : [0, 7] — [0, T (w tej pracy przyjgto, ze
funkcja y jest interpolantem y(¢;) = f; tego samego typu, co wybrany interpolant §).
W dalszej czgsci pracy w celu okreSlenia rzedu zbieznosci bedziemy poréwnywaé
krzywe oy z y. W przypadku szacowania dtugosci lub unikania lokalnych petelek
konieczne jest, aby funkcja y byla reparametryzacja ( tj. ¥ > 0 na podprzedziatach,

bo v jest tez funkcja sklejang).

Definicja 2.9 (Reparametryzacja [26]). Niech f : [a,b] — E" bedzie krzywaq
parametryczng klasy C* i niech ¢ : (o, B] — [a,b] bedzie krzywq klasy C* (tu k > 1).
Niech ¢(t) > 0 dla wszystkich T € [o, B]. Wtedy fo ¢ : [a,B] — E" jest krzywa

parametryczng. Krzywq f o ¢ okreslono jako krzywaq reparametryzujacq f przez ¢.

Dalszymi krokami dla interpolacji nieparametrycznej beda:

— sprawdzenie czy krzywe Jo ¥ & ¥ (ew. ich dlugosci d(§) = d(y)) (przy m — ),

- zbadanie asymptotyki zbieznosci krzywej 7o y (lub jej dtugosci) do y (d(7)) .
foy—v=0(8"),

— odnalezienie schematu ¥ (w oparciu o 9), dla ktorego da si¢ uzyskaé te same
asymptotyki zbieznosci o y — 7y, co w ¥— 7. Poprzednie wyniki dla parametryzacji
dhugoscia cigciwy (tj. A = 1) pokazuja twierdzaca odpowiedZ na to zagadnienie

(patrz [1] oraz [27] ).

Roéznica migdzy tymi dwoma typami interpolacji zostata przedstawiona na Rys. 2.

W nastgpnej podsekcji wprowadzimy podstawowe krzywe potrzebne do testowania opisanej

teorii.
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(qm, tm)
-@

)
," (qm,?)
T . v .
e X X .---" (qm—l,tm—l) L-== eee e (qm-l,?)
[ ] [ ] 'f\i=?
;@) - J @) A
(qi,t1) / v,Y I[O,T]—xEn (a1,7) / v [O,T]—'En
,”'.\\__,/ ~, . /”'.*\__,/ YA
4 Tt)=ai=v(t) , Y(t)=q;
@ [ )
(0, t0) (@,
a) b)

Rys. 2. Interpolacja a) parametryczna vs b) nieparametryczna.

2.3 Krzywe parametryczne

Na potrzeby niniejszej pracy, w przytoczonych eksperymentach, zostaly wybrane krzywe

parametryczne (patrz [15]) y(t) = (ni (1), a(t),...,m(?)) 1 %(¢) : [a,b] — E", dla n = 2,3

okreslone zgodnie z definicja:

Definicja 2.10. Jesli x i y sq ciqgtymi funkcjami argumentu t na przedziale I, wtedy rownania
x=ux(t) i y=y(t) (oraz z = z(t) w 3D) sq nazywane réwnaniem parametrycznym a t jest
okreslane jako parametr. Wykres rownania parametrycznego, gdzie t zmienia sig na przedziale

I nazywamy krzywq parametryczng w 2D (oraz 3D).

* Bedziemy tez wymagaé (do odpowiednich tw.) aby ¥ byta krzywa odpowiedniej klasy C*
tj. by miata wszystkie pochodne czastkowe ciagte do rzgdu k. Wiasnos¢ ta wymagana jest
przy dowodach niektérych twierdzen, ktore korzystaja z rozwinigcia Tylora dla y (patrz

[28]) do odpowiednich rzedow,

* Waznym tez bedzie zalozenie iz y jest krzywa regularna (patrz [29]):
Definicja 2.11. Krzywa parametryczna 7y : [a,b] — R" jest regularna wtedy i tylko wtedy
jesli jest przynajmniej klasy C' i spetnione jest ¥ (t) # 0 dla wszystkich t € [a,b).
Regularnos¢ krzywej (tj. () # 0 Vr € [0,T]) jest niezbedna w dowodach, gdyz
zaktadamy, ze istnieje reparametryzacja naturalna || y(z)|| = 1 dla y (patrz [36]).

Uwaga: Zatozenie regularnosci v jest niezbg¢dne do uzyskania wynikéw przedstawionych

w niniejszej pracy. Brak spetnienia tego zalozenia jak pokazuja eksperymenty, spowalnia
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zbieznos$¢ ¥ do y dla m — oo (lub ja eliminuje). Mozliwym remedium, aby rozszerzy¢
zagadnienia na krzywe nieregularne jest wprowadzenie pojecia stopnia nieregularnosci
(patrz Def. 2.7) 1 uog6lnienie podstawowych dowodow - zagadnienia te znajduja si¢ poza

zakresem tej pracy,

Uwzgledniajac potrzebe wizualizacji zaprezentowanych przyktadow wigkszo$¢ krzywych
uzytych w przykladach bedzie krzywymi w E? (ptaszczyzna) lub w E3 (przestrzen
trzywymiarowa). OPisana teoria i schematy odnosza si¢ jednak do dowolnych krzywych w E".
W ostatnim rozdziale dysertacji pokazemy konkretne zastosowania dla n = 2,3 oraz dlan > 3
(film), gdzie kazda klatka filmu to punkt ¢; € E" o wymiarze n - ilo$¢ pikseli.

Na potrzeby weryfikacji twierdzen, bedacych czgScia osiagnigé tego doktoratu,

wprowadzamy nastgpujace krzywe parametryczne regularne:

A) Spirala ¥ : [0,1] — E2:

Yop(£) = ((0.2+ 1) cos(m(1 — 1)), (0.2 +1) sin(z(1 —1))). )

s L L L L
-0.2 0.2 0.4 0.8 0.8 10 12

Rys. 3. Wykres spirali ¥;, na ptaszczyZnie, zdefiniowanej w (9).

B) Krzywa kubiczna na ptaszczyznie 7, : [0,1] — E? :

Ye(t) = (mt, (mt 4+ 1) (w+1)73). (10)

10
0.8
0.6

0.4

0.5 10 1.5 0 15 30

Rys. 4. Wykres krzywej kubicznej 7, na ptaszczyZnie, zdefiniowanej w (10).
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C) Helikoida kwadratowa 7, : [0,1] — E>:

Yu(t) = (1.5cos(2xt),sin(2nt), 27t /4). (11)

Rys. 5. Wykres helikoidy 9, w 3D, danej wzorem (11).

D) Kwadratowa helikoida eliptyczna v, : [0,1] — E*:

Yau(t) = (2cos(2mt), sin(27t), 47?). (12)

10 :

403020 R

Hos

—:0.0

-4 -0.5

A S R S ~-1.0
2 1 0 -1 -2

Rys. 6. Wykres helikoidy eliptycznej ¥,, w 3D, zadanej wzorem (12).

E) Helikoida stozkowa ., : [0,1] — E3:

Yen(t) = (tcos(2mt),tsin(2xt), 27t ). (13)
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Rys. 7. Wykres helikoidy stozkowej Y., w przestrzeni 3D o wzorze (13).

F) Krzywa Steinmetza ¥ : [0,1] — E:

Ys: (1) = (cos(2mt),sin(27r), \/1.22 —1.02sin?(271)). (14)

1.0

-0.5 ~10

Rys. 8. Krzywa Steinmetza ys, w przestrzeni 3D o wzorze (14).

W kazdym z rozdziatéw badamy tez wplyw nieregularno$ci krzywej na oszacowanie
zbieznoSci trajektorii  skonstruowanego interpolanta do krzywej. W tych przyktadach

korzystamy z nastgpujacych nieregularnych parametrycznych krzywych:

G) Cardioida . : [0,1] — E? wyrazona wzorem:

Yead = (2,5c0s(2mt)(1 — cos(2xt)),2,5sin(27t) (1 — cos(27t))) (15)
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Rys. 9. Cardioida 7,4 w przestrzeni 2D o wzorze (15).

H) Asteroida ¥, : [—1,1] — E? wyrazona wzorem:

Yas = (1,5(cos(7rt))3, 1,5(sin(7rt))3) (16)

Rys. 10. Asteroida 7, w przestrzeni 2D o wzorze (16).

) krzywa Y, : [—1,1] — E? wyrazona wzorem:

Yo, (1) = (£2,1%) (17)
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0.5

Rys. 11. Krzywa nieregularna 7,,, w przestrzeni 2D o wzorze (17).
J) krzywa Yy, : [~1,1] — E? wyrazona wzorem:

Yary (1) = (£2,1) (18)

e N e e
-1.0 -0.5 0.5 1.0

Rys. 12. Krzywa nieregularna 7,,, w przestrzeni 2D o wzorze (18).

2.4 Podstawowe definicje dotyczace probkowan

W niniejszym podrozdziale wprowadzone sa podstawowe definicje dotyczace probkowania:

Definicja 2.12. Dane zredukowane Q,, to uporzadkowany ciqg m+ 1 punktow Q,, = {qi}"
z qi € E" oraz qiy1 # q;. Punkty Q, otrzymywane sq przez probkowanie regularnej
parametrycznej krzywej (Def. 2.10) dostatecznie gltadkiej v : [0,T] — E" gdzie y(t;) = q; (gdzie
0 <i < m) w przestrzeni Euklidesowej E". Zaktada sig¢ brak znajomosci odpowiadajqcego
im rosnqcego ciqgu parametrow J, weztow interpolacyjnych, dla ktorych: T, = {t;}1", €

0, 7" to=0ity,=T, y(t;) = q; oraz t; < t;, .
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*Uwaga: Techniczne zatozenie iz g; # g;+| bedzie wazne potem do odgadnigcia weztéw
f tak by #; < f;;1 Rozrzut weztéw f; nie jest dowolny nawet dla danych niezredukowanych
z punktu osiagnigcia celu jakim jest zbiezno$¢ §(t) = y(t) dla m — . I tak na przyktad jesli
zaden z weztow nie lezy w przedziale (0, %) zadanie interpolacyjne czyli znalezienie funkcji
interpolujacej dopasowanej do punktéw jest mozliwe, ale nie daje szans na zbieznos$¢ do ¥.
Formuty interpolacyjne na ¥ zaleza od g; oraz 7; Oznacza to, ze wybor 7; bedzie miat wptyw na
7 i jej trajektori¢. Powstaje zasadnicze pytanie jak dobraé 7; by w normie || - || z m — oo ()
(gdzie 7 € [0, T]) przyblizato ¥(t) i by zbieznosé §(t) — y(t) byta jak "najszybsza" (precyzyjne
definicje zostang podane nizej).

W tym celu musimy wprowadzié podstawowe pojecia dajace mozliwos¢ nie tylko uzyskania

zbieznosSci, ale takze okreSlenia jej predkosci:

Definicja 2.13. Probkowanie F,, = {t;}", jest dopuszczalne, gdy uporzqdkowana rodzina

weztow interpolacyjnych 0 =t < t; <...<t, =T, spetnia nastepujqcy warunek:

lim 8, — 0", gdzie 8, = max {t;, —t;_1:i=1,2,...,m}. (19)
m—yoo 1<i<m

W niniejszej pracy doktorskiej rozwazana jest réwniez podrodzina prébkowan
dopuszczalnych o tzw. rozktadzie weztéw ;, mniej lub bardziej rownomiernym oraz jej
podrodzina prébkowar réwnomiernych i podrodzina o rozktadzie tzw. By-mniej lub bardziej

rownomiernym (patrz takze [30]):

Definicja 2.14. Probkowanie T, = {t;}", jest mniej lub bardziej réwnomierne, jesli dla
pewnych statych 0 < K; < K, (niezaleznych od m) i wystarczajqco duzych m (tj. Imo¥m m > myg)

zachodzi nastgpujqca nierownosc:

K, K
<t < (20)
m m

dla wszystkich i = 1,2,...,m. W przypadku, gdy K; = K, to takie probkowanie nazywa sig

rownomiernym.

Zauwazmy, ze mozna zdefiniowaé réwnowaznie probkowanie mniej lub bardziej

rOwnomierne:
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Definicja 2.15. Probkowanie jest mniej lub bardziej rownomierne jesli istnieje stata 0 < B <1

spetniajqca Bo, <t;—t;_ 1 < 8, dla wszystkichi=1,2,...,m.

Warto tutaj przytoczy¢ wazna konsekwencj¢ tego zapisu, wielokrotnie uzywang w

dowodach twierdzen:

BPoR > (ti—ti1)P > &, gdziep <0 = (t;—1;-1)P = O(8p) 2D

Do badania warunkéw na istnienie parametryzacji wprowadzamy podrodzing 7, probkowania

mniej lub bardziej rOwnomiernego.

Definicja 2.16. Jest to zbior prébkowari By-mniej lub bardziej rownomiernych, jesli dla kazdego

reprezentanta jest ustalone 0 < By < 1 spetniajqce Bo < B < 1 oraz

Po <ti—ti1 < E, (22)
m m

W eksperymentach opisanych w tej pracy zostaly uzyte, do wygenerowania danych

zredukowanych Q,,, nastgpujacy reprezentanci mniej lub bardziej réwnomiernych prébkowan:

* Pierwsza rodzing .7, = {t;}/", jest prébkowanie - patrz Rys. 13:

(

+5-, dla i=4k+1,

I~

=4 L L0 dla i=4k+3, (23)
L dla =2k,
\
zK; = %, K, = % i = % (patrz Def. 2.14).
0.8

.‘. '\
[ L]

0.5 1.0

Rys. 13. Rozktad g; = y(t;) dla prébkowania (23) na przyktadowej krzywej spiralnej ¥, dla m = 18.
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* Drugie probkowanie (patrz Rys. 14) jest definiowane jako:

%,

¢
4

0.8

0.6

04

0.2

(_1)1'—0—1
3m

; (24)

0.5 1.0

Rys. 14. Rozktad punktéw ¢; = y(#;) dla prébkowania (24) na krzywej spiralnej ¥;, dla m = 18.

* Trzeci reprezentant - szczeg6lny przypadek poprzedniego probkowania - (patrz Rys. 15):

3 (25)

ig=

dla ktérego Kl:%, K, %

D=

]

Rys. 15. Rozktad punktéw interpolacyjnych dla probkowania (25) na krzywej spiralnej ¥, dla m = 18.

* Kolejne probkowanie (patrz Rys. 16) to:

/

L L dlai=5k+1;
i 1 .
w7, dlai=5k+2;
=" (26)
Ly Lo dlai=5k+3;
n%_ ﬁ, w pozostaltych przypadkach,
\
gdzie K, = 2, K, =21 B = 35 ~0,179.
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. o5 0 1y

Rys. 16. Rozktad ¢; = ¥(t;) dla probkowania (26) na krzywej spiralnej ¥, dla m = 18.

* Ostatnie prébkowanie to réwnomierne odcinki na przedziale [0, 1]:

) (27)

wktorym K; =K, = 1,8 = 1.

hd 05 10 hd

Rys. 17. Rozktad punktéw ¢; = ¥(t;) dla probkowania (27) na krzywej spiralnej ¥;, dla m = 18.

Do przeprowadzenie weryfikacji tezy o koniecznoSci stosowania probkowania mniej lub
bardziej rownomiernego dla utrzymania przewidywanych rzedéw zbieznosci wprowadzono
dwa rodzaje probkowan nie mniej lub bardziej rtownomiernych (tj. nie spetniajacych warunku z
Def. 2.14)

0, dla i=0,

tm = (28)

oraz

dla i=2k,
Im = (29)

il ~7, dla pozostatych i.
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2.5 Parametryzacja wykladnicza

W przypadku nieznajomosci .7, wybér 9, = {#;}", ma wplyw na trajektori¢ J(7). Rys.
18 ilustruje jak wybdr weztéw wplywa na dopasowanie interpolanta ¥ do krzywej 7.

W przypadku interpolacji nieparametrycznej nieznane wezly 9y, nalezy zastqpic¢ I, tak, by

10 10
08 % 08¢ . N
- - \
\
/ \
0.6 d 0.6 X
/
0.4 \ /// 04
/ \ // \
/ /
d 02 \ g 02
/ i \
@ l 2 a0 / \
g 392
-1.0 -05 05 1.0 1.0 05 05 1.0
1.0
08 . N
[~ \
0% \
e [ \
\
~ 04+ \
///
yd L
/,/ 02"
0. // Ja2
pra— &
-10 05 05 1.0

Rys. 18. Pétokrag v, (t) = {cos(m(1 —1)),sin(xw(l —¢))} wraz z O, = {(—1;0),(0,588;0,809),(1;0)}
probkowany weztami a) 7 = {0;1,189;2,161} i A =0,3,b) 7 ={0;1,682;2,599}i A = 0,9, ¢)
f=1{0;1;2} i A = 0 dopasowany przez interpolanta kwadratowego Lagrange’a zbudowanego
na wezlach 7.

wykorzysta¢ geometrie rozrzutu Q, (wykorzystujac w ten sposéb informacj¢ zakodowanag

w zredukowanych danych Q). Jednym z mozliwych takich wyboréw (patrz [18]) jest

parametryzacja wyktadnicza, ktorej szczegbélnym przypadkiem jest parametryzacja dtugosciq

cigciwy (A = 1). Parametryzacja wyktadnicza jest zdefiniowana nastgpujaco:
Definicja 2.17. Dla danych zredukowanych Q,, wezty interpolacyjne 9;% = {fl)L o
generowane sq zgodnie 7 tzw. parametryzacjq wyktadnicza, gdy (patrz takze [18]):

f())L =0 oraz IA,A = f,/l_1 + HQi_Qi—1HA7 (30)

. m—1
i=1,2,....,moraz A € [0,1]. Wprowadimy tez oznaczenie T =Y. ||qis1 — qi|*.

i=0

W parametryzacji (30) mozina wyroznic trzy szczegolne przypadki:
e dla A = 0 wzdr (30) reprezentuje rozktad réwnomierny weztow f? =1,
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e dla A =1 wzor (30) generuje parametryzacje skumulowanej dtugosci cieciwy (patrz [18]
lub [31]):

i =11+ i — qiall, (31
e dlad = % wzor (30) generuje tzw. parametryzacje dosrodkowq:

A 1
tiz :ti271+||%'—ql‘—l||2- (32)

Zauwazmy, iz przy parametryzacji wyktadniczej wykorzystuje si¢ zalozenie g; # g;j11 by

zapewnié f; < fii 1.

2.6 Schematy interpolacyjne

W oparciu o punkty interpolacyjne Q, (i/lub wezly interpolacyjne .7,,) oraz korzystajac
ewentualnie z dodatkowych informacji (np. zadane pochodne y(t;) w 7, lub np. znajomos¢
brzegowych predkosci 7(tp) i Y(tn) lub brzegowych przyspieszen (1) i ¥(tn)) mozna
zdefiniowa¢ rézne schematy interpolacyjne. Beda one pokrétce oméwione w nastgpnych

podsekcjach.
2.6.1 Formula interpolacyjna Newtona

Og6lny wzoér Newtona pozwala skonstruowaé interpolacyjne wzory na ¥ (lub na §) korzystajac
z zadanych 7, (lub fm) oraz punktéw Q,,. Formuta Newtona zdefiniowana jest w terminach
roznic dzielonych kolejnych rzedéw (patrz [24]). Przypomnijmy dwie definicje pomocnicze

o zgodnosci 1 réznicach dzielonych funkcji:

Definicja 2.18. Niech 7, = {t;}' bedzie sekwencjq weztow niekoniecznie roinych. Funkcja f
Jest zgodna 7 funkcjq g w Ty, jesli dla kazdego wezta &, kiory pojawia si¢ m razy w sekwencji

t1,-- by obie fi g zgadzajq si¢ m-krotnie w C, t.

f(i—l)(g) :g(i—l)(g) dlai=1,...,m, (33)
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Definicja 2.19. Wybieramy dwa wezty t,, ity w sekwencji t;,. .. ti . Gdy te dwa wezly sig

pokrywajq i jesli g € C (k) wtedy istnieje punkt t; w najmniejszym przedziale zawierajqcym

ti,... tirk taki, Ze roznica dzielona rzedu k funkcji g jest rowna:
k) (¢.
g\t
g[tvw--wts] = k$ J)a gdy t,, = I (34)
W przypadku gdy istniejq jakies dwa rozne wezly t,, i ty w sekwencji t, ... ,ti , wtedy roznice

dzielonq zapiszemy:

tiveoo sty Lobwsds e oo livk] — 8ty b1 b, oot o

gltiy. - tivk] = 8l vl wtl ikl —8lti =l vl i+4] , jeslit, #t,.  (35)
Iy — 1y

oraz glti] = g(t;)

Definicja 2.20. Posta¢ Newtona wielomianu ¥,, stopnia m zgodnego z 'y w punktach ty,. ..ty

T (0)=Y(11)+( — 1) ¥, 0]+ (1 -00) (- 02) V[t 1, 13) 4 (= 10) o (= b)Y - ] (36)
Wz6ér Newtona pozwala nam generowac rézne interpolanty, w tym sklejane.

Przyklad 1. Wzor Newtona - wielomian kwadratowy 9 : [t;,t;1 2] — E"
Interpolacyjny wzor Newtona na wielomian kwadratowy % : [ti,ti12] — E" zbudowany

w oparciu o rézne wezly {t;,ti11,ti10} i znane % (ty) = qr z k = i,i+ 1,i+ 2 zapiszemy jako:

B(t) = pltil+Plt tia | — )+ Rt g, i (0 —6) (1 - tin). (37)

Przyklad 2. Wzor Newtona - wielomian kubiczny ¥ : [t;,ti13] — E" Interpolacyjny wzor
Newtona na wielomian kubiczny s : [t;,t;43] — E" zbudowany na réznych weztach
{ti,ti11,ti12,1;13} 1 wartoSciach funkcji ¥5(#) = qx (gdzie k = i,i+ 1,i+2,i+3) w tych weztach

mozna zapisac jako:

(1) = qi+Bltiti](t — 1)+ Bt tic 1, ti2) (¢ — 1) (= ti11) G38)

st tir tin, i3] (¢ — 1) (¢ — ti1) (1 — tiy2).
Przyktad 3. Wzor Newtona - przypadek, gdy znamy predkosé. Szczegdlnym przypadkiem
wzoru Newtona jest sytuacja, kiedy dla dwoéch weztéw #; 1 ¢, mamy dane nie tylko wartosci

funkcji 73(t;) = qi 1 B3(tir1) = qiv1, ale tez wartosci pierwszej pochodnej. W przetozeniu
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na rzeczywista sytuacj¢ mozliwe jest interpolowanie innej pozycji obiektu bazujac na jego
pozycjach wejsciowych: %(1)) = g; i 5(ti41) = g1, predkosei: (i) = vi i H(ti41) = Vi1,
w konkretnych weztach #; 14,4 1.

Wzdbr ponizszy jest wyprowadzany na podstawie wzoréw z Def. 2.19.
%(t) = qit Pt ) (0 — 1)+ Bl it ) (¢ = 1)+ Bl i i, fi) (0= 6)2 (0= 1i1) - (39)

i dalej wstawiajac nasze dane do wzoréw na odpowiednie réznice dzielone :

Bltistiv1]—vi (-1 + Vie1 =29t tiy1]4vi
l

liv1 =1 (i1 —1:)? (t=tf i) (40)

(1) =qi+vi(t —t;)+
Ogo6lny wzor Newtona mozna w wyniku uproszczen algebraicznych sprowadzi¢ do wzoru
Lagrange’a.
2.6.2 Schemat interpolacyjny Lagrange’a
Wzér interpolacyjny Lagrange’a dla wielomianu stopnia m jest zdefiniowany nastgpujaco (patrz

[2]):

Definicja 2.21. Wzor interpolacyjny Lagrange’a Niech F,, = {t;}{} beda sekwencjq m+1

roznych weztow (t;, t; < tiy1) oraz niech

ot —tj

L) =T]—= (41)
j:()t,‘—tj
J#i

wtedy istnieje doktadnie jeden wielomian ¥, € [l.,,', dla ktérego mamy dane punkty

interpolacyjne ¥in(t;) = qi, i = 0,...,m,a ktéry moze by¢ wyrazony wzorem Lagrange’a:
m
p(t) =} Tn(t)1i(1). (42)
i=0

Wzor ten jest inng reprezentacja wzoru Newtona:

¥(t) = ¥(t0) + Flto, t1](t —t0) + ... + Flto, t1,- - 1] (t —10) (£ —11) ... (t — t).

W niniejszej pracy doktorskiej skupimy si¢ na wielomianach stopnia r = 2,3, a wigc

zbudowanych na wybranych (tj. okre§lony numer przedziatu np. i = 0) kolejnych weztach

1., to przestrzei wielomianéw stopnia m
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[tistiy1,ti12] dla r =2 lub [t;,t;11,ti12,t;3] dla r = 3. Dla szczegdlnego przypadku r = 2,

wielomian 5 (¢) ze wzoru (42) jest zdefiniowany jak ponize;j:

(1) = B(t)L(t) + Rt )l (1) + Potir2) liva (1),
gdzie poszczegdlne [ (1) ( gdzie k =i,i+ 1,i+2):

=t [—1liy2 I—tiy1 =1

t—tiy1 11

) i+2
i—tip1 1 —1iy2

livq1(t) =
1) tiv1 —titip1 —tiy2

Dla r = 3 wz6r (42) jest nastepujacy:
%) = BE)li() + B )l () + Bts2)li2 (1) + B (t3) i3 (0),

gdzie poszczegdlne [ (1) ( gdzie k = i,i+ 1,i+2,i+ 3): zdefiniowane sg jako:

=ty E—tig2 T — 143 =t t—tiy2 T—1i43
Li(t) = , i1 () =
L—tiv1ti—tipoti — 13 i1 —Litit1 — i tip1 — 1ig3
I—tiy1 =4 [—1i43 =1 1—tiy1 T—1lip2

l. (t) h— .
y L3
lig3 —lilig3 —Tip1 13 — lig2

liva(t) =
liya —lip1 tipa —Litipo —1ig3

tivo —lit1tig2 — 1

(43)

(44)

(45)

Wielomian (45) jest tozsamy z wielomianem kubicznym zapisanym wzorem Newtona (38).

Wzory (37) 1 (43) (oraz (38) i (45)) wyrazaja te same interpolanty kwadratowe (kubiczne).

W przypadku danych (.9;,, Q) (1. interpolacji nieparametrycznej) konstrukcja wielomianu 9(7)

jest analogiczna jak dla ().

2.6.3 Schemat interpolacyjny Hermita

Interpolacja Hermite’a, zwana réwniez interpolacja z weztami wielokrotnymi, polega na

poszukiwaniu wielomianu p mozliwie najnizszego stopnia r, w naszej pracy jest to r = 3,

ktéry w parami réznych weztach [t,111] ze zbioru 7, = {t;}7", ma dane nie tylko wartosci

pewnej funkcji gy, ale i wartos$ci jej pochodnych: vi. W prostym wariancie takiej interpolacji dla

wielomianu kubicznego uwzglednia si¢ wartosci funkcji { p(tx) = qx, p(ter1) = qrv1} 1 wartosci

jej pierwszej pochodnej {vi, Vi1 } w dwoch punktach {#, ;4 }. Przy takich zatozeniach mozna

zapisa¢ wielomian 5(¢) jako:

H()=F5 (1) + (t — 1) B[t )+ (2 - 66> P [tk s et ]+ (£ - 1) (8 — i) Bs [t Tttt 1], (46)
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Pierwsza i druga pochodna funkcji #3(¢) wyrazaja si¢ wzorem:

B(t) = Blte te] +2(t — ) Btk tios tis 1] + 208 = 1) (¢ — tir) + (6 — 1)) Bt taos s 15 k1),

V() =23t tks i1 ] + 208 — tipr) + 200 — 1) + 208 — 1)1 B [t0 s trv 15 T 1)
47)

Jesli zas rozpatrzymy postaé ogélng wielomianu kubicznego Hermita tj. 5(¢) = at®+bt>+-ct+d
przechodzacego przez punkty {t, %41} dlak =0,...,m— 1 to jego wspétczynniki opisane sg
wzorami:
Ve e Vie— BVt D Vil + 20k — 24504
(tx —te1)3
2 2 2 2
0 Vit 28 Ve e BV Bt B Viers = 28 Ve B Vi = 3Grkt 3G T — 3Gt + 3Gk Bt
- 3
(tx — trt1)
3 2 2 2 2 3
Vi 18] = 2018 Vi~ Bt G Vipt T 5 BV 20 0Vt 8 Vi OGit i1tk — OGkr 1 k1
3
(t — tet1)
2 2 2 2 2 2
B lk+1l/ka+1 T Ve o i Ve - f/§+1lka - ka+1¢;§ + 3Gk 1t 1t~ gttt C]kl/§+1

- 3
(tx —tit1)

b

Y

Y

(48)

2.6.4 Schemat interpolacyjny dla funkcji sklejanych

W przeciwienistwie do metod interpolacyjnych opisanych wczesniej, gdzie istnieje jeden
globalny wielomian dla calego przedziatu interpolacji, tutaj opisane sa funkcje zdefiniowane
jako wielomiany niskiego stopnia osobno dla kazdego odcinka pomigdzy sasiednimi weztami
interpolacyjnymi i nastgpnie sklejone jako jedna funkcja na przedziale [tg,7,]. Te lokalne
wielomiany sa tak dobrane, aby — oprécz warunkéw interpolacji — spetniaé warunki sklejenia

w taki sposob, aby funkcja interpolacyjna definiowata funkcje¢ o odpowiedniej regularnosci.

Kubiczne funkcje sklejane Lagrange’a Majac dane punkty interpolacyjne y(1), y(1), ...
JY(tm) razem z a = 1y, ty, ...,t,, = b mozna skonstruowa¢ kawatkami kubiczny interpolant

$5.i, ktory na kazdym przedziale [t;,1;13] jest zgodny (patrz Def. 2.18) z funkcja y(¢) i spetnia

warunki:
- - - - .. m
'}/37,'(1‘1‘):'}/(1‘1‘), Y3,i(17+1 ):}/(tl-i-l )7 ’}/3,i(ti+2):’)/(l2+2)7 Y3,i(n+3):’}/(n+3)7 glee le? ceey g
(49)
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Dany interpolant w punktach sklejania 7; i #;13 jest tylko klasy C° a jego wzér na kazdym
z przedzialow [t;,1;3] zapisujemy zgodnie z (38). Interpolant okreslony na catym przedziale
m/3
[to, 1] na podstawie (2.3) to ()= Y. .i(t)
i=0
Kubiczne funkcje sklejane Hermita Majac dane y(1y), y(t1),...,Y(tm) razem z a = to,

1, ...,tw = b mozna skonstruowa¢ kawatkami kubiczny interpolant 3 ;, ktéry na kazdym

przedziale [t;,1;11] jest zgodny (patrz Def. 2.18) z funkcja y(¢) i spetnia warunki:

B.iti) = v(t), Biltiv1) = yY(tin1),

V.i(t:) = vi, Vailtiv1) = vir1, gdziei=1,....,m—1 (50)

Interpolant 7 jest klasy C!([a,b]) w weztach #; (C* poza tym) czyli jest ciagly i ma ciagla
pierwsza pochodna na [a,b] bez wzgledu na wybér predkosci {v;}" . Alternatywny do (46)

wz6r Newtona dla %(f) mozna wyrazi¢ jako:
7i(t) = c1,i+ 027,'(1‘ —t) —|—C37,'(t — ti)z +C47i(l‘ — ti)3 51)

gdzie wspotczynniki cy ;, ¢2, €34, C4,; WYyrazaja si¢ wzorami:

Cli = {gi, C2i= Vi,
qi+1—49i Vi v+ Vipl — 24i+1—%
At; At; .
c3; = ————— —c4i\y, cq; = dzie At; =t;11—t; (52)
,L Atl ,L 1y N) (Atl)z 9 g 1 i+ 1

Interpolant ten na catym przedziale [fy,7,] mozna zapisaé na podstawie (2.3) jako ¥3(¢) =
m—1

Y B.i(t)

i=0

Kubiczne funkcje sklejane klasy C? - Splajny Przejdziemy teraz do splajnéw klasy C? tj.

tych, ktére sa dwukrotnie rézniczkowalne w sposéb ciagly w punktach sklejania.

Definicja 2.22.  Rozwaimy uktad m punktow interpolacyjnych
{(t0,q0), (t1,q1)s- -, (tm—1,9m—1) }, gdzie a =19 < t; < ... < ty—1 = b. Splajnem kubicznym

([32]) ¥° = y5(t) nazywamy funkcje okreslonq na przedziale |a,b) i takq, ze:
1. ¥5(t) C C*([a,b)), tj. jest ona ciagta wraz z pierwszq i druga pochodna na [a,b],

2. y,f(t) =7 i) = ak73t3 + ak,ztz +ag 1t +ago, k=0,...,m—2, tj. wewnqtrz kaidego
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podprzedziatu funkcja ta jest pewnym wielomianem 3-ego stopnia (alternatywny wzor

stosowany w tej pracy podano ponizej),

3. Dla kazdego wezta funkcja y>(t) spetnia warunki interpolacji tj. V> (t;)=qu, gdzie
k=0,...,m—1.

Dodatkowo splajn spetnia warunki sklejenia zapewniajace jego zatozona regularnosc:

;

Yeor () = % ()
e () = % (1) (53)

j),ffl(tk) = j?,f(tk), tj. w weztach wewnetrznych, gdy k=1,...,m—2.

\

Wolne parametry vs,...,V,,_2 sa obliczane z warunku ciagtosci drugiej pochodnej interpolanta
tji.: ¥, (t;) = 7 (;). Po uproszczeniu prowadzi to do ukladu réwnari i mozliwo$ci wyznaczenia

tych parametréw, a mianowicie:
Vi 1AL+ 2Vi (At + At) + Vi 1At = by, (54)

gdzie b; = 3(Atiq"A;i—q_"1*1 —l—Ati_]%ﬁ_q"}. Warunek zapewnia gtadko$¢ w miejscach potaczen
funkcji sklejanych. W zaleznoSci jak zostang wybrane wartosci poczatkowe: v; 1 v, mozna
wyr6zni¢ opisane w tej pracy: splajn zupelny (gdy vi = ¥(1) i v, = ¥(t,,)) oraz splajn naturalny
(gdy ¥ (t1) = ¥ (t,n)=0). Ogélny wzér na splajna kubicznego Vg,i : [ti,tiv1] — E" podany jest we

wzorze (51), a jego pochodne spelniaja:
() = coi+2c3,(t —1;) + 3cai(t — ;)7
¥4(t) = 2c3,+6c4i(t —1;), (55)
}/gl(t) = 6c4,.
Wspotczynniki splajna ¢y ; (z k = 1,2,3,4) (z At; = t;11 —1;) zostaly podane we wzorze (52).
W zwiazku z tym, wzory na pochodne zalezne od v; to:

t—1t

. qi+1 —4qi I —1 SN qi+1 —4i 2
(1) =V;+2|3————— —2v; —V; 3|v; i1 —2
’)/‘39”() Vit [ At; vi Vl+1] At; * [V1+VZ+1 At; ]( At ) ’
() = 6%;% —4vi—2vipy +6Vi+Vi+1 —z%zi_qit—ti (56)
3 At; At; At; ’
7 =6t 2
3 (A;)?
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2.7 Ocena zbieznosci schematu interpolacyjnego

W przypadku kazdego ze schematéw interpolacyjnych o jego dokladnoSci decyduje btad
(patrz Def. 2.23) oszacowania pomigdzy zadana krzywa a jej interpolantem. W szczegdlnosci
interesuje nas czy ten blad zbiega do 0 dla m — co. Ponadto wazny jest tez rzad zbieznoSci
okreslajacy ”szybko$¢” zbieznosci.

Wprowadzamy teraz formalne definicje potrzebne do precyzyjnej odpowiedzi na
powyzsze pytanie. Niech (V,|| -||) oznacza dowolna unormowang przestrzen i V= =
IT,,—; Vin reprezentuje produkt prosty (reprezentujacy przestrzen liniowa), wtedy dla kazdego
odwzorowania G : .#,—V* ze zbioru dopuszczalnych prébkowan (patrz Def. 2.13) na V= jest
G(T)=(c1,¢2,...,Cm;...) ={cm}pm_;€V™. Nastepujaca definicja zbieznosci dla schematu
interpolacji nieparametrycznej i parametrycznej okresla predkos¢ zbieznoSci interpolanta do

nieznanej krzywej (patrz [24], [30] lub [33]):

Definicja 2.23. Ciqg {cu};,_, jest okreslony jako rzedu O(0))) (zobacz (19)), gdzie a0 € R
(oznaczone jako c,=0(8%)), jesli istieje stata K>0 taka, ze dla pewnego §>0 i wszystkich
8n € (0,8) zachodzi nastepujaca nierownosé ||cpmlle<K8%. W szczegdlnosci dla (19) i dla
o>0wcy, = 0(8Y) mamy Wlll_rgoHcmHoo = 0 (i stqd takze n%l_r}lzocm =0 € V). Jesli dodatkowo
o > 0 jest maksymalng takq liczba, Ze ||cpm||«<KOF to @ = o jest okreslony jako ostry rzad

zbieznosciw lim ||| = O (i zatem takze w lim c,, = 0).
m-—yoo m—soo

Obliczenie stopnia zbieznosci jest mozliwe po wyznaczeniu biedu interpolacyjnego. Dla
interpolacji parametrycznej btad réznicy pomigedzy krzywa interpolowang ¥ a interpolantem ¥y

na przedziale [a,b] mozna zapisaé z pomoca normy euklidesowej jako:

& = [7(1) = 7(0)ll2+- (57)

* Uwaga: bedziemy pomijaé indeks 2, gdy norma bedzie norma Euklidesowa.
Analogicznie dla interpolacji nieparametrycznej btad réznicy migdzy interpolantem 7

a krzywa 7y jest postaci:

& = sup (|¥(t) = 9(0)[)) = max (|[y(r) = #(1)]) (58)
1€[0,T] 1€[0.7]
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i dla dtugosci danej wzorem d(y) = [i ||7(t)||dt i d(§) = J{ ||§(F)||dt jako:
éq = |d(y) —d(P)]. (59)

*Uwaga: Jezeli wezly sa nieznane to nalezy okresli¢é vy, zeby "uwspdlni¢" dziedziny,
wybor v jest konieczny dla badania odlegtoSci migdzy krzywymi i wplywa istotnie na
asymptotyke dlugosci krzywej (wtedy gdy v nie jest parametryzacja. PrzejScie z supremum do
maksimum w (58) jest tutaj uzasadnione faktem, iz dziedzina [0,T] jest zwarta (tj. domknigta
1 ograniczona), wigc z Tw. Weierstrassa osigga kresy [28]. Algorytm wyznaczania stopnia
zbieznosci w przypadku szacowania trajektorii polega na wyznaczeniu na kazdym segmencie
interpolacyjnym ¢ € [t;,#; 1] maksymalnego btedu réznicy ztozenia przedzialowego interpolanta
Y z v i krzywej ¥:

Em=sup ([¥(t) = (Frow)®))= max (|[¥(r)—(Fow)®)]) (60)

r€(titisil 1€[tistivk]

W obliczeniach numerycznych do tego celu zastosowano funkcje MaxValue pakietu
Mathematica. Nastgpnie dla danego m wyznaczamy dzigki funkcji Max najwigkszy btad &,
na przedziale [0,7]. W przypadku obliczania btgdu oszacowania dlugosci interpolanta d(§o y)
z d(y) dodatkowo nalezy sumowac czastkowe btedy dtugosci. Do okreslenia skali zbieznosci o
wykorzystano regresj¢ liniowa /m = Normal[LinearModelFit[datacz, xx,xx| do pary punktow
{(log(m), —1log(&n)) fm=. Wspétczynnik regresji odczytany z prostej regresji [m pokazuje
warto$¢ predkosci zbieznosci interpolanta ¥ o y do krzywej v, gdy zwigkszamy ilo$¢ punktéw
interpolacyjnych. Warto tu zwréci€ uwage, ze program Mathematica krzywa regresji rysuje
na podstawie rozrzutu punktéw jako funkcje liniowa najlepiej dopasowang do zbioru. Nie
zawsze wspotczynnik o odczytany z krzywej regresji wskazuje na faktyczna zbiezno$¢. Pokaza
to w niektérych przyktadach rysunki rozmieszczenia punktéw {(log(m),—log(&,))pnm i
uzyskane wspoétczynniki regresji. Do testow numerycznych wykorzystano pakiet Mathematica

kolejno w wersjach 8.0, 10.01 12.0.

Duza czesé obliczen zostata wsparta przez zasoby obliczeniowe klastra obliczeniowego ACK

Cyfronet AGH oraz platformy PLGrid.

Programy do testow numerycznych zostaly podlinkowane w bibliografii na pozycji [49].
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2.8 Podsumowanie

W nastepnym rozdziale przeanalizujemy przedzialowo-kubiczna interpolacje klasy C°
tj. interpolacje, ktdra na taczeniu kolejnych funkcji kubicznych spetnia tylko warunek ciaglosci.

Przypomnimy najpierw klasyczne wyniki dotyczace rzgdu zbiezno$ci dla interpolacji
parametrycznej a nastgpnie rozszerzymy te wyniki na interpolacj¢ nieparametryczna
w kontekscie wyboru dla #; parametryzacji wyktadniczej w oparciu o Q,, oraz wielomiany

kubiczne.
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3 Przedzialowo-kubiczna interpolacja klasy Cc?

i parametryzacja wykladnicza

W ponizszym rozdziale zostala przeanalizowana nieparametryczna interpolacja
przedzialowo-kubiczna klasy C” na bazie wielomianu Lagrange’a stopnia 3 przy zastosowaniu
parametryzacji wyktadniczej z A € [0, 1|. Wyniki pracy doktorskiej z tego rozdziatu zostaly
opublikowane w [3], [4] i [7] oraz przedstawione takze na konferencjach m.in. ICCS 2020,
MMA’19. Stanowia one rozwinig¢cie 1 kontynuacje rezultatow z [24], [34] odnoszacych si¢ do
przedziatlowo-kwadratowej interpolacji Lagrange’a i parametryzacji wyktadnicze;.

W przypadku interpolacji parametrycznej w oparciu o (%, Q,,) ma miejsce nastgpujace,

cytowane juz wczesniej, klasyczne twierdzenie:

Twierdzenie 3.1. Niech y € C"! bedzie krzywq regularng 7y : [0,T] — E". Zatéimy, ze wezly
{ti}, € V@ (gdzie V' to rodzina probkowan dopuszczalnych) sq zadane a priori. Wtedy
kawatkami sklejany wielomian Lagrange’a stopnia r, ¥, skonstruowany na bazie Iy, i Q,, daje
ostre oszacowanie [1]:

h=y+0(8,M). (61)

W szczegolnosci dla r=2 funkcja ¥ (tj. kawatkami kwadratowy wielomian) a dla r=3 ¥ (1j.
kawatkami kubiczny wielomian) we wzorze (61) daje odpowiednio ostry trzeci i czwarty rzad

zbieznosci.

Powstaje pytanie czy podobne wyniki mozna uzyska¢ dla przypadku interpolacji
nieparametrycznej §, oraz parametryzacji wyktadniczej. Odpowiedz na to pytanie dlar =2,3,4
iA=1orazdla A €0,1)ir=2 zostata udzielona w pracy [1]. Przypadek interpolacji
nieparametrycznej i wielomianu Lagrange stopnia 2 oraz jej reparametryzacji zostal opisany
m.in. w pracy [34], [30]. Pierwsze z twierdzen, ktére udowodniono i potwierdzono tam

eksperymentalnie to:

Twierdzenie 3.2. Niech y bedzie krzywq regularng klasy C*([0,T]) w E", gdziek > r+1ir=
2,3, prébkowanq dopuszczalnie (19). Niech %, : [0,T] — R" bedzie interpolantem kawatkami

sklejanym stopnia r zdefiniowanym na Q,, z weztami t; okreslonymi przez parametryzacje
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dtugosciq cieciwy (31). Wtedy istnieje reparametryzacja ¥ kawatkami klasy C" i taka, Ze

v:[0,T] — [0,T), ktéra spetnia:
frow=y+0(5,"). (62)

Oszacowania w (62) sq ostre.
Zatem rzedy zbieznosci trajektorii ¥ do 7y odpowiadajq tym dla przypadku danych

niezredukowanych.

W powyzszym twierdzeniu funkcja y : [0,7] — [0,7] jest kawatkami sklejana funkcja
kwadratowa (kubiczng) Lagrange’a taka, ze dla [t;,7;12], ([[ti,ti+3]) V(&) =, k =1i,i+ 1,i+2,
(k=1i,i+1,i+2,i+ 3). Poréwnujac (61) z (62) dla r = 2,3 wprowadzona parametryzacja
skumulowang dtugoscia cigciwy daje te same rzedy zbieznoSci oszacowania trajektorii, co
standardowe interpolacje kwadratowe i kubiczne. Warto tu réwniez zauwazy¢, ze dla r = 4
(sklejane wielomiany rzgdu 4) i A = 1 (patrz (31)) nie ma przyspieszenia do rzgdu 5 tak jak jest
to w przypadku 75 (patrz [35]).

Kolejne twierdzenie z [30] dotyczy probkowania mniej lub bardziej réwnomiernego,

interpolacji kawatkami kwadratowej oraz A = [0, 1) z parametryzacja wyktadnicza (30).

Twierdzenie 3.3. Przypusémy, ze y jest krzywq regularng C3([0,T]) w E" prébkowang mniej
lub bardziej rownomiernie (patrz Def. 2.14). Dla Q,, i nieznanych {t;}'* , rozwaimy nowe wezty
{fi}1, okreslone wedtug formuty (30) dla A € [0, 1]. Wtedy istnieje funkcja kwadratowa vy :
[ti,ti12] = [fi,fiy2] taka, Ze dla kazdej A € [0,1):

D

YioWi=7+0(0n) (63)

Dodatkowo dla przypadkéw probkowania réwnomiernego {t;}", i A € [0,1) lub A =1 z
{t:}1% ) spetniajacych warunek dopuszczalnosci (19), gdy ; jest reparametryzacjq to na kazdym
[ti,tis2] otrzymujemy:

pioy;=y+0(8) (64)

“Uwaga: p; R - R"ip; = )727,~|[;i7;i+2], ¥ jest wielomianem rozszerzonym na dziedzing

liczb rzeczywistych a 9, ; jest obcigciem ¥; do przedziatu [t;, 74 2]. Zabieg taki jest podejmowany
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w testach numerycznych i dowodach twierdzef ze wzgledu na to, iz funkcja y; moze nie by¢
iniekcja 2 i poza tym moze zachodzi¢ [f;,7;12] C w;([ti,t;12]) (funkcja w; moze odwzorowaé
[ti, ti k] W wigkszy zbilr niz [f;, ;] wtedy 7 tez musi tam istnie¢). Ostatnia zalezno$¢ powoduje
trudnosci w obliczeniu 9, ; o y; (ale nie P ; o y;). Jesli udowodnimy asymptotyke dla 9 ;, to na
wezszej dziedzinie tez jest to prawdziwe czyli prawdziwe dla $» ;. Nalezy przypomniec, ze gdy
A =0 to {#;} sa réwnoodlegte, wiec nie uwzglednia si¢ geometrii rozrzutu Q,,, a dla A =1
jest ona uwzgledniana. Zaskakujace jest to, ze wsp6tczynnik zbieznosci a(0) =11 a(1) =3
(patrz Def. 2.23), ale @(A) nie zmienia si¢ w sposéb ciagly od 1 do 3 przy A € [0,1]. Dlar =2
i A €[0,1) mamy stata asymptotyke o(A) = 1, ktéra skokowo przechodzi w a(l = 1) = 3.
Pojawia si¢ pytanie czy taka zalezno$¢ przenosi si¢ na przypadek r = 3.

Analogiczne zaleznoSci po wstgpnych eksperymentach zostaly zaobserwowane dla
wielomianéw sklejanych kubicznych Lagrange’a klasy C°. Ponizej przedstawiony zostat
algorytm, twierdzenie i dowdd dla przypadku nieparametrycznej interpolacji kawatkami
kubicznej opartej na wielomianie Lagrange’a. Jest to pierwszy gléwny wynik napisanej pracy

doktorskiej - patrz [3], [4] 1 [7].

3.1 Szacowanie trajektorii przedzialowo-kubcznym interpolantem klasy

C" w oparciu o dane zredukowane
Schemat interpolacyjny Lagrange’a dla przedziatowo-kubicznej interpolacji klasy C° zaktada

nastepujace kroki:

* Dla wartosci {¢;,qi+1,9i+2,9i+3} interpolant 5 ; : [#;, 73] — E" spetnia 35 ;(7i1 ;) = i+,

dla j =0,1,2,3 (gdzie #;1 j definiuje si¢ zgodnie z (30) dla A € [0,1))

* Zgodnie ze wzorem (5) 95 ; tworzy kawatkami-kubicznego interpolanta 5 : [fo=0,%,,] —

[E" opartego o dane zredukowane Q,, oraz {f;}!" , (patrz Rys. 19)

Dodatkowo do przeprowadzenia dowodéw postawionych twierdzenn potrzeba podjac

nastepujace kroki:

’Iniekcja - funkcja, ktérej kazdy element przeciwdziedziny przyjmowany jest co najwyzej raz, inaczej
réznowarto$ciowa.
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Rys. 19. Konstrukcja interpolanta kawatkami sklejanego %i na kolejnych przedziatach [f;,7;3]

i+37

zbudowanego w oparciu o dane zredukowane {g,}'"].

* Rozszerzmy dziedzine kazdej funkcji #3; z I = [fi, i3] do R definiujac zmodyfikowane
interpolanty kubiczne 5, : R — E", ktére spetniaja warunki % ;(fit ;) = gi+; oraz’

Vil 5] = P

» Wprowadzmy funkcje y3 ; : [ti,ti43] — [fi,i1-3], ktora jest podobnej postaci co 93 ; i spetnia

warunki interpolacyjne na weztach tj.:
V3,i(tivj) = Tt

dla j = 0,1,2,3. Jesli funkcja y3; odwzorowuje I; = [t;,t;13] na I; = [fi,fi13] wtedy
PioWs; = 150 y3,;. To ostatnie jest prawda jesli np. y3; > 0 czyli, gdy y;3; definiuje

reparametryzacje I; na f,

3.1.1 Rzad zbieznoSci w szacowaniu trajektorii y

Konstrukcja interpolanta pozwala dalej oszacowaé predkos¢ zbieznosci 7o y do krzywej y. W
niniejszym rozdziale rozszerzamy istniejace wynikidlar=21iA € [0,1) orazdlar=3iA =1
z pracy [1].

Pierwszym gtownym rezultatem niniejszej pracy doktorskiej (patrz [3]) jest nastgpujace

twierdzenie:

Twierdzenie 3.4. Niech y: [0,T] — E" bedzie krzywa regularng klasy C*([0,T)) (patrz Def.
2.8) zadang w przestrzeni Euklidesowej E" probkowanq mniej lub bardziej rownomiernie (patrz

Def. 2.14). Zatoimy, ze Qn okreSla dane zredukowane z nieznanymi weztami J = {t;}7"

3Definicja odcigcia zostata opisana w uwadze do Tw. 3.3
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skompensowanymi przez parametryzacje wyktadniczq (wzor (30)) (gdzie A € [0,1)). Zachodzi

wtedy nastgpujqca zaleznos¢ (na przedziale [0,T]):

Bioysi—Y=0(8y), dlalel0,1). (65)

Stad c(A) = 1dla A € [0,1).

Dodatkowo w przypadku, gdy , = {’T Y jest probkowaniem réwnomiernym (lub A =1
daje skumulowanq dtugosc cieciwy - zobacz tez [33]) mamy przyspieszenie rzedu zbieinosci
w (65) (gdzie rowniez asymptotycznie 3 ; > 0 oraz V3, = ¥3;) z liniowej na czwartego rzedu
i zachodzi:

PBiowsi—y=0(8). (66)

Dowdd. Dla [t;,t;,3] definiujemy funkcje btedu: fi(r) = (% o w;)(t) — ¥(¢)¢. Uwzgledniajac,
ze fi(tirj) =0 (dla j = 0,1,2,3) zgodnie z Lematem Hadamarda (Lem. 2.5) mamy na

podprzedziale [;,;43]:
[it) = (=)=t (1 = ti2) (1 = 1i13)O[(Fro i) V(1) — v (1))
= 0(8,)- O((Brow) (1) =y (1)), (67)

Korzystajac ze wzoréw na rézniczkowanie funkcji ztozonej otrzymujemy:

(Frown) W () = 63" ()07 (1) Wile) + 3% (1) 97 (1) + 4% (E)¥i(1) (o), (68)

z pochodnymi zaleznymi od 7 lub 7 = y;(¢) wyrazonymi odpowiednio przez notacje z kropka
lub z apostrofem. Laczac ostatnie réwnanie z (67) i faktem, iz y € C* zdefiniowane jest nad
zbiorem zwartym [0, 7] (tj. z tw. Weierstrassa mamy ograniczonos§¢é 7(4 t) funkcji ciagtej na

[0,T]) otrzymujemy:

£it) = 080" (0)¥7 (1) i(1)) + O(F ()W (1)) + O(F (F) ¥ (1) W,(1)) + O(1)). (69)

W nastgpnych krokach okreslimy asymptotyke poszczegdlnych komponentéw ze wzoru

(69). W tym celu najpierw oszacujemy odpowiednie pochodne funkcji y; i .

dZostato uzyte skrécone oznaczenie dla obu funkcji kubicznych y3;=Vy;and B3, = ¥
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A) Oszacowanie asymptotyczne pochodnych funkcji y;.

W celu okreslenia asymptotyki pochodnych y; zostanie uzyty interpolacyjny wzér Newtona -

(Def. 2.20) definiujacy y; w oparciu o réznice dzielone. Zgodnie z nim dla 7 € [t;,t;43] = I;

mamy:
Vi(t) = wilti] + wilti tia ] (t — 1) + Wittt ] (E — 1) (6 — tig1) 0)
FWiltitiv 1t i3 ) (t = 1) (t —ti1 ) (T — tig2).
Obliczajac pochodne y, {r i { mamy:
Vi(t)=ilti i1 ]+ (2t —ti—ti 1) Wilti ti 1 tig 2] (= tig 1) (= ti12) o
+(t —1;) (t—tip1)+(t — 1) (1—tip2) | Wi ti, ti 1, L2, 1 3],
a w konsekwencji:
Wi(t) =293ty tis 1, tiga) + 23t —tigo — tiv1 — ) Wilti, tig1, 12, iy 3] (72)
oraz.
Vi(t) = O0Wilti i1, tit2, it 3] (73)

Z wzoréw (71), (72) i (73) wynika, iz oszacowanie asymptotyczne dla pochodnych v, W, ¥/,
na kazdym I; wymaga oszacowania asymptotyki poszczegdlnych réznic dzielonych: y;[t;,t;+1],
Vilti tiv1,ti2] oraz Wilti tiy1,ti0,513). Poniewaz w(t;) = 7;, a te ostatnie wartosci zaleza od
qi = Y(t;) wigc w tym celu zastosujemy dla y rozwinigcie Tylora (korzystajac z faktu iz ¥ jako

funkcja ciagta na [0, T] jest funkcja ograniczona):

(tiy1—1;) ..

Plti)=¥(t) = (i1 — 1) [V(t3) +————=7(1) + O((tis —1:)?)], (74)

bo %,5) =0(1)dlaé €[0,T]. Formuta (74) w potaczeniu z (30) oraz ||v|| = <V,V>%, gdzie (-,-)
to kanoniczny iloczyn skalarny w E” (patrz takze [30], gdzie zostata przeanalizowana funkcja

kwadratowa y, ;) prowadza do:
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o[>

Wiltin)-Wit) _ficr-fi 00) [[7(e)-v@)I* ((r(Ea)-¥(0) | (r(ti1)-¥ (1))

Vil ti = T ot Gty B
—=a =b =C
2@ = Lip17ti 2 . li1 7t A
7y Uera=ta) F((¥(8) + 5 Vi) + O(ti1+4:) 7)) | (7(8) 5= ¥(11) + O( (1 4)?))) 2
N i1t
(75)

Teraz zgodnie ze wzorem na kanoniczny iloczyn skalarny mamy:
{((a+b+c)|(a+b+c)) = (ala)+(alb)+{a|c)+(b|a)+(b|b)+(b|c)+{c|a)+{c|b)+{c|c) (76)

Takie krzywe sa reparametryzowane przez dtugos¢ tuku i stad ||7(r)|| = 1 i dalej (y(r)|7(¢)) =

(dla kazdego t € [0,T]) - patrz [31], [36]. Z iloczynu skalarnego wynika (7(¢)|¥(¢)) = 0 (patrz
przypis ), wigc odrzuca si¢ niektére wyrazenia z rozwinigcia Tylora dla ||y(ti+1) — v(#:)]|-
Dodatkowo wiemy, ze ¥ = O(1) wigc (¥]¥) = O(1). Biorac powyzsze warunki pod uwage i

fakt regularnosci krzywej: v tj. (ala) = (7|7) = 1, wzbr (75) mozna zapisaé jako:

=1 =0(1)
Wiltistis1] —(tiJrl_ti)ij/(ti)W(ti))+M(<’y(ti>|7<ti)>)2+0((l‘i+1—ti)2)+0((ti+1_ti>3)]%
iltisti = P—
:(fi+1—ti)}”[1+O((t,-+1—t,~)2)]%
liy1—t
(77)

A
2

Ze wzoru Tylora dla funkcji f(y) = (1+y)Z w y =0 i faktu, ze i f/(y) = 4(1 +y)2"!

otrzymujemy rozwinigcie:
A A
fO) =1+ (1+8)2"y, dla g €[0,y), lub (y,0] (78)

Oczywisciedla0 < { <yluby<{ <0to % (1 + C)’ '=0(1). Podstawiajac za y = O((t;; 1 —

t;)?), mozemy przeksztatci¢ wyrazenie z (77) na:

Viltitin] = (i —t)* T 14H0((t1—1)D)] = (tip1 =)+ O((ti—) Y (79)

[ 7(6)|> = 1 — (3(1)|#(t)) = 1. Stad rézniczkujac obustronnie mamy ((7]7))" = 1" — (1|¥) + (#]7) = 0.
Ostatecznie poniewaz iloczyn skalarny jest przemienny (nad ciatem rzeczywistym) to 2(y|¥) = 0.
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Zauwazmy iz ostatni krok w (79) wykorzystuje mniej lub bardziej réwnomiernos¢ i fakt, ze

A—1<0:

Bom <tiy1—1; < 6y,
B/l—lérzlt—l > (tiJrl _ti)l—l > SrilL—l7 (80)
(ti1 —t)* P =050 7).

Analogicznie jak w (75) mozna pokazac dla ;[t;; j1,ti+ j+2] gdzie j = 0,1 iz:

iltigjtotiv o] = (tisjer — tis )+ O((tisjra — tivje)* ) = 08571, (81

] _ Yltis tivo]—Wltitivi]

e uwzgledniajac 0 < (fig 41 — i) (tipa — ;) 71 < 1

Wz6r na Wit ti 1,82

(dla j =0,1) oraz (75) i (81) prowadzi do:

ot VAL (4 )AL
Yiltstisn tig] = 2SSO (01 )0 (111 —1)1)=0(8], 7). (82)

liy2—t

Analogicznie uzyskujemy:

o NA=L (4 g A—1
Wilteg, i, tiya]= i)Vt 4 O((17,3-1;10) M HO((tir2-1:11) ) =0 (84 72). (83)

tit3-tit1

Faczac dalej wzory (82) i (83) trzecia réznica dzielona redukuje si¢ do:

(ti+3‘ti+2)l_l_(ti+2‘ti+l)l_l (tio-ti)) = (tig 1)
i\t Ly tip3] = - (84)
Villstivt iz i (tu3-ti1)(tiz—ti) (tio-ti) (tizti)
N O((tia-1is2) " ™ HO((tea—1ip1)* ) O((tip2-tey ) HO((ti1 -1:)*)
(tia~tin1) (ts-ti) (tia-ti) (tiyz~ti)

Szacujac, ze 0< (i jo-ti ji1) > ((ta-ti1) (tira 1)) '<V10< (tep 1 ~tij)? ((tia-1:) (tig3-1;) ) 1 <1
(dla j =0, 1) oraz uwzgledniajac wyrazenie |t -t | <tir3-t7=(tir1-t; H(tis2-ti01 FHti13-1112) <30,
zachodzace dla kazdego t,1; € [t;,t;43] (z k = 0,1,2) formuta (84) uzyta razem z warunkiem

mniej lub bardziej réwnomiernosci (patrz Def. 2.14) prowadzi do (dla A € [0,1)):
[+ _ A=3 A-1y _ A3
Viltistiv1,tivastiva] = O(8, ") +0(6, ) = 0(6, ). (85)

Laczac razem wzory (71), (75), (82) i (85) pierwsza pochodna ; szacuje si¢ jako:

Wi(t) = 08, ")+ 0(8,) - 0(8;, %) +0(8,) - 0(8,, ) = 0(8,, ") (86)
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Podobnie korzystajac z (72) i (75) oraz (82) i (85), dla wyzszych pochodnych yr oraz ¥/

zachodza nastgpujace asymptotyczne oszacowania:

Wi(t) = 0852 +0(8) - O(8) ) = 0(8 %) oraz  ij;(t) = O(8; 7). (87)

B) Oszacowanie asymptotyczne pochodnych 7

W tej czgsci dowodu oszacujemy pochodne funkcji §; : [f;,243] — E” okreSlone w (68). Wz6r

interpolacyjny Newtona zostanie zastosowany ponownie do ¥ dajac (dla kazdego 7 € R):

%(f) = y[tl]+%[llvtl+1]( )+%[tl7tl+lall+2](t f)(t _tz-l-l)

+Vilfi Biv 1, Ty, tiga) (F— 1) (F — fi1) (T — fig2). (88)

Stad dale;j:
V' (F) = 2%[fi, fir , Figa) + 2(3F = fin — Fipr — ) Bl Bir  Frn, B3], (89)
%//(f) - 6%[ﬂ7fi+l7fi+27i\i+3]' (90)

Podobnie jak dla y;, najpierw zostana obliczone rzgdy oszacowania dla réznic dzielonych:
YVilti, fiv1), ¥ilfistiv1, fig2) 1 Vilfio fiv1, figa, £y 3]. Korzystajac z (30) mamy:

?v’i(fi+1)—7i(fi): Y(tiv1) — y(t) .
liv1 — 1 |Y(tie1) — () || *

Willis fi1] = oD

Rozwinigcie Tylora zastosowane do y(r) = y(t;) + y(t:)(t — ;) + @(r — )2+ 0((t — 1;)%),

uwzgledniajac ||7(7)]| = 1 (wraz z (y(¢)|¥(¢)) = O - patrz przypis e) oraz wzor (76) prowadza

do:
it == | () = V@) P = () = Y i) = v E 2

= G - T 4010 300+ L 0 -1 22

=1 =0
— (=) (O 7+ 5= G + 1001~ 1))+
Ly =0(1) o .
+ U = T+ 0] O((t1 102 + 011 1)) =
92)
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o[>

= (tir1 — 1) (1 + O((ti1 — 1)?) + O((tix1 — 1)) + O((tis1 — 1;)*))

= (tip1 — ) [1+ O((tix1 — 1) D)7 = (ti1 — ) [1+ O((ti1 — 1:)%).

A
2

o>

W ostatnim kroku wykorzystujemy zalezno$¢ z Tw. Tylora dla (1 + x)2 wyprowadzong

wezesniej dla y pod wzorem (77). Stad z (74), (91) i (92) otrzymujemy:

Yltipr) — V(6 @)t — 1) + =i (t:) + O((tiy1 —1:)?)

Hlinhi] = =5 = )~ o) TP -
(i =0 [7() + (1) + O((ti41 — 1))
(ti+1 —tz) [1 +O((tl+1 t,) )] ’

i dalej z twierdzenia Tylora (1+0(x))~! = 14 O(x) (dla x oddzielonego od —1) mozna zapisac:

lidier] = (o1~ 0700+ = 500) 1001 — 11+ O((1 —10)] =
= G110 1300 + D 500) 401~ 1)+ 1) O —1)+
vt

+ ¥ O((ti1 —1)* + O((tig1 — 1) )]

= (=)' A1)+ 500 041 -1

(93)

Analogicznie:

M?@iﬂ) +O0((tisa —ti11))]. ©4)

Vilbii1,fiia) = (tivo — 1) A7) + >

Z formut (93), (94) oraz fi1jy0 — fivk = (fivxro — fiokr1) + (Fiogr1 — fiag) (dla k= 0,1)

uzyskujemy asymptotyczne oszacowanie dla ré6znicy dzielonej drugiego stopnia:

(tiri2 — fi+k+1)l_)L [V(tivks1) + —ZHHZ?HHI Y(tirks1)]
(iykr2 = fivirt) + (Biraa1 — i)
(k1 —tive) A Tt + R ()]
(Firrr2—Tivar 1)+ (figkr1 —Tix)
O((tiskr2—tivir1)?) + O((tivkrr1 —tirs)?)
(Tiprr2—Tipar 1)+ (firr1—Fik)

Vilfivis fivkrt1,fivirn) =

+

(95)
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Korzystajac z (92) wyrazenie 1/mianownik z (95) szacuje si¢ nastgpujaco:

<

1
0< <
(tisks1 — li+k)7L (14 O((tighr1—tik)?)] + (fiekr1 — fi+k)’l 14+ O((tikr1 —tisk)?)]

<

1
(tivnr1 — i) 14+ O((tionr1 — tink)?)]

Y

(96)

i ostatecznie korzystajac z rozwinigcia Tylora dla y = llﬂ = 14+x+0(x*) = 14+ 0(x), gdzie za

x podstawiamy O(t; 11 — ;1)) otrzymujemy dla (96):

1
(tipks1 — Lipl)* 14+ O((tip 1 — tign)?)]

= (tister1 — tisk) 14+ O((tirir — tivi) D). (97)

Wstawiajac (97) do (95) oraz korzystajac z ||a+b|| < ||a|| + ||5|| otrzymujemy:

(tivkr2 = tivks1 )172& 17(tirar1) + W#y(tﬁkﬁ )
14+ O0((tiykr2 = tivas1)?)
(tiskrt — i) 227 (tik) + B (1) |
14+ O((tiyhs1 —tivi)?)
IO((tisira = tivir )™M | 10(tisrr — i) * )| _
1+ O((tirsn — tishs1)?) 1+ O((tiprs1 — tisk)?)
= O((tiirr — tivie1) ™) + O((tigseyn — tivks1) >4 +

W Vilfisk, Fikr 1 Fivrs2] || <

HO((tikr1 — tivk) ) HO((tikg1 — 1)) =
:0<(ti+k+2 - ti+k+1)gmm(l))—FO((lijLl — ti+k)gmin(}t)), (98)

gdzie gpin(A) = min(2—A,1-21). Ale 1 =24 <2—A (dlaA € [0,1))i f(x) = (1+x)~! )

f(0) + #,é)x. Pochodna f/ = (1;16)2 i0< & <xlubx<E& <O0. Poniewaz x = O(x) i jest

oddzielone od -1 wiec (1 +x)~! = 1+ O(x). Mniej lub bardziej réwnomiernos¢ {#;}",

(wymagana kiedy 1 —2A < 0) potaczona z ||7()||*> = (7(¢)|7(t)) = 1 prowadzi do:
[ Flfikes Bihr 15 i) | = 0(551_2/1) + 0(3;121_1) = 0(5,111_2%7
co zgodnie z Def. 2.23 oznacza iz:
Filliskofrsirr Biokra] = O(8p ). 99)

W celu zbadania asymptotyki %[t;,f11,%42,54+3] uwzglgdniamy wzér (95) oraz zaleznos$é
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0 < ftiv3-t;=(fir3 — -fir2)+(Eiva - fiv1) + (fiy1 - 1;). Zatem, jak poprzednio, dla parametryzacji
wyktadniczej (30) zachodzi (f;13 — ;) ™' < (fyyp1 — i)' (dlal = 0,1,2). Stad z (95) trzecia

réznica dzielona % |f;, fi1 1,512, fi13]:

Filtietsfivosiea) =Tl fiesfiva] 1 [ (3 —tie2) T [2) + 52 (040
- - T ha—ty (fry3—tiv2) +(fia —fig1)
(- te) A S ()] O((tis3-ti+2)*)  O((ti2 —ti+1)?)
(fir3-tiv2) + (fy2 - fin1) (fivs -T2 HEiva-tinn) (s T H i)
(v = 1) A ) 2 )] | (e —0)' A () + ()]
(fiya —fix1) + (i1 — 1) (fi2 —fip1) + (fip1 — i)
O((ti2=1:41)?) O =1 ) (100)
iz —fir1) + G —5)  (ra—fier) + (Fipn — )/

Podobnie jak dla (98):

(ti43 — ti2) P (ti2) + 252 (1140 |
1+ 0((ti+3 — ti42)?)
(tiz = e ) 3P0 B ()| O((tis — 1i2)> M) || [O((t142 - 101) 22|
1+0((ty2 - ti41)?) 14+0((tiz - ti2)?)  14+0((tis2 - 1i1)?)

||’j7l'[i\l'7fi+17fi+2>fi+3] || S

+2

Uwzgledniajac (92) oraz korzystajac z (100) i 1 —3A4 <2 —2A (dla A € [0, 1]) zachodzi:

Wl tic1, B2, Bies] = O(8173%). (101)

Eaczac (101) z (90) uzyskujemy:

7'(0) = 0(55). (102)

Podobnie korzystajac z (89), (90) oraz (99) (dlaf € y;([t;,#;+3])) otrzymujemy:

F(E) = 0(8L M) 4 2[(F —tign) + (F—Fipt) + (F—1)] - O(81734). (103)

Korzystajac z (86) oraz z Tw. Lagrange’a dla dowolnego 7 = y;(t) € y;([t;,2;+3]) (dla j=0,1,2

it € [t;,t;+3]) istnieje & € [1;,1;1.3] takie, ze:

ey = YOI i) @) e —1y) = 08 )0(5) = 0(8). (109
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Podstawiajac (104) do (103) otrzymujemy:

#(5) = 0(8, ). (105)

C) Oszacowanie roznicy f; = ;0 y; — 7.

W ostatnim kroku wykorzystamy uzyskane asymptotyki do oszacowania f; = ¥; 0 y; — ¥ (na
kazdym ;) i dla dowolnego A € [0,1) (patrz (69)). Laczac (86), (87), (102) i (105) w (69)

otrzymano:
L 0" (E)Y(0)¥(1)=0(8,*)(0(8,,4))*0(8,4)=0(8, 4324 72+4)=0(8,,%),
2. (YD) (1)?) = 0(8,24)(0(8,*4))* = 0(8,~+24) = 0(8,).
3. 0 (W) (1) = 0(8,724)0(8, 1) 0(8,7+4) = 0(8, 14 734) = 0(8,)

Wstawiajac powyzsze formuty do (67) uzyskujemy:

filt) = 0(8,)-10(8,7*)-0(8;*7%)-0(8,72) +0(8,)-0(85;* )

+0(8,7*4)-0(8,7")-0(8,7%) +0(1)),

co ostatecznie dowodzi (65) z Tw. 3.4 (dla A € [0,1)):

fit) = 0(88)-[0(8,) + 0(8,) + 0(8,°) + O(1)] = O(8).

D) Rozwazymy teraz jeszcze dwa szczegllne przypadki:

D1) .7, rownomierne,

D2) A =1.

D1) Obliczenia dla przypadku probkowania réwnomiernego 7, = {% "o do policzenia
asymptotyki (66) z Tw. 3.4

Dla specjalnego przypadku prébkowania réwnomiernego (27) (gdzie B = 1 - patrz Def.
2.14) wzory (75), (82) 1 (84) (dlaA € [0,1)) przy warunku #;43 — tj12=ti+2 —tix1=tir1 —t;=0p,

upraszczaja si¢ do:

Viltivntivren] = (trrsn —tin)) T H O((tip11 — i)™, edy 1=0,1,2
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oraz

li iT1 — (i —t

O((tix1 —t; 141
Vilti,tiy1,tiv2] = + (ti1 =10 =0(8})  (106)

2 tiya—ti
(li+3—fi+2)*1+l—(li+2—l‘i+1)*1+l B (ti+2_ti+1)7l+l—(h‘+1—ti)*1+l
i il liy2—li
ll/i[ti7ti+lati+27ti+3] = i i l l .

liy3—1

Olss2=15:1) " +0((t3—1102)' ™) | O(te1 =) ) +0((3s2=13:) )

T i il lig2—ti <
liy3 =1
O((tis 14k — tivi) A1

(tig14k—tivk)?
gdzie k =0,1,2.

Podobnie w przypadku pochodnych y wzory (86) 1 (87) upraszczaja si¢ takze do:

Vi) = 827 +0(8E™), W) =0(8}) oraz i(1)=0(5E").|  (107)

Widaé tez z (107), ze w tym przypadku y; > 0 asymptotycznie. Zatem dla prébkowania

rOwnomiernego {%}T: o> 09dwzorowanie ; definiuje reparametryzacj¢ /; na I;, dla dostatecznie
duzych m, a wigc mozna tutaj okreslac interpolanta §(7) zamiast ¥(7).

Oszacowanie 9(f) dla (27): Druga réznica dzielona (34) dla k = 0, 1 spetnia zaleznos$¢:

(tivkr1 —litk) ..

\Filites Tt ||| = || ik —fi+k)l%[7’(fi+k) + Y(tivi) + O((tigr+ —fi+k)2)] H

2
- . tivk1-tivk) ..
< [ tsa-tis) (|w<r,~+k>u+\ )| (L)
=0(8)7H).
Po uwzglednieniu obu zaleznoSci tiskio—tivk1=tiski1—tick = Om

i )=o) FO((tia01 —fis1))  uzyskujemy w tym wypadku "przyspieszenic”

asymptotyKki trzeciej r6znicy dzielonej (korzystajac tez z (108)):

(tiskr2 =tk ) A [P (tipnsn) + M?(Iiﬂ&l)] + O((tiis2 — tigks1)?)]
(trstr2 = tirkr ) [T Otk = tivres 1) D))+ it — i) 1+ O((trar1 —tirk)?)]

Viltivk1s Tiprra) = Fillivko figis]

litk+2 —litk

H?A/i[ﬁ+k>fi+k+l,fi+k+2m = ’

B (i1 —tips) ™ [Y(tﬂrk)+My(fi+k)+0((fi+k+l —ti41)?)]
(tiir1—tir)* 2HO((tipas1 — tivi)?)]

(108)
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We wzorze ponizej zostal wykorzystany wzor Tylora dla pierwszej pochodne;:

V(tiinr1) = Vtiok) = (tiks1 — tik) V(tiok) +O(tisrrt —tink)?) (109)

=(tirri2-tiskr1)> 1O 1) | 1Otk —tivis 1) D] =0tk ~ tivrrn) )

= 0(83%)

i mozna oszacowaC (A =t g17+1 —tirkry dlal =0,1,2):

[P(teiiern) - V() +5 (Plipai) - F(tiek) ) H O(A)?)
24O ( (i1 ~ tivir1)?)

1-2A

| Fillise it s ] || < (Bipder2=tipderr)

(fithep1 ~tirk)

(ot 2 i 9000 0007 | 0Lzt )

I ponownie w czwartej réznicy dzielonej (k = 0):

Villivrr 1 Tkt bieiq3) — Billieio ligi1 s Figkt2]
Livk+3 —livk

| Felfites Tkt 15 Bk kv 2 Fiket 3) || =

(tikts = tivki2) " [Wtiorsa) + Mi’(mku) + O((tiskt3 — tivkr2)?))

(tivk+3 — lipkr2) 2 34+ O((tisks 3 — livir2)?)]

(tivrs2 — fi+k+1)1_)L [V(tighs1) + wﬂtﬁkﬂ) + O((tiks2 — titrr1)?)]
2tiskrs = tivkr2) B+ O((tisas3 — tiras2)?)]

<

BYR! N
< (i3 - fi+k+2)2 3 5 | (¥(tiphr2) + ¥t + O((fiieg2 - ti+k+1)2)[1 + O((tigy3 — fi+k+2)2)]2+
YR N
Ftikiz - tiseyt ) 3 | (F(tirar1) + ) |+ O(tprtin) ) B+ O((tivksativni1) )=

= (titsike2) P+ O((tigaa-tinks 1) B+ O((tissas i) D]F = O(823H).

(110)
Stad druga i trzecia pochodna y maja asymptotyke:
7)) =0(8; ") +0(8,)0(8,) = 0(87 ) (111)
oraz
#'(1) = 0(8y ). (112)

Podstawiajac (107) oraz (111) i (112) do (69) otrzymujemy oszacowanie poszczegdlnych

wyrazen dla probkowania réwnomiernego:
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L O ()90 Wi(r) = 0(831)0(8, +4 P0(8}) = 08 2+24+4) = 0(1),
2 0(3 () ¥(1)) = 08 )0(82) = 0(82),
3. 0(F (V1) (1)) = 083 ) 0(&)0(8, ' +4) = 0(83 24+~ 1-1+4) = (1),

1 w konsekwencji:

£it) = 0(8,)(0(1) + 0(1) + 0(8;) + 0(1)) = O(8;,) + 0(8;) = O(5,)- (113)

D2) Oszacowanie dla przypadku A = 1

Ponizsze wyniki zostaly zacytowane z [1] dla potrzeby uwzglgdnienia wszystkich przypadkéw
szczegblnych w tej pracy.

Réznice dzielone vy, gdy k=0, 1,2:

. t; —1; ..
Viltivio tivir1]=|| Y(fi+k)+wY(fi+k)+0((fi+k+1 ~ti11)%) =1+ 0(5;121) ;

livk+2—tivk+1)(1+O(A
Viltisko tivks1s titkr2) = Uiira—tivin ) () = 0(6n),
Livk+2 —livk

gdy k=0,1 oraz

Vilti tiv1,tiva, tivs] = O(1).
Stad oszacowanie pochodnych funkcji y: W;i(t) = 14+ 0(82), Wi(t) = O(8) i Wi(t) = O(1).
Widaé, ze y > 0 asymptotycznie stad w dalszym zapisie mozemy stosowaé oznaczenie ¥
zamiast 7.

Oszacowania réznic dzielonych dla §(7): %ilfivx, fivist] = Y(tivk) + U“Lz_t’*k)j?(tﬁk) +
O((titi+1 —fi+k)2)a gdy (k =0,1,2) oraz: ||§i[fiyx fivkr1,firas2]ll = O(1), gdy (k= 0,1) oraz
’|73,i[fi,fi+l,fi+2,fi+3m = 0(1)-

Pochodne potrzebne do oszacowania: §/'(t) = O(1) +O0(1)0(5,) = O(1) i 7" (¢) = O(1).

Wyrazenia z (69) sa réwne:
O(F" (1) (Wi (1)) Wi(1)) = 0(1) (14 0(8;))°0(8n) = O(8) + O(8,) +O(8,,) = O(8), (114)
O (D)i(1)?) = 0(1)0(8;) = 0(8;), (115)

O(F/'(F)yi(1) ¥,(1)) = O(1)(1+0(8))0(1) = O(1). (116)
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Podstawiajac (114), (115) oraz (116) do (69) oszacowanie funkcji f;(z) dla A = 1 wynosi:
fi(t) =0(8)[0(F" () (W) ilr) + 9/ (F) (Wi (1)) + 3/ () (1) ¥7,(1)) + O(1)] =

O[0! (1) (1) *yi(r)) + O3 () (Wi(1))*) + O (3 (1) yie) (1)) +O(1)] =
(114) (115) (116)

= 0(8,,)(0(8) +0(83) +0(1) + 0(1)) = 0(8,,) + O(8,) + O(53) = O(5,).

(117)

Dowdd Tw. 3.4 jest wigc zakoniczony. [

3.1.2 Ostros¢ asymptotyki w oszacowaniu trajektorii y

W tym podrozdziale zostat umieszczony drugi wynik pracy doktorskiej, opublikowany w [7].
W Lematach 3.5, 3.6 oraz 3.7 zostanie udowodniona ostros¢ (patrz Def. 2.23) wynikéw z Tw.

3.4 a mianowicie dla nastgpujacych przypadkow:
* prébkowania mniej lub bardziej réwnomiernego, krzywej 7, = (¢,0) i A € [0,1),
* prébkowania mniej lub bardziej réwnomiernego, krzywej 7, = (t* +£,0)i A = 1,
* prébkowania réwnomiernego i dowolnego A

Ostros¢ oszacowania zbieznosci dla Tw. 3.4, probkowania mniej lub bardziej rownomiernego

oraz A € [0,1).

Lemat 3.5. Zatéimy, ze prosta Y(t) = (t,0) € E? jest probkowana mniej lub bardziej

rownomiernie (na kolejnych przedziatach 1;) wedtug schematu:

i i+1 i+2 . i+4
ti=—, liy1=—, Iliy2= 1 [liy3=
m m

(118)

Tu 8, = 2

m

iB= % - patrz Def. 2.14. Dane zredukowane q; = v(t;) sa uzupetnione przez g

zastepujace T okreslone jako parametryzacja wyktadnicza (patrz (30)). Pokazemy iz:

fl=towi—y =K, +0(8)),

asymptotycznie dla pewnych 1N > 1 i pewnego K # 0 (niezaleine od m).
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Dowdd. Aby udowodnié ostro§é¢ Tw. 3.4 dla A € [0, 1) wystarczy pokazaé powyzsza réwnosé

dla dowolnego 7 € I; = [t;,1;43]. Stata K i wyrazenie O(8") sa niezalezne od m.
Dla d = %’” prébkowanie (118) mozna zapisac:

to =0, 1126, 12225 oraz l3=45, (119)
a parametryzacje wykladnicza (30) dla {y(t,)};_, jako:

A

t():O,

>

1:51, f2:25'1 oraz f3:<2+21)51. (120)

~

Kolejne réznice dzielone dla funkcji yp : Ip — R (okreSlonej wzorem (72)) sa nastgpujace:

WO[O] =0, IIIO[O’ 5] = 1/10[5725] - 61_] oraz II/O[075725] =0. (121)

Laczac y[6,26,48] = (1/3)(2*~' — 1)6*72 z (121) otrzymujemy:

w[0,8,25,48) = 11—2(2"—1 —1)6*73. (122)

Uwzgledniajac (72), (119), (121) i (122) mozna zapisaé:

wo(r) = 641 + é(zl—l — 1831t 8)(r —28), (123)

dlat € [0,48] = Iy. Podstawiajac 7 = 38 € Iy do (123) daje:

wo(38) = (; +2l—2) 5*. (124)

Podobnie, korzystajac z (120) i dla ¥ otrzymujemy:

0(0) =0, (6%)=(58,0), W(26")=(25,0), W((2*+2)8")=(45,0).

(6'"*,0)oraz  §5[0,6*,26*] =0. (125)

‘5(
=
I
“Ol
“5(
=)
(7]
=
I
~O<<
=)

~
[\)
o7}
s
Il

Dodatkowo, jesli 7[26*, (2+24)8%] = (21-*8'*,0) to:

_ _ _ 2171 —1-
jo[8%,26%,(2+24)8%) = <W§1_M’O> . (126)
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Stad po uwzglednieniu (125) i (126):

_ _ _ 21—71, -1 _
> A 2 A 2 21 A _ 1-34 ) 127

Ponownie taczac (120), (125) i (127) uzyskano dla f = wo(f) (z t € [0,48]), nastepujace
wyrazenie:

2124 1
2*+1)(2+2%)

Yo(F) = (SMH 51—3%(;_5%)(;_251),0). (128)

Faczac (124) z (128) oraz upraszczajac i grupujac pewne wyrazenia we wzorze uzyskany "btad

réznicy” dla r = 38 wynosi:

£5(38) = To(wo(38)) = 7(38) = ((1/2)p(A)8,0)

gdzie dla A € [0, 1) funkcja p(A) wynosi:

O e [ I N

Rys. 20 przedstawia funkcje p na przedziale [0,1) razem z jej powigkszeniem na przedziale

[0.899,1). Wspétczynnik p(A) stojacy przy & nie zanika wigc funkcja fé(35) = 0(0) dla
A € [0,1). Tymczasem dla przypadku gdy A = 1 wspétezynnik p(1) =0 i f}(35) = 0, co
prowadzi do wniosku, ze nie mozna udowodni¢ ostroSci w tym konkretnym przypadku dla
A = 1. Omawiajac szerzej ten przypadek warto zauwazy¢, ze obie funkcje 9; i ¥ pokrywaja si¢
(t; = f;) dajac w wyniku f' =0 na [0,T]. W konsekwencji ostro$¢ oszacowania z Tw. 3.4 zostata

udowodniona (patrz Def. 2.23). []

0.35
- 0.000035
0.00003
0.25
R 0.000025
0.20 0.00002
0.15 0.000015
0.10 0.00001
0.05 5.x1076
0.2 04 0.6 0.8 1.0 0.990 0.992 0.994 0.996 0.998 1.000
a) b)

Rys. 20. Wykres p(A) >0z (129) naa) [0,1) ib) [0,899,1).
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W poprzednim lemacie pokazaliSmy ostro§¢ dla probkowania mniej lub bardziej

réwnomiernego dla prosteji A € [0,1). Dla A = 1 ostro$¢ pokazemy dla krzywej ¥, = (t*+1,0).

Ostros¢é zbieznosci dla probkowania mniej lub bardziej rownomiernego, krzywej 7y, = (t*+1,0)

iA=1.

Lemat 3.6. Zatoimy, ze krzywa v, = (t* 4+1,0) € E? jest prébkowana mniej lub bardziej
rownomiernie (na kolejnych przedziatach I;) wedtug schematu (118). Dane zredukowane q; =
¥, (t;) = {0,8 + 8*,28 + 165*,45 + 2568} sq uzupetnione przez I zastepujace T okreslone

Jako parametryzacja wyktadnicza (patrz (30)). Pokazemy iz:

fl=gowi—y,=K&+0(8)),

asymptotycznie dla pewnych 1 > 1 i pewnego K # 0 (niezalezne od m).

Dowdd. Aby udowodni¢ ostros¢ Tw. 3.4 dla A = 1 wystarczy pokazaé powyzsza rownosé dla
dowolnego 7 € I; = [t;,;,3]. Stata K i wyrazenie O(8") sa niezalezne od m.
Dla § = §,/2 prébkowanie (118) na Iy mozna zapisaé jako (119) a parametryzacje

wykladnicza (30) dla {y,(%;)}3_, i A = 1 jako:
fo=0, fi=86+8% ©H=28+168" oraz 3 =48+25656%. (130)
Kolejne réznice dzielone dla funkcji vy : [y — R (okreslonej wzorem (72)) sa nastgpujace:

w0l =0, wl0,8]=1+8%y[5,28]=1+158 oraz

o (131)
w[0,8,28] = 76°.
Teraz uwzgledniajac, ze Wo[5,28,48] = 3582 razem z (131) otrzymujemy:
w[0,8,25,45] =78. (132)
Uwzgledniajac (72), (119), (131) i (132) mozna zapisaé:
wo(t) =781 —148%% + (88° + 1)1, (133)

dlat € [0,45] = Iy. Podstawiajac 7 = § € I do (133) daje:
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5 5 118*
Yo (5) = 5—{-7 (134)

Kolejne réznice dzielone ¥ sa nastgpujace:

W[0] =0, F0[0,8*+ 8] = 7[6*+5,166* +258] = (1,0) oraz

(135)
%[0, 8%+ 8,165* +28] = (0,0).
Dodatkowo, jesli §o[168* +25,2568% + 48] = (1,0) to:
[6% +8,166* +28,2568* +48] = (0,0). (136)
Stad po uwzglednieniu (135) i (136):
[0,8% + 5,168 +26,2568* + 48] = (0,0). (137)

Ponownie taczac (130), (135) i (137) uzyskano dla f = yo(r) (z t € [0,48]), nastepujace
wyrazenie:

fo(7) = (7,0). (138)
Laczac (124) z (128) oraz upraszczajac i grupujac pewne wyrazenia we wzorze uzyskany "btad

réznicy” dla ¢t = g WYynosi:

fo (g) = fo(vo (g)) —7(2) = %24,

]

Ostros¢ oszacowania zbieznosci dla probkowania réwnomiernego, krzywej vy, = (t* 41,0)
idowolnego A. W nastgpnym lemacie udowodnimy ostros¢ Tw. 3.4 okreslong dla prébkowania
réwnomiernego (czyli 8, = (T /m)). Bez straty mozna zatozyé, ze [0,T] jest przesuwany
w lewo wprowadzajac € > 0 do [—¢&,T — €] wigc asymptotycznie zawiera wszystkie wezty
interpolacyjne t; = —20y, tiy1 = —Om, tiro = 01 t;13 = . Dla uproszczenia notacji uzytej
dla #;4; (gdzie j = 0,1,2,3) przyjeto i = 0. Testy przeprowadzone sa na krzywej regularne;j
¥,(t) = (t* +1,0). Asymptotyka odpowiednich réznic f = yo y — 7, zostata przebadana na
Iy = [—20, Ol
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Lemat 3.7. Zatéimy, ze krzywa regularna v,(t) = (t* +t,0) jest probkowana réwnomiernie (na

kolejnych przedziatach I;) wedtug schematu:
t0:—23m, 5] :—Sm, HL=0 1 l‘3:6m (139)

Tu 6, = % i B = 1 - patrz Def. 2.14. Dane zredukowane q; = Y;(t;) sq uzupetnione przez 5 ~ T

okreslone jako parametryzacja wyktadnicza (patrz (30)). Pokazemy iz:

fl=%owi—y,=Kd:+0(8]),

asymptotycznie dla pewnych n > 1 i pewnego K # 0 (niezalezne od m).

Dowdd. Dla podanych powyzej weztéw réwnomiernych (z 8, = T/m)® parametryzacja

wykladnicza (30) dla {y,(%;)};_, prowadzi do:

S . . 2 .
= 0, fH=(5-156%)"=6*(1-158%)", h= (§—158%)" +8*(1-8%)" oraz
13
= (6—158Y* + (86— 8H* +6* (1+8%)*. (140)
Pierwsze réznice dzielone dla y : [-28,8] — R wyrazaja sie nastgpujaco:’
_ 42
vi-2s)= 0 yl2s-8)= 000
AV
yi-s.0= B3 yps = CHOL (141
Kolejne réznice to:
s (60— SHA — (8 — 1584
W[ 267 670] - 262 Y
B 8+ —(5-8Y
II/[ 5707 5] - 262 ) (142)
co w konsekwencji prowadzi do:
_ H"A _ _ S AV
y-25,-6,0,8) = 7120 00T HOX )T (143)

Podstawiajac (72) do (139), (141), (142), (143) i stosujac funkcje¢ programu Mathematica -

®0Omijamy indeks m w dalszych obliczeniach
’Omijamy 0 w indeksie dolnym przy y
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Collect (Collect[Collect[y][t, A],A],t]) otrzymujemy:

(S — 4\A S\ ANA
y() = (8—158Y*+(8-6H+ (6 —1587) +5(2(S §%)"+2(8+8%)"
S+6MNA— (=68 5 (85— 15841 —2(5—84) 1 (5484
( )262( ) ,z+( ) (653 )" +( ) R

dla dowolnego ¢ € [~28,8] = I. Oszacowanie (144) w punkcie 7 = (§/2) € I korzystajac
z obliczen symbolicznych Collect[y[6/2,A],A] prowadzi do:

w(f) = (15/16)(8 — 158%)* + (5/4)(8 — 8Y)* + (5/16)(8 + 6)*. (145)
Poniewaz ¥, i § pokrywaja si¢ w punktach interpolacji {g;+ j}§:0 mamy 9(7) = 0 oraz:
Yfo) = (—28 +168%,0), 9(f) = (—6+8%0), (@) = (5+8%0).
Stad, uwzgledniajac (140), odpowiednie rznice dzielone ¥ wyrazaja si¢ wzorami:

Mol = (—28+168%0), o, f1] = ((6 —158%)'*,0),

ik = (6-8%""4,0)oraz P55 = ((5+8)'*,0). (146)

Nastepnie, trzecie réznice dzielone spetniaja:

r a [ (815811 A (5-8%)1 A

Y[t07t17t2] - ( (6—1554)1’4—(6—54)1 70 ) (147)
o a — (6= (5+8M)14

Vit 0, 53] = ( ((5_5)4)1_'_((5_1_54)21 ;0> . (148)

Po zastosowaniu funkcji Simplify czwarta r6znice dzielong zapiszemy jako:

(6-156%)A+(5—8%)% (6—8%) (5164

?[fo,fl,fz,fg]( 6156 1 (66 1 (518 (149)

(51584 +(5-64'"F | —(6-8%) "4 (548%) )
0

Wstawiajac (140), (145), (146), (147) i (149) do wzoru interpolacyjnego Newtona (z f = y/(7)):

- ) (i)
K]+ K}

N I Ml
( e ),o, (150)
K1+K2 K2—|—K3

f10) = ( —28+168*+ixl~* +




Wyrazenie (150) jest w postaci, w ktérej mozliwe jest jego szacowanie dlaA =1 lub A = 0.
Po zastosowaniu funkcji Simplify podstawienie A = 1 lub A = 0 prowadzi od razu do wyniku
Fi@) = %64. W konsekwencji dowodzi to ostrosci Tw. 3.4 dla prébkowania réwnomiernego
i krzywych regularnych i dwéch przypadkéw A =1 lub A = 0. Aby obliczyé (150) dla
innych A € (0, 1), uzyto funkcji programu Mathematica Series|f;[5],{8,0,3}], aby zastosowaé

rozwinigcie Tylora do 3 rzedu do wyrazen f; ze wzoru (140) (dlai = 1,2,3):

fi(8) = (1-1583)* =1-1548%+0(6%), (151)
£(8) = (1-8)*=1-18>+0(8%, (152)
f(8) = (14+8)*=1+18>+0(8%. (153)

Podstawiajac (151), (152) i (153) do (140) uzyskujemy:

fi = 8% (1-1508% +0(8%)), f = 6* (1 - 1518, + 0(8%)) +8* (1 - 18+ 0(8%),

By = 6% (1-1528%+ 0(6%) + 8* (1+0(8%)). (154)

Pierwsza wspotrzedna funkeji f9(¢) = §o y — ¥, zdefiniowana w programie Mathematica to:

fun[A_]:=[Factor[Collect[w[5 /2, A],A]],A] — ((§/2)* + 5 /2). (155)

Obliczajac kolejne réznice dzielone dla y oraz § oraz same funkcje z uwzglednieniem (154) i

podstawiajac do wzoru (155) (bez Simplify) otrzymano:

fun(A) = (% + %(14— 14A) — 151 + g(—6+6/1) + g(—ls + 15/1)) §*4+0(8°)

lub z Simplify: fun(A) = }—254 + O(8°). Ostatnie wyrazenie potwierdza ostros¢ Tw. 3.4
dla dowolnego A € (0,1) i réwnomiernego prébkowania. Co w konsekwencji taczac dwa
przypadki prowadzi do potwierdzenia ostroSci dla prébkowania rownomiernego i dowolnego

A€[0,1]. Podsumowujac, ostros¢ w Tw. 3.4 zostata potwierdzona dla wymienionych wczesniej

przypadkéw prébkowarn oraz wartosci A.[]
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3.1.3 Koniecznos¢ zalozenia dopuszczenia prébkowania mniej lub bardziej

réwnomiernego w Tw. 3.4

Kolejne wyniki ponizszego podrozdziatu zostaly zawarte w publikacji [3]. W ponizszym
lemacie zostanie pokazane, ze mniej lub bardziej réwnomiernosé w Tw. 3.4 (z A € [0,1)) jest
warunkiem koniecznym dla prawdziwosci Tw. 3.4. Obliczenia pokaza, ze wybrane probkowanie
dopuszczalne (156) nie spelnia warunku mniej lub bardziej réwnomiernosci z Def. 2.14
(z 6, — 0). Dla uproszczenia zapisu t;,; (z j = 0,1,2,3) przyjeto, ze i = 0. Asymptotyka

fa(t) = (Yiow;)(t) — 7,(t) zostata okreslona dla podprzedziatu Iy = [— 6, O]

Lemat 3.8. Zaloimy, ze krzywa regularna v,(t) = (t* +1,0) nie jest prébkowana mniej lub
bardziej rownomiernie. Rozwazmy nastepujqce probkowanie, ktore nie jest mniej lub bardziej
réwnomierne ale jest probkowaniem dopuszczalnym (patrz Def. 2.13), na odpowiadajqcym
segmencie [to,13] C (0,T) (Uwaga: Rozwazany segment powstat w wyniku przesunigcia krzywej
oryginalnej : y(0) = qo a krzywa przesunigta ¥(t) = y(t — 8) wigc Y(—0) = y(0), pomijamy m
w indeksie dolnym):

fh=-08, 11 =0, n=86> i 13=2. (156)

Pokazemy, i7 brak spetnienia warunku mniej lub bardziej rownomiernosci powoduje, Ze

Tw. 3.4 nie jest spetnione dla A € [0,1) ale pozostaje spetnione dla A = 1. Tak wigc

[ =foy;—y,# 0(8),

Dowdd. Parametryzacja wykladnicza (30) zastosowana do {y,(t)}l, i (156) daje
(asymptotycznie):

o= 0, f=(0-6" h=(6-0%+(6+6%" on

b= (6-06% 4+ (5824855  + (82485 . (157)
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Odpowiednie réznice dzielone dla y : [y — R spetniaja:

584" 52+ 8%)"
WO[_S] = 0, W[—S,O] = %7 w0[0732] = % oraz
582484 — 5%
w[6%,8] = ( 552 S (158)
W konsekwencji:
“5(3-8)" 4 (574 8Y)’
2
IVO[_57078 ] = 63(1+6) ’ (159)
0.8.5] — 8(6-82+08-8%)" - (82468 +5(52+5%)
IVO ) ) - (—1+6)63 )
i korzystajac z funkcji Factor pakietu Mathematica otrzymujemy:
B 2 o1 8(8—8NF 82584 —5(5—52+5%—5%)
Yo[-6,0,6%,0] = (2(-1+8)5*(1+6))
+2(64+68)’1—62(6—62+84—68)’1—6(52+68)’1—62(62+68)’1 . (160)

2(—1+8)6%(1+9)

Faczac (70) z (156), (158), (159), (160) i Collect[Factor[y]t,A]],t] otrzymujemy nastgpujace

wyrazenie:
 k(—284428%) | PP (k3(—8+8%)— K (8+8%)+Kn(2—86—67)
W)= sireysii10) 2(—1+8)5%(149)
2((82-8Y(ki3—k1—K)) | 1(k3(—=8*+8%) 41k (8*+87) 410 (—28%+8+89)) 161
T3 T159)5%(149) 2(—158)8%(113) , (6l

gdzie k| = (6§ — 824+ 8% —83*, 1o = (82 + 8%} i 13 = (6—8*)* na k.
Funkcja yo(f) ze wzoru (161) w punkcie 7 = %) po zastosowaniu funkcji Factor[y[8/2,A]]

redukuje si¢ do:

o 3((6-84)(-58-82468%) k1 (6-62-28%)) 3 (2r6_57_253
w(r) = ( T6(—153)5(1+9) ) 1’22((71+5)5(1+5))- (162)

Poniewaz v, i Jo pokrywaja si¢ w punktach interpolacyjnych {g;; f}§:0 mamy ¥ (7) = 0,

o) = (=8 +8%0), ()= (8>+8%0), (i) = (5+5%0).
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Stad z (157) odpowiednie réznice dzielone ¥ réwne sa:

Vi) = (~8+80), Hiio.it] = ((8-8%'7%,0), (163)
Vb = ((52+58)1—’L,o) oraz m,tg]:((3—52+54—58)1*’L,o).

Podobnie réznice dzielone wyzszych rzedéw spetniaja:

O B O B RE o Canr L B
Yolto,i1,2] = z —.0],
(6—64)"+(6%+08)
§—52+484—8%) "t — (52468
iy = (oS00 (S ) (164)
(6 —82+064—68)" +(6%2+69)
co dalej prowadzi do :
(5-8%)"—(8248%) " | (5-824+54-5%) H—(8248%) "
s\ o (s5288)* 52485488 1 (852 88)*
olfosFiu o] = (6—64)"+(8%+89%) (6—62+84—68%)"+(5%+89) ol (165)

(§—8H" +(5—52+84— 88" + (824 6%

Wstawiajac (157), (162), (163), (164) i (165) do wzoru interpolacyjnego Newtona dla vy, ¥

i tworzac funkcje f4(f) uzyskujemy:

1-14 1-A\£(% A
35 1584 ) (K —6 )t(r—e)
q4(7\ — (v _ A= 2% 1-12
fAU(E) = (Yo y —7,)(F) ( 5+t TO T
6! _x!A (57K+54)1717K‘1_l (166)

+
A R 04+ i YAV NS
+t_<t_—9’l> (f—el—x’l> (8 '”j) i ,o),
6%+ (6—x+64)" +x*

gdzie 8 = 8 — 8%, k = 82+ 88 oraz f = y(f). Przyjmujac A = 0 w (166) i stosujac funkcje

pakietu Mathematica - Simplify do f4(f) otrzymujemy:

£4(7) _ —144-+4325+3085%+2965° —54378° 2757567 +176638% | 760557252745 —84386°+8577510-+98015"!
819282 (—1+52)’ 819282(—1+52)’
413845512 —5895513 195668 +11165'3+75605'
819262(~1+82)°

Wyraznie widac, ze jest ostros¢ rzedu o(0) = -2 (co wskazuje na brak zbieznosci, bo o < 0):

fIUF) = (—144/8192)6 2+ 0(57")

i wyrazenie f4(f) nie tylko nie zachowuje liniowej asymptotyki (t.j. & = 1) z Tw. 3.4 okreslonego
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dla dowolnego A € [0,1) i dowolnego mniej lub bardziej réwnomiernego prébkowania ale jest
rozbiezno$¢ pomigdzy krzywa interpolowana a interpolantem (réznica “wybucha” do o). Taki
efekt spowolnienia i utraty zbieznoSci wynika z faktu, iz prébkowanie (156) nie spetnia Def.
2.14. Podobna ostra asymptotyka z najwolniejsza sktadowa K3 872 (z K, # 0) pojawi sie dla
A € (0,1) po podstawieniu do (166) i zastosowaniu funkcji Mathematica Simplify. Pomijamy
wyrazenie ze wzgledu na jego ztozonos¢é.

Wstawienie A = 1 do (166) daje w rezultacie:

1-28)8%,

7)==

co pokrywa si¢ z czwartym rzedem zbiezno$ci w oszacowaniu trajektorii w punkcie 7 = (8,,/2).
To ostatnie potwierdza dla wybranej krzywej ostro$¢ dla Tw. 3.4 prawdziwego takze dla A = 1
i dla ogélnej klasy prébkowan dopuszczalnych. Faktycznie, chociaz (156) nie spetnia mniej lub

bardziej réwnomiernosci to wciaz uwzglednia jednak (19). [

Przyklad 4. Poprzednio pokazano analityczny dowdd na brak zbiezno$ci w przypadku braku
zalozenia istnienia probkowania mniej lub bardziej rownomiernego. Niezaleznie pokazemy
rowniez numeryczny przyklad, ze zatozenie istnienia mniej lub bardziej réwnomiernosci
prébkowania jest konieczne dla uzyskania wynikéw z Tw. 3.4 dla A € [0,1). Wybrane zostaty
probkowania, ktore nie sa mniej lub bardziej rdwnomierne a mianowicie (28) oraz (29).
Krzywa, dla ktérej zbadano rzad zbieznosci to spirala z (9). Warto$ci wspotczynnika regresji o
zaprezentowano w Tab. 3.

Tab. 3: Wartosci wspotczynnika (1) ~ &(A) dla 7%, prébkowanej (28) i (29) dla m €
{60,...,120}.

| A 00 01 03 05 07 09 10 |
o(A)dla(28) -0,662 -0,572 -0,369 -0,153 0,057 0365 2,128
o(A)dla(29) -2,039 -1,797 -1209 -0,57 0,049 0509 4,010
aAM)wTw.34 10 10 1,0 1,0 1,0 10 40

Wyniki numeryczne pokazuja, ze gdy probkowanie (28) nie spelnia prawej strony warunku
mniej lub bardziej réwnomiernoSci (zobacz Def. 2.14) to schemat interpolacyjny staje si¢
rozbiezny dla A blizszych 0 i zbiezny ale z nizszym wspéiczynnikiem zbieznosci (np. & =

2,128 <4 gdy A = 1) dla A zblizajacych si¢ do 1. Podobne wyniki otrzymano w pracy [1]
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w przypadku innego typu interpolacji. Tymczasem dla probkowania (29) nie speitniajacego
Def. 2.14 rzad zbieznosSci dla A = 1 zostaje zachowany dla testowanej krzywej. Tak wigc
wyniki numeryczne wskazuja, iz dla A € [0, 1) pojawia si¢ rozbieznos$¢ lub wolniejszy stopien

zbieznosci (patrz Tab. 3). Rysunek 21 pokazuje wykresy krzywej regresji dla wybranych A z

Tab. 3.

Lambda=0.3 Lambda=1
1m=2.2271 - 9.368792 xx 1m=-8.758665 + 2.12614 xx
0 7(‘:5
0.65 ,

I 9.0
0 TQi
\502

i 80]

2 ' 4 ¢ t.7 4 41 42 43 44 45 46 47 48
a) b)

Lambda=6. 5 Lambda=0.9

1m=0.186174 - ©.569156 xx 1m=1.77894 - 8.509488 xx

o 42 43 44 45 46 47 48

-22 42r

c) d)

Rys. 21. Krzywa regresji dla przypadku prébkowania nie mniej lub bardziej réwnomiernego a) (28) i
A=0,3,b)(28)il=1,¢)(29)iiA=0,5,d)(29)iA =0,9.

3.1.4 Koniecznos¢ zalozenia regularnosci krzywej y

W gtéwnych twierdzeniach niniejszej pracy zostalo zatozone, iz rozwazane krzywe spetniaja
warunek regularnosSci (patrz Def. 2.11). Ponizsze przyklady pokazuja, iz to zatozenie
w twierdzeniach jest istotne. Rozwazania ograniczaja si¢ do analizy wynikéw numerycznych.
Analiza teoretyczna moze stanowié rozwinigcie tej pracy. Dodatkowym problemem do dalszego
zbadania, ktory takze nie zostal zawarty w pracy, a ktéry moze byc¢ jej ciekawym rozwinigciem,
jest wptyw rodzaju (stopnia) nieregularnosci na asymptotyke. W ponizszych przyktadach

zostaty uzyte krzywe 7, dana wzorem (17), ¥,,, 0 wzorze (18) oraz asteroida 7y, z (16)
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1 cardioida .4 z (15).
Prébkowania, ktére postuza w nich dla pokazania jaki wptyw ma nieregularno$¢ na

zbieznos¢ interpolacji to:

o

dlai=1,
t = (167)

dla 1 pozostatych,

(
i 1 :
Li 05 da i=4k+l,
i=\L-5--05 da i=4k+3, (168)
L_o,5, dla =2k,

Oba probkowania majg punkt osobliwy (0,0) dla badanych tu krzywych nieregularnych: dla
Yur, (0) = (0,0), Y, (0) = (0,0), 74(0) = (0,0) oraz 7,5(0) = (0,0). W przypadku pierwszego
prébkowania jest to punkt wymuszony wzorem i jest on obecny dla kazdego m, w drugim
wypadku punkt osobliwy wynika z natury prébkowania i jest obecny tylko dla niektérych
warto$ci m. Dodatkowo uwzgledniono prébkowanie (24) i segment w ktérym punkt osobliwy

krzywej przypada we wnetrzu przedziatu.

Przyklad S. Asymptotyka dla przyblizania krzywej nieregularnej Y., i Yaus priez P
i probkowanie (24), (167) i (168).

Wyniki numeryczne dla krzywych nieregularnych 7, i ¥,-, wykreslonych na jednym przedziale
(to,t3):{—3Lm,0,3im,3]—,?1} dla probkowania (24) oraz [to,t,,] dla probkowan (167) oraz (168)

zostaly zaprezentowane w Tab. 4 oraz Tab. 5

Tab. 4: Wspétczynnik a(A) dla nieregularnej 7, probkowanej jak w (24), (167) i (168) dla
m € {96,...,150}.

| A 00 01 03 05 07 09 1,0 |
(M) dla y, dla (24) (eden seg) 1,993 1,994 1,995 1,998 1,999 1,989 2,979
(1) dla 1, dla (167) 0,991 0992 0,997 0,997 1,004 1,989 1,988
(1) dla y,, dla (168) 0,992 0992 0,993 0995 0998 1,744* 2,035
o(A) zTw. 3.4 0 10 1,0 1,0 10 10 4,0
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Tab. 5: Wspotczynnik o(A) dla nieregularnej 7y, probkowanej jak w (24), (167) i (168) dla
m € {96,...,150}.

| A 00 01 03 05 07 09 1,0 |
a(2) dla ,, dla (24) (jeden seg) 2,001 2,001 2,001 2,001 2,000 2,002 3,004
o(A) dla y,r dla (167) 0,962 0961 0,959 0,955 0961 2,002 2,003
(1) dla y,y, dla (168) 0,990 0,988 0,982 0,973 0,959 1,405° 2,418
o(A)zTw. 34 10 1,0 1,0 1,0 1,0 10 40

*Zostato zauwazone, ze zbiezno$¢ "psuje si¢" dla prébkowania (168) przy interpolacji dla
obu krzywych nieregularnych, gdy parametr A = 0,9 lub A = 1 (patrz Rys. 22)

Lambda-0.9 Lambda-1.

1m--1.67275 + 1.74428 xx 1m=-1.4475 + 2.@3518 xx

Lambda=@.9 Lambda=1.

1m=2.51649 + 1.48567 xx Im-0.446174 + 2.41849 xx

c) d)

Rys. 22. Krzywa regresji dla przypadku prébkowania (168) a) krzywej 7,5 z (16) i A = 0,9, b) krzywej
Yas 2 (16) 1 A = 1, ¢) krzywej ¥ur, z (17) 1 A = 0,9, d)krzywej Y, z (17) A = 1.

Przyktad 6. Asymptotyka dla przyblizania krzywej nieregularnej Y., 1 Yea prZez -
i probkowanie (24), (167) i (168).
Wyniki numeryczne dla krzywych nieregularnych 7., 1 ¥, wykreSlonych na jednym przedziale
(to,13)={— 1,0, 2=, 22} dla probkowania (24) oraz [tg,t,] dla probkowan (167) oraz (168)
zostaly zaprezentowane w Tab. 6 oraz Tab. 7

*Zostato zauwazone, podobnie jak w poprzednim przyktadzie, ze zbieznos$¢ "psuje si¢" dla
probkowania (168) przy interpolacji dla obu krzywych nieregularnych, gdy parametr A = 0,9
lub A = 1 (patrz Rys. 23).
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Tab. 6: Wspdétczynnik o(A) dla nieregularnej y,.; probkowanej jak w (24), (167) i (168) dla
m € {96,...,150}.

| A 00 01 03 05 07 09 1,0 |
o(2) dla ¥4 dla (24) (jeden seg) 1,997 1,997 1,998 2,002 1,999 2,009 2,992
(1) dla ¥,y dla (167) 0,990 0,993 0,993 0,998 1,012 1,998 1,997
o(2) dla ¥,y dla (168) 0,999 0,999 1,000 1,002 1,009 1,582% 2,477*
o(A)zTw. 34 10 1,0 1,0 1,0 1,0 10 40

Tab. 7: Wspotczynnik o(A) dla nieregularnej ¥,,, probkowanej jak w (24), (167) i (168) dla
m e {96,...,150}.

A 00 01 03 05 07 09 10 |
(M) dla f, dla (24) (jeden seg) 3,001 3,001 3,001 3,004 3,005 3,006 4,002
a(A) dla Y, dla (167) 0941 0,940 0937 0929 0,939 1.040 4,002
a(A) dla Y, dla (168) 0984 0980 0970 0953 0929 0,835 4,163
a(A) z Tw. 3.4 0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 40

Lambda-8.9

1m=-1.93557 + 1.58273 xx

Lambda=1,

1m=-4.6992 + 2.47659 xx

a)

Lambda-8.9

1m=5.80583 + 8.835028 xx

b)

Lambda=1.
1m-=-3.35452 + 4.16287 xx

c)

d)

Rys. 23. Krzywa regresji dla przypadku prébkowania (168), krzywej 7.4 z (15)ia) A =0,9,b) A =1,

oraz probkowania (168), krzywej ¥, z (18)ic) A =0,9,d) A = 1.

3.1.5 Testy numeryczne

W tym podrozdziale tezy z Tw. 3.4 zostaly zweryfikowane eksperymentalnie. Rozwazane

krzywe sa regularne a probkowania, wybrane z rodziny mniej lub bardziej réwnomiernych,

to (23), (24) oraz (27). Testy zostaly przeprowadzone w programie Mathematica 10.0/12.0.
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Badania byly wspierane w czgsci przez zasoby obliczeniowe PLGrid. Przeprowadzone i ponizej

opisane eksperymenty potwierdzaja numerycznie tezy Tw. 3.4.

Przyklad 7. Wyniki numeryczne zbieznosci dla interpolacji Lagrange’a }7‘3L i krzywej Ysp.
Rozwazmy kawatkami kubiczny interpolant Lagrange’a )Aé przyblizajacy krzywa regularng ¥;),.
Majac dang spirale ptaska ¥, o wzorze (9) probkowana tak jak na Rys. 24, zostaly

przeprowadzone eksperymenty, z ktérych wynika, ze Tw. 3.4 jest spetnione.

N FittedModel | -3.05731+0.969622xx
|
A -
- e
P
b ///
‘ P
/ //
| t 7
| . .
} . \ pd
\
\ e
\ A e

a) b) 9

Rys. 24. Spirala ¥, o wzorze (9) probkowana: a) (23), b) (24) i dopasowana 7 (m =18 i A = 0) ¢)
regresja liniowa dla A = 0, prébkowania (24) i m € {96,...,120}.

Asymptotyke ¥;, przyblizanej przez }7'3L reprezentuja wyniki numeryczne zawarte w Tab. 8,

ktére potwierdzaja ostros¢ z Tw. 3.4.

Tab. 8: Wartosci wspétczynnika a(A) ~ @(A) dla 7y, probkowana (23), (24) i (27) dlam €
{96,...,120}.

| A 00 01 03 05 07 09 10 |

a(A)dla(23) 1,037 1,037 1,036 1,036 1,035 1,041 3,914
o(A)dla(24) 0,969 0969 0,968 0967 0,973 1,028 3,951
a(A)wTw.34 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 4,0
a(A)dla (27) 3,995 3,995 3,997 3,983 3,988 3,994 3,998
oa(A)wTw.34 40 4,0 4,0 4,0 4,0 4,0 4,0

Przyklad 8. Wyniki numeryczne zbieinosci dla interpolacji kawatkami kubicznym
interpolantem Lagrange’a % do krzywej .

Ten przyklad przedstawia helikoidg trojwymiarowa ¥, okreS§long wzorem (11).

Asymptotyke dla aproksymowania 7, przez ?3L obrazuja wyniki numeryczne zawarte w Tab. 9.

Wyniki potwierdzaja ostro$¢ z Tw. 3.4.
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a) b)
Rys. 25. Helikoida 7, dana wzorem (11) prébkowana: a) (23), b) (24) i dopasowana przez 7% (m = 18
i1=0,3).

Tab. 9: Wartosci wspétczynnika a(A) ~ & (A) dla y, probkowanej z (23), (24) i 27) zm €
{96,...,120}.

| A 00 01 03 05 07 09 10 |
a(A)dla(23) 1,000 1,000 1,001 1,001 1,003 1,049 3,997
a(A)dla(24) 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,003 4,008
aM)wTw.34 10 10 1,0 10 10 1,0 40
a(A)dla(27) 3,999 3,999 3998 3998 3,997 3997 3997
a(M)wTw.34 40 40 40 40 40 40 40

W ostatnim przykladzie (do numerycznej weryfikacji ostrosci rzedu zbieznosci z Tw. 3.4)

przetestujemy ponownie krzywa w 2.

Przyklad 9. Wyniki numeryczne zbieinosci dla interpolacji kawatkami kubicznym

interpolantem Lagrange’a ?% do krzywej kubicznej ..

Niech krzywa 7, bedzie zdefiniowana wzorem (10) oraz prébkowana wedtug (23), (24) oraz

Q7).

FittedModel| -1.06229+0.977538xx

a) b) c)
Rys. 26. Krzywa kubiczna 7. (10) prébkowana: a) (23), b) (24) dopasowana przez % (m =181 1 = 1),
c) krzywa regresji dla A = 0,5 prébkowania (24) oraz m € {96,...120}.
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Asymptotyke dla aproksymacji ¥, przez )73L okreslaja dane numeryczne (patrz Tab. 10), ktére

to réwniez potwierdzaja ostroS¢ Tw. 3.4:

Tab. 10: Wartosci wspélczynnika regresji (A) =~ @(A) z Tw. 3.4 dla 7, prébkowanej (23),
(24)i (27) zm € {96, ...,120}.

| A 00 01 03 05 07 09 10 |

o(A) dla (23) 1,022 1,022 1,022 1,022 1,021 1,018 4,002

o(A)dla(24) 0980 0979 0979 0,978 0,979 1,001 4,002
o(A) wTw. 3.4 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 4,0

o(A) dla (27) oo 4137 4,137 4,137 4,136 4,136 4,136
o(A) wTw. 3.4 4,0 4,0 4,0 4,0 4,0 4,0 4,0
*btad arytmetyczny wynikajacy z pokrywania si¢ krzywej z interpolantem

3.2 Szacowanie dlugosci krzywych za pomoca przedzialowo-kubicznej
interpolacji klasy C°.

Dtlugos¢, to po trajektorii, najistotniejszy parametr charakteryzujacy krzywa. Przyblizanie
dtugosci (oprécz samej ) d(y) = }Hj/(t)“dt to inne wazne zadanie, jakie mozna rozwazy¢
badajac interpolacj¢ danych g@st;)/ch zredukowanych. Znalezienie jak najdoktadniejszej
wartoSci dtugosci ma bardzo duze znaczenie w modelowaniu krzywych, w szacowaniu
wielkosSci obiektéw na zdjgciach medycznych, w szacowaniu odlegtosci lub obwodu obiektéw.
Istnieje bardzo duzo prac opisujacych sposoby obliczania dtugosci na podstawie analizy
parametréw krzywej np. pochodnych ([37], projekcji jej punktow na prosta ([38]), w wyniku
przyblizonego obliczania dtugosci tuku krzywej z zastosowaniem reparametryzacji dtugoscia
cigciwy [39] lub analizy punktéw lezacych na krzywej (zobacz w [40], [41]). Przykladem
ostatniego podejscia jest tez interpolacja nieparametryczna. Istotnym jest tutaj przyblizenie
dlugosci krzywej realnej dlugoscia interpolanta oraz analiza przypadku stopnia zbieznoSci
d(y) —d(7) = O(6%). Prace dotychczas opublikowane dotyczyly analizy rzedu zbieznosci
dlugosci interpolanta oraz krzywej dla przypadku wielomianéw drugiego stopnia i réznych
prébkowan ( [30], [1], [42], [43]) oraz dla przypadku przyblizania nieznanych weziéw
parametryzacja wyktadnicza dla A = 1 - tzw. dlugoscia cigciwy (patrz [33], [44]). Jesli
Y nie jest > 0 ale y(r) € [f;,7i+1] wtedy petelek nie ma i ruch po krzywej odbywa sig

niejednostajnie w réznych kierunkach. Jesli nie jest y(¢) > 0 i y(¢) wychodzi poza [f;,#i+1],
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wtedy mamy petelki. Istnienie pegtelek znaczaco wpltywa na warto$¢ dlugosci oszacowane;j
na podstawie badania interpolanta oraz wplywa tez na zbieznoS¢. Przeprowadzone zostaty
wstepne eksperymenty numeryczne to pokazujace, jednak w niniejszej pracy skupiono sig¢
jedynie na tym, jakie warunki natozy¢ na funkcje y, aby jej pochodna byta > 0. Opracowanie
tych warunkow i ich graficzna prezentacja sq kolejnym wynikiem tej pracy doktorskiej
opublikowanym w [4] oraz [7]. Analityczne i eksperymentalne szacowanie dlugosci oraz jej

rzedu zbieznosci dla interpolacji Lagrange klasy C? jest mozliwym rozszerzeniem tej pracy.

3.2.1 Asymptotyczne warunki wystarczajace dla v > 0 (parametryzacja).

Przypadek interpolacji nieparametrycznej - wiaze sie z koniecznoscia uwspélnienia dziedzin
krzywej 7 i interpolanta 9" - patrz Def. 2.9. W tym rozdziale sformulowane zostanie kilka
wystarczajqcych warunkow dla funkcji y; stopnia trzeciego, aby byta reparametryzacjq. Wyniki
tej czesci dysertacji zostaty opublikowane takze w [4] i [7]. W przypadku gdy A = 1 jest
wiadome, ze ; jest asymptotycznie parametryzacja z [t;, 11 3] — [, fi3] (W (t) = 14+ 0(82) >
0) dla dowolnego dopuszczalnego probkowania (19), co zostato pokazane w [33]. Aby krzywa
kubiczna y; byla reparametryzacja wystarczy, aby funkcja y;(¢) > 0. Poniewaz y;(¢) jest
funkcja kwadratowa, wigc moze by¢ zapisana wzorem V(1) = ait> + bit +c¢; > 0 na kazdym

I;. Analiza sprowadza si¢ do badania charakteru potozenia paraboli na przedziale [t;,;;3] - patrz

Rys. 27.

(i) a;i<0 A Vi) > 0 A Wi(tiez)> O,
b.

(ii) a;>0 A i) > 0 A - < g,
2a,~
b;

(iil) a; >0 A Viltiez)> 0 A =5 o> iy,

. /b

(iv) a;i>0 A %<_2_;i>> 0.

(169)

Dla podanych zbioréw Q,, i 7, testowanie y; > 0 na r6znych I; sprowadza si¢ do sprawdzenia

warunkéw (169)(1), (169)(ii), (169)(iii) i (169)(iv). Scharakteryzujemy dowolne dopuszczalne
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Rys. 27. Ilustracja warunkéw, aby y; > 0 na [t;,#;43] odpowiednio (169): a) (i), b) (ii), ¢) (iii) i d) (iv).

probkowanie (19) poprzez wprowadzenie na kazdym [; trzech parametréw (M, Nipy, P ):

tix1 —ti = MimOm, tiza —tix1 = Nimbp 1 tiz3 —tiso = PO,

(170)

gdzie 0 < Mip,Nim, Py < 13. Kolejnym wynikiem pracy doktorskiej jest nastepujace

twierdzenie (patrz [4], [7]):

Twierdzenie 3.9. Niech y € C3([0,T)) bedzie probkowana Bo-mniej lub bardziej réwnomiernie

(patrz Definicja (2.16)) z weztami 9y, spetniajqacymi (170). Dla danych zredukowanych Q,

polaczonych z parametryzacjq wyktadniczq (30) (dla dowolnego A € [0,1)) warunek (169)(i)

okreslajqcy l[/iL : [ — I; jako reparametryzacje jest spetniony asymptotycznie, jesli nastepujqce

trzy nierownosci sq razem spetnione dla wystarczajqco duzego m:

A—1 A—1 A—1 A—1
L (RN N M
PAN+M; \ R+N, N+M: )=

8w dalszych wzorach Tw. 3.9 i dowodu zostanie pominigta zmienna m w indeksie dolnym
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A— A— A— A— A— A—
pyh-1 W M OM (PEINETOMNMy) (N MM >0, |[(172)
! Ni+M,; (PAN;)(P+Ni+M;) P+Ni+M;  — ’
prot WM DRBAN)  RBMTNTTD RN
’ (Ni+M;) (P+Nit-M;) PA+N+M,; PAN;,  — 7

z ustalonymi p < 0, p; > 0i pr > 0, dowolnie matymi. Podobnie, warunek (169)(iv) zapewnia,

Ze zachodzi li/iL > 0, jesli nastepujqce dwie nierownosci sq spetnione dla wystarczajqco

duzego m:
1 PPN NATT !
i i i | >p3>0, 174
PNt M\ PN, Ntm; ) 7P (7
i NIy M BNy
l 3(Ni+M;) C (PP NA Y (N M) — (NP =M (PN
(Niz—l-NiMi—i-Miz){ Pl.’l_l—]\ll?t_1 Nl.’l_l—Mi’l_1 }>p -0
- - — M4 )
3 (P+N:i) (PANi+M;)  (Ni+M;)(P+Ni+M;)
(175)

gdzie state p3 > 0i ps > 0 sq ustalone i mate.

Dowdd. Pochodne funkcji y* na podstawie wzoru interpolacyjnego Newtona wyrazaja sig

nastepujaco (dla kazdego t € I;).

W(t) = witi ti1 [+ Wt tier tia] [(E = tin) + (1 — 1))

Yty tiv1, tigo, tig3) [(F —tip1) (t —tigo) + (¢ — 1) (t — tig2) + (£ — 1) (t — ti1)], 176)

(1) = 29[t tirs B2l 2Vl i T, 14 3] (B8 — tigo — ti1 — 1],
Y (1) = 67lti, tiv1, tiv2, tiv3].
Dla zapisania pochodnej z pomoca parametréw (M;, N; 1 P;) wystarczy uzyska¢ wzory dla

poszczegblnych réznic dzielonych. Gdy 7y jest regularna to moze by¢ reparametryzowana

przez diugos¢ tuku dajaca |7(t)||=1, dla ¢t € [0,T]| (patrz [36]). Prowadzi to do 1

17O P=(7(0)|7(1)) i w wyniku 0 = (||7(r)]|*)'=2(¥(1)|¥(t)) na r € [0, T]. Przypomnijmy, ze
uzyskana tu ortogonalnos¢ 7 i ¥ zeruje okreslone, wolniejsze sktadowe w wyrazeniu (92) (dla

j =i+k z k=0,1,2 i dowolnego A € [0, 1]), co skutkuje nastgpujacym wynikiem oszacowania
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dla:

TR

f]url—l?j:(l‘j+1—l‘j)l (1+0((tj+1—lj)2)) (177)

Zauwazmy, ze dla dowolnego (19) state w wyrazeniu O((¢;41—1;)*) zaleza od ograniczonej 7,

gdyz y € C? jest ciagta funkcja okreslong na zwartym zbiorze I = [0, T]. Tw. Tylora zastosowane
do f(x) = (H—x)% w punkcie xo=0 daje dla wszystkich x € [—¢, €] = I (z pewnym ustalonym
€>0) istnienie pewnego &,€(—|x|,|x|) takiego, ze f(x)zl—i—%x—i—%(%—1)(1—1—@)%_2. Dla e<1
usunigto osobliwosé T(ﬁx):(l—kéx)%_z w punkcie §,=—1 (z A € [0,1]) wymuszajac T jako
ograniczone na Ig. Wige dla |&;|<|x| < e<1, fi(x) = H—%)H—O(xz) - stata w O(x?) zalezy od
A. Ustalamy teraz, ze x = O((tj+1 —t;)?) z (177), ktéry jest asymptotycznie maty (dla duzych
m) w zwiazku z warunkiem dopuszczalnosci (19) i zatem odseparowany od —1. W zwiazku
Z tym:

fikr1—livk _
W Lt ik )= = (g —ti) O (b — tip) ), (178)
litkt1—litk

gdzie k =0,1,2. Laczac (170) z (178) otrzymujemy dla kazdego A € [0,1]ik=0,1,2:

WE itk )] =RETISA T 081 | (179)

gdzie:
Rip=M;, Riy=N; 1 Rp=P. (180)
Nastgpnie razem z wzorem (178) i nieréwnoscia 0< (tiy 741 —tip)(tio — ;) '<1 (dlal =0, 1)

itivo—t; = (tiza — tiv1) + (tip1 — ;) trzecia réznica dzielona wyniesie:

A=l A-1 1+ 14+
liya —1i —Uiy1 — i O((tig2 — 1 L O((tinqg —t;
Wi ltistinn tiva) = v ~iv1) (i1 =0)"7" | O(ltiv2 = tix1) ™) + O((tip1 —1:) ™)

tiy2 =t liva =i
_ N;l715n)§71—Mf1715$71+0 (tio—tip1)' 4 40 (ti1—t;)1
(N; +M;) 5, livo—ti livo—ti
N M A A
= N S 40251 O (181)

Analogicznie:

l l

P+N; "

P N

Wt tiva, tivs] = +O0((tiy3 —ti:2)") + O((tig2 — i) ). (182)
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Konsekwentnie (181) i (182) prowadzi do (dlal =0, 1):

Rl RA
i(1+1 ' _

W [t tisig s Bivig] = ()—1535 24+ 0(8). (183)
Ri(111)+Rit

F.aczac réwnania (181) i (182) z wyrazeniem
tip3—ti=(ti43 — fip2)+(tiy2 — tix1)+(tip1—1) 10 < (tigy1—tip1) (fi43 — 1) 7' < 1 uzyskujemy:
pAINATL NAT !

2 A
L P+N; N+M; __ sA-2 (tirie1 —tit1)
Vit tip 1, tig2, i3] = Oy ~F Z 0 5
lis3—1 1=0 liy3 —1i

co w konsekwencji prowadzi do:

w;
o\

~

1 PN NAT Al
(’ i i )5,%*3+0(5,ﬁ*1). (184)

L
St LG t; t; =
Vi [17 i+150i42, 1—0—3] P+ N; N;+M;

 PANiM;

p
Uzasadniajac (184) bazuje si¢ na tym, ze O (M) = O0((tigs1 —ti)* ")y =0(821),

liy3—ti

bo (ti101—ti)* _ (t- _t.)k—lti+z+1—li oraz 0 < ‘=l - 1 odzie [ = 0.1
lit3—li i1 li3—ti li3—ti '8 ’

Drugi krok w poprzednim réwnaniu odwotuje si¢ do mniej lub bardziej réwnomiernosci
(Def. 2.14) dopuszczalnego prébkowania .7 dla dowolnego A € [0,1) (jesli A — 1 < 0). Dla
jakiego$ ustalonego 0< o<1 (patrz Def. 2.23) jest |(t,-+l+1—t,-+1)l_1 |§[361_15,ﬁ_1 co wyjasnia

przejscie w (184) do O(8}~") zaleznymi tylko od yi A.

Kiedy l/'/iL(t) = a;jt? + bit +c¢; na I;, ze wzoru (176) na pierwsza pochodng zachodzi:

ai = 3Yilti,tiv1,ti42,ti3],
bi = 2yilti,tiv1,tiva] = 2Wilti, tiv 1, tivo, tip3| (tiva +tiv1 + 1),
ci = Viltitig1]=Wilti, tig1, tiv2) (Gt 1) FWilti tiv 1, tipo, tige 3| (iti 1 Hi 1t +Hiti 2 ). (185)

W kolejnych krokach nieréwnosci (169)(i) i (169)(iv) wymuszajace Y= > 0 sa przeksztalcane
na swoje asymptotyczne odpowiedniki, prawdziwe dla wystarczajaco duzego m 1 wyrazone
w terminach O; = (M;,N;, P;) (patrz Tw. 3.9). Zgodnie z (185) pierwsza nieréwnos$é a; < 0 w
(169) (i) bedzie zapisana jako WXt ;1 1,t12,i+3] < 0 i podlega transformacji zgodnie z (184)

na:

1 prl_NA-L NA-L_pA-l
v l _ 1 6)1,—3 0 6%,—1 0 186
Pi—|-Ni—|-Mi< P+Nj Ni+M; ) +0(8, ) <0, (186)
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dla O; € [y, 1]°. Asymptotycznie, dla ustalonego A € [0,1) najwolniejsze wyrazenie w (186)
jest czynnikiem przy 6% 3 (dla wszystkich prébkowar TB,):

pPloNAL O NAT !
i i N i
P+ N; N;+M; ’

1
O(MiNi BY) = N, (
i l !

(187)

pod warunkiem, ze 6y nie jest rzedu ©(5,,'7€)° z & > 0. Mozliwym wystarczajacym warunkiem

okreslajacym ostatnie wyrazenie jest by (dla ustalonego A € [0, 1)):

el(MiaNial-)i) Sp <07 (188)

dla pewnego ustalonego p < 0 (tzn. p moze by¢ wybrane jako dowolnie mata ujemna wartos¢).
Asymptotyczny zapis dla drugiej nieréwnosci z (169)(i) tzn. yr=(#;) > 0 jest wynikiem
zastosowania podobnej transformacji. Potaczenie wyrazen (170), (176), (179), (183) z (184)

prowadzi do (asymptotycznie):

VE)=WE i ti]) — WEt i1, tia) (b — 6) + WE Ittt tivas tis) (tier — 1) (tign — 1)
A—1 A—1 A—1 A—1 A—1 A—1

:[Mﬂl_<]\[i —M; ) : <Pi N N M )Mi<Mi+Ni>] A1

‘ Ni+M; P+N; Ni+M; ) BAN~+M; 1™

+0(8 ) >0,

(189)

dla O; € [Bo, 1]3. Zapis (189) (dla Ip,) W postaci asymptotycznej daje warunek (172) z Tw. 3.9
(zalozono, ze warunek ten bgdzie spetniony dla dowolnego ustalonego p; > 0) co gwarantuje
takze, ze W (#;) > 0 dla odpowiednio duzych m.

Trzecia nieréwno$¢ WF(t43) > 0 z ukladu (169)(i) mapujemy na jej asymptotyczny

odpowiednik korzystajac z (176) w punkcie f;3:

VE(tins) = Wt F Wh it ti 1, i) (b3 — 1) + (s — tiv1)) + WE [t tin 1, i, tis )

(i3 —tig1) (tigs —tig2) + (i3 — 1) (tig3 — tig2) + (tig3 — 1) (tir3 —tiv1)) s

ktéry w potaczeniu z |Ry| < 1 (patrz (180)), (170), (179), (183) i (184) przeksztatca sig¢ do:

A—1 A—1
]Vi _Mi 51—2

O(8M)| (2P, +2N; + M;)§

VE(ties) = M8 +O(8A) +

9@ oznacza oszacowanie asymptotyczne: c18, 7€ > ) > ¢,5,, !¢ i state ¢1 i ¢; sa dowolne, a nieréwnosé
zachodzi dla odpowiednio duzego m
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+

A—1 A—1 A—1
1 <P N N Ml >57L 3+0(5l—1)
P+N;+M; P+ N; N; +M; m

(PP A+ N;) + Bi(Pi 4 Ni + My) 4 (P + Ni) (P + Ni 4+ M;)] 82.

Nastgpnie po uporzadkowaniu wyrazen:

w@ﬁzzpﬂygml<WANM+W+W+M»

i \li+ Ni+Mi

(PB4 N) + (P Ni+ MR+ (B N) (P Ny M) )
P NAT NIyt

' <(Pz FN)(PANi+M;)  (NAM;) (PANi+M;)

)it +o(sit)

dla O; € [Boy, 1]°. Wyrazenie przy wolniejszym sktadniku oznaczono jako 6;(M;,N;, P,):
(NA1 =M} (2P + N)) + (Ni + M)
N; + M;
(PR A+ N) + (P Ni+ MR+ (BN (PN M)
P NAT NAMT At
(7 )

6,(M;,N;,P,) = M)L e

l

Pi+N)(Pi+N;+M;)  (Ni+M;)(B+N;+M;

(190)

Przeprowadzono szersze przeksztalcenia i grupowania wzgledem wyrazen przy M{L -1 Nfl’1
1 Pik_l. Do zapewnienia, ze wyrazenie (190) jest asymptotyczne wystarczy zatozyc¢, ze (dla
probkowania 7, ) trzeci warunek (173) z Tw. 3.9 jest spetniony dla jakiegos ustalonego ps > 0.

W"‘W‘W"‘ (N1 —Mm_i_}’i(})ikfl —NMY RPN
! ! ! N; + M; M;+N;+ P, P+ N;
l 1 QL 1 A—1 A—1 A—1 A—1

- P — Pi+N;)>p2>0.
Ml+Nl)(Ml+Ni+Pi> — M, +N; ——M+N; (BrHN:) =P
(191)

Ostatecznie 6, (M;, N;, P;) wynosi:

A— A— A— A— A— A—
por NTL-MIDRREN) | R(RTI-NTY RN
! (Ni-i-Mi)(Pi-l-Ni-l-Mi) P+ N;,+ M, P+ N;

>p2>0. (192)

Majac dowiedzione (171) otrzymujemy automatycznie symetryczny wystarczajacy warunek
asymptotycznosci dla a; > 0. Zgadza si¢ on z nieréwnoscia (174) z Twierdzenia 3.9 dla jakiegos$
ustalonego p3>0 (gdzie p3 jest wybrane dowolnie mate). Druga nieréwnos¢ k; = ; ( ) >0z

169(iv) przez wykorzystanie podstawienia we wzorze (176) na pierwsza pochodna przeksztatca
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sie na rownowazna:

O;
K = Wi[liafi—i-l]+ll/i[liafi+lafi+2](_;_li_ti—i-l)+1I/i[ti;ti+l>ti+27ti+3]
l
3.,bij\2 b
. [Z (a—l) + j(ti Flip1 F1iv2) Flitiv 1 +liitivo +itigo |- (193)
l l V

i

Dla obliczenia poszczegdlnych sktadnikéw z (193) korzystajac z (185) warto zauwazy¢, ze:

bi 29 [t tivativo] = 29 [, fi1 s tiva, fig 3] (8 + i1 +1i0)
i 3t i1, tiv2, 1iv3]

, (194)

co z kolei prowadzi do:

—2(y [ i1, ti2))® | g 2
o = +WEt s ti) | 56+t i) — (6 +1i1) ) -
i 3II/I'L[ti,ti+lali+2ali+3] Y, [ irli+1 z+2] 3( i i+1 z+2) ( i l+1)
Podstawiajac ostatnie wyrazenie oraz (194) do (193) otrzymano:

2 st tia))?
3WE(ti, tig1, 142, 14 3]

2
K = Wt ti1] -+ Wttt (g(t,- Ftia1 + i) — (tl-+r,~+1))

&
L
Wi [t b1, i) (ti+tig1 +1ip2)\2
+ML[ti’ti+l7ti+2’ti+3] [3<3W~L[lti ;i+ll li+l2 tit3] T 3 l )
1 9 ) )
( VAR —2<ti+ti+l+ti+2))-(t~+t~+1+t-+2)+%]
1 l 1 i~
3t i1, iy, 1y 3) 3

Dalsze algebraiczne uproszczenia w ostatnim wyrazeniu daja:

20yt tiga))?
3yt tip1,tiv2,1i43)

K = Wttt + Wt i, )& + Wt tie 1, b2, i)

: [ (wf [t tir, tiva])? _2‘l’z'L[ti,fi+17fi+2] (a2 + i1 +10) + (g2t 11 1)
3(WEti, tig 1,842, 1i43))? 3V [ttt tiv2,fis3] ’
2Lttty 2Wia +lip1 +1i
+< Ll//, [ti,ti 11, tiq2)] _ (tiv2 +tim1 l))(ti+2+fi+l +1i) + 5|,
3t ti1 s tigo, tig3) 3

co dalej redukuje si¢ do:

Z(ML[tivti+1vti+2])2

3YEti, tis 1, lit2, 14 3)

: [ (W st tivn])® 29 i ti0] (6 : i
3(Whltistiy1,tiva,ti3))? ——BWH i, tiga,tiga)

n 2yiltis tiv, tiva)] (WJF i (ti +tit1 +ti+2)2].

1
i tiv1,tivo, tigs) N 3

-

Hi

Ki = l//iL[ti?ti-H] + ‘I’iL[fi,fi+1,fi+2]§im - + V/z'L[tiati+lati+2ati+3]
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Ostatecznie powyzsza formuta prowadzi do:

(WE[ti tig1,1ig))?

L
- Wit ti 15t tis | i (195)
3Y i tis 1 tisa,tiny] T

K = Wt vt tia)&

Na podstawie (170) wyrazenia &; oraz {; mozna rozwinac jako:

22—t~ 2t —tip) + (i1 — ) 2N+ M;
& = = 3 =—3 Om,
b = —Ziz - l,-2+1 — t,~2+2 ity it Tt it — tipitigo
;=
3
Gt — )t (o — tigr) o (i1 — tivn) o (6 — i)
3
=t —t) (tiga—t) —(tipa—ti41)*  —MP—M;N,—N}? _,
_ - - ; 52, (196)

Co wigcej, podstawienie (196) do (195) prowadzi do:

lI/,-L [tistiv1,tigo]
WEti i1, iy, 1ig3)

316 = 3Y! [ty it ]+ W [t i1, B2 [(2Ni +M;)5,, —
— i [ty 11, tiva, i) (Mlz + M;N; +Nl~2) 52.

Faczac (179), (181), (183) i (184) z ostatnim wyrazeniem uzyskuje sig:

ay
7\

Ve

3k = 3M}H0(88 )+ (vish 2+0(8h) ) [N+ M),

vk ro(sh) ]
@6 3+0(8* 1)

g

;i
. (coi57“3 +0(5’H)) <M,-2+M,~Ni+Ni2> 52, (197)
: o NA1opr! 1 e N VA
gdzie, przypominajac, V; = N7 Z (181) oraz w; = Pi“’Ni“'Mi< PN T NTM ) z

(184). Po algebraicznych przeksztatceniach (kiedy 0 < Ry < 1 - patrz (170) i (180)) jest:

o = Vi2Ni + M) 8 + 082 — vi00:82 % — ay,0(87). (198)

Rozwiniecie Taylora w punkcie xo=0 daje dla funkcji f>(x)=(1+x)"'=1 —@le—i—O(x),

gdzie |&|<|x|<e< 1. Podstawiajac x=0(52) oraz ; z (184) (x jest wystarczajaco mate z (19))

otrzymujemy mianownik z o5 ; jako:

1 1 1
= = 14+0(82)). 199
0’1'5%_3—1—0(5,{}_]) wi5%_3(1+w%0(531)) a)i6r%_3( (6)) (199)

Aby udowodni¢ (199) korzysta si¢ z faktu, iz wii:O(l).
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Pierwsza nieréwnosc¢ z (169(iv)) jest asymptotyczna, prowadzi do wyrazenia (174) i réwna
si¢ @;>p3>0.

Tak wigc z (199) trzecie wyrazenie w (198) mozna zapisac jako:

—1
(1)1'5,%_3

2
VoA = v,.2521—4+vi0(53}—2)] (1+0(82)) = —%5,%;40(6,%1“). (200)

Dowodzac (200) wykorzystuje si¢ ciaglosé v; nad zbiorem zwartym [By,1]> (dla T8,)

spelniajacym warunek ograniczonosci v; = O(1). Ostatnie wyrazenie w (198) redukuje si¢ do:

—i0(8}) = — (v,-a,ﬁ—2+0(5;§)) (%(1 +0(5,,21))) o8 =0(8*"). (01
,

1Om

W konsekwencji taczac wzory (198), (200) i (201) uzyskujemy:
i1 Visa A+1
OCli:Vi(2Ni+M,')5m —55,” +0(5m ),
1

ktére to, w potaczeniu z (197) i |Ml2 + M;N; —|—Nl-2\ < 3, prowadza do:

N
A—1 A—1 Ny M
Nl -

i T N\ MeaDN— Ni+M; }
Ni+M; ) [ +2Ns ( prl N NFpmr! )
)

R £

(P+N;) (Pi+Ni+M;)  (Ni+M;)(Pi+Ni+M;
[ Pi;Lq_Ni;Lq Nf’l—Mf’l K
( )

M~2+M‘N~+N-2>}+O S+, (202
PN (PAN+My) (Mt Ny (PNi-y) | WS (O™)- (202)

N——————
Qs

Z wyrazenia (202), k=65(M;,N;,P)8>~1 + O(8}**) > 0 i asymptotycznie spetnia (174)
jesli wyrazenie %63 (M;,N;, P,)>p4>0, nad [Bo, 1]3, dla pewnego ustalonego dowolnie ps > 0.

Ostatecznie:

(NP1 -MA=H 2N, + M)
(Ni+M;)
(NA1 - pr1y2 (P +N;) (P, + Ni + M;)
NiAMi — (PE1 NP (Ni-My) - (NP1 - M) (N + P)
(P - N} N+ M) = (N} =M (PN

- o, 203
(Ni+Mi)(P+N;) (P +N; + M) ; 209

03(M;,N;,P) = 3M* '+

co reprezentuje ostatnia nieréwnos¢ (175) z Tw. 3.9 i udowadnia jego zatozenia.[

Warunki w Twierdzeniu 3.9 zaleza wytacznie od 5,~m € [Bo, 1]3, w szczegOlnosSci nie zaleza
od 7. Dzigki temu mozna je zwizualizowa¢ w 3D dla kazdego podprzedziatu [;, ustalonego

A €10,1) i zastosowaé do dowolnej regularnej krzywej y - patrz wykresy 3D w podrozdziale
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3.2.2 wygenerowane w programie Mathematica [21].

Przywotajmy dwa szczegdlne przypadki probkowania rownomiernego, dla ktérego we
wzorach (170) i (180) R;u=1 (tj. gdzie Bp=1) w potaczeniu z A € [0,1) lub A =1
z (19). W obydwu przypadkach w obliczeniach otrzymano yF=1+0(82)>0 (patrz [3] i [33]).
Rzeczywiscie warunki (172), (173) i (175) sa spetnione tak dla A = 1 jak i prébkowania
réwnomiernego 7 i A € [0,1). Natomiast nie zachodzi zadna z nieréwnosci (171) czy
(174). Mozliwym sposobem na zapisanie tych dwéch przypadkéw w postaci asymptotycznych
odpowiednikéw dla nieréwnoSci a; > 0 lub a; < O jest zastosowanie rozwinigcia Tylora
czwartego rzedu dla y € C* (patrz Tw. 2.6). Analiza (pominigta w tej pracy i stanowiaca jej
mozliwe rozszerzenie) prowadzi do nowego warunku na a; > 0 (lub a; < 0), w ktérym pojawiaja
si¢ nie tylko tr6jki (M, Nim, Pm) € [Bo, 1]°, A € [0,1) ale takze krzywizna ||¥(s;)||* wzdtuz
prébkowania .7 (patrz [33] i [3]). Krzywizna nie musi by¢ znana z géry. Alternatywnym
podej$ciem jest narzucenie odgérne jakich$ ograniczen na krzywizng krzywych 7y nalezacych
do rodziny dopuszczalnych krzywych. Asymptotyczne warunki z Twierdzenia 3.9 wyrazone
jako odpowiednie tréjki (170) (na I;) moga by¢ mapowane takze na zbiér nieréwnosci
wprowadzajacych pare nowych zmiennych. Taka redukcja wymiar6w pozwala przedstawic
ograniczenia w bardziej przystgpnym wymiarze 2D dzigki np. programowi Mathematica.

Nalezy rozwazy¢ nastgpujace jednorodne mapowanie:

Mi . le
e iy b (204)
Nim Y N;

gdzie para (x,y) € [Bo, 1/Bo]* uwzgledniajac (170), (180) i Bo-mniej lub bardziej réwnomierne
Bo < Ry < 1. Mozna zapisaC¢ nastepujace twierdzenie, bedace wynikiem tej pracy

doktorskiej (patrz [4]):

Twierdzenie 3.10. Niech y € C3([0,T]) bedzie prébkowana Bo-mniej lub bardziej
réwnomiernie (patrz Definicja 2.14). Zatézmy Ze zmienne (170) okreslajace T sq mapowane
z podstawieniem (204) na (x,y) € [Bo,1/Bo)?. Dla danych Q,, taczonych z (30) wystarczajacy

warunek (169)(i) dajacy Wt jako reparametryzacje na I; do I; jest spetniony asymptotycznie,
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jesli

(y+1)(1+x+y) * (x+1D)(1+x+y)

<p<O0 (205)

oraz

F (A ) [ x}+(y“—1)( ) S5 2ol @06

orazg

Al | (Al y y A—1 y(1+y)
—1 _1 >0,>0,|| (207
Al )[1+x+y+1+y}+<x )(1+x)(1+x—|—y)_p2 (207

zustalonymi p <0, p; > 0i pp > 0 dowolnie matymi.

Podobnie warunek (169)(iv) zapewnia asymptotycznosé, jesli obie nieréwnosci

yl—l -1 xl—] -1
+ >p3>0 208
O+ D1 xty) Gt D1 fxty) =P (208)
oraz
1— A—1 1 2 1 1— A—1 2 1
g1y 1% [x+ A71+x—|-y x“+x+ (I—y* "D (x*+x+ )Z3P4>0 (209)
1+x yH—H_i;H 1+x+y (1+y) (14+x+y)
T

sq spetnione odpowiednio, dla pewnych ustalonych pz > 0i ps > 0.

Dowdéd. Wszystkie nieréwnosci z Tw. 3.9 (169)(i) i (169)(iv) (zachodza dla wystarczajaco
duzego m) przeksztatcono na pig¢ nieréwnosci wyrazonych w zmiennych (x,y) wprowadzonych
jako (204). A wigc rozwazane sa nastgpujace kroki:

Wymuszajac a; < 0, potaczono (171) z (204) (dla dowolnej ustalonej p < 0) co dato:

! M,
a1 vir b T= 3k
- m m

) Miy | B Mim

yl—]_l xl—l_l

(1 Faty) (a1 txty) =

p.

Biorac pod uwage 0 < [33*)“ < Ngn*)L <1 (dla A € ]0,1)), aby zachodzito (210) wystarczy
wymée (dla ustalonego dowolnie matego p < 0) pierwsza nieréwnos¢ (205) z Tw. 3.10
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wyrazona w zmiennych (x,y) € [Bo, 1/Bo)>.

By znalez¢ asymptotyczny odpowiednik dla yF(t;) > 0 wyrazony w (x,y) € [Bo,1/fo]?

mapowanie (204) zastosowane do (172) przeksztalca to ostatnie na (dla jakiego$ ustalonego

p1 > 0):
My My, P, My,
A—1 N Mim o +
Nim Nim (14+72) ;

> ;
co ostatecznie daje:

A1 (1_xl_1)x_ (1—x*""x ' =Dx(x+1) 1-2

N. .
[ Trxty () (I fxdy) —m P

Kiedy A € [0,1] i Bop < Ny < 1 ostatnia nieréwnos¢ jest spetniona jesli nieréwnosé (206) jest
spetniona dla (x,y) € [Bo, 1/Bo)%.

Analogicznie, aby przeformutowaé W (z;43) > 0z (173) dzigki (204) otrzymano:

Miml P ( B P, Pl%n_l P Pi}nL/,_I
21| G DR tn BGE -0 BGEE-D po

ktére (kiedy A € [0,1]1 By < Nip, < 1)) jest spetnione, gdy trzecia nieréwnos¢ (207) w Tw. 3.10

jest spetniona dla (x,y) € [Bo,1/Bo]?. Stata p, jest dowolna liczba dodatnia.

Potaczenie (174) z (204) pozwala zapisaé inaczej a;>0 jako (208) (dla A € [0,1)) dla
(x,y) € [Bo,1/Bo)? i jakiegos ustalonego dowolnie matego p3 > 0.

Finalnie, warunek dla y*(—b;/2a;) > 0 zapisany asymptotycznie w zmiennych (x,y) €

[Bo, 1/Bo]? z (203), po przeksztatceniach algebraicznych, jest wyrazony jako:

M| M, Py M P
VT (I=3i) (O=30) N2 (1 f ) (M4 fm
03 = Niy ‘{N“++(1+M> N (1) [ BN o, i
im Nim im im [W<m+l)_(l+m)]

21 - 2 .
im Nim 2 (Mim Mip
im

pr= . MA-1 4
Nin(8=s = 1) (2 +1)—(1 = Ze=) (1+ )
N2, Nim '

Pim Mim le
N 1)(1+m)(m+1+m)

Ostatnie wyrazenie z pomoca (204) mapuje (175) na:
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Now 1o at 10 [ () (Lty)

+1+ 1-
3 1+x Y1
1 (1+x) (1+y)

O -1 (1 4x)-(1-x1) (14y)
(1+x)(1+y)(1+x—l—y)

(x2+x+1)] >py>0, (211)

dla jakiegos, ale ustalonego ps > 0. Kiedy A € [0, 1], Bp < Nip, < 1 wystarczajacy warunek
(211) (upewniajac sig, ze W= (—b;/2a;) > 0 zachodzi asymptotycznie) mozna zastapi¢ (209).

To koniczy dowdd Twierdzenia 3.10. []

Podsumowujac, w Tw. 3.9 i Tw. 3.10 dwa wystarczajace warunki (169)(i) i (169)(iv) aby
l/'/l-L > (0 sa asymptotycznie realizowane przez albo (171)-(175) albo (205)-(209) wyrazone
odpowiednio w terminach zmiennych (M, Njn,P;y,) lub (x,y). Analizujac dwa powyzsze
dowody, spetnienie nieréwnosci z Tw. 3.10 sprowadza si¢ do faktu, ze odpowiednie warunki

w Tw. 3.9 sa spetnione dla wystarczajaco duzych m (t.j. zachodza asymptotycznie).

Uwaga 3.11. Nalezy zauwazy¢, ze (169)(i) wymusza WF jako wklgsta krzywa na I; = [t;,1;13]
z albo e ¢ I; (tj dla l/'/l-L ostro rosngcego lub ostro malejacego) albo t,qy € (£,1i4+3).
Z innej strony warunek (169)(iv) narzuca wypuktos¢ y&. Tutaj, przypadek i, € (i,2:43) jest
wlaczony do (169)(iv) podobnie do (169)(i), gdzie tay zastepuje ty,in. Przypadki (169)(ii)
i (169)(iii) stanowig uzupetnienie warunku (169)(iv) o klasg probkowari, spetniajacych f,;, ¢ I;
1 Y (tin) <0

Zauwazmy, ze warunek (169)(iv) zawiera (169)(ii) i (169)(iii)wtedy gdy Y (tmin) > O.
Podobnie jak poprzednio, przeksztatcono trzecia nieréwnosé z (169)(ii) do:

_ W i tio) — Wl it tigs) (i + fign +17)
3WE(ti, b1, tis 2, B3]

i
ktéra po kilku algebraicznych przeksztalceniach mozna zapisac jako:

—l'l/lL[l‘i,ti.g_l?ti-‘rZ]
l//iL [t,', tit1,tit2, ti+3]

+tiyo+1tir1 —2t; <O. (212)

Stosujac do (212) proste obliczenia przeksztatcono _2% < t; na asymptotyczny odpowiednik

(dla ustalonego dowolnego ps < 0):
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MA—T A

Ni+M;
N TN ey gy M= ps <0, (e13)
(P4N;) (M;+N;) (M +-N; +F;)

dla (M;,N;, B;) € [Bo, 1]°. Ostatnia nieréwno$é w terminach (x,y) jest spetniona pod warunkiem,

ze:
I+x+y
A-1_1
(F) (=) +1

dla (x,y) € [Bo,1/Bo]>. Zwrécmy uwage, ze w (213) dzielac przez Nj, i przechodzac

+1+2x§%<0, 214)
0

do zmiennych (x,y) dostaje si¢ N, 'ps. Podobne obliczenia dla _2b_aif > t;13 takze daja

asymptotyczne odpowiedniki:

NA-L_pr-t
W
NPTV ) — BN (AT +M;+2N;+ 3P < ps <0, (215)
(P+N;)(M;+N;) (M;+N;+P,)

dla (M;,N;,P,) € [Bo, 1]?, ktére z kolei z (204) jest zapisywane jako:

14+x+

- Y +2+x+3y<&

() () g
y 1—x

dla (x,y) € [Bo, 1/Bo]? i pewnego ustalonego pg < 0 (dowolnie matego).

<0, (216)

Jak si¢ okazuje, warunki (213), (214), (215) lub (216) powoduja, ze (169)(ii) lub (169) (iii)
sa zbyt restrykcyjne i jako takie maja ograniczone zastosowanie. Obrazuja to przyktady dla A =
0,7, Bo = 0,18, py = 0,05, pa = 0,05, p3 = 0,001, ps = 0,001, ps = -0,0001 i ps = -0,0001,
Rys. 28 (a)-(b) pokazuje, ze (169)(ii) i (169)(iii) sa asymptotycznie reprezentowane przez
cienkie zbiory Dy, Dy, C [Bo, 1/Bo]?. Dodatkowo, Rys. 28 (c)-(d) ilustruje, ze podzbiory D, C D,
(i Dy C Dy) reprezentujace (169)(ii) i X (—b;/2a;) <0 (lub (169)(iii) i w*(—b;i/2a;) < 0)
asymptotycznie sg jeszcze mniejsze.

Przypomnijmy, ze tylko drugie wyrazenia w (169)(ii) i (169)(iii) nie sa objgte przez
(169)(iv). Taka prawidtowos¢ istnieje dla réznych A € [0,1), Bp € (0,1)ip;zi=1,2,...,6.
Obydwa wyrazenia (169)(ii) i (169)(iii) razem z Y-(—b;/2a;) > 0 (dla t; € [t;,1;+3]) moga
by¢ zastapione przez jeden warunek (169)(iv) bez znaczacej utraty ogdlnosci rozwazafi
z pominigciem Y- (—b;/2a;) < 0.

Poszukiwanie kolejnych alternatywnych do (169)(i) i (169)(iv) warunkéw wystarczajacych
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DJJ

Dd

c) d)

Rys. 28. Wykresy (dla A = 0,7) odpowiednich obszaréw D, i D, punktéw (x,y) € [Bo,1/Bo]?
spetniajacych albo (a) (206), (208) i (214) do wymuszenia asymptotycznego (169)(ii) lub (b)
(207), (208) i (216) do zapisania asymptotycznie (169)(iii) . Dopuszczalne obszary D. C D,
i D; C Dy, dla dodatkowego warunku Y (—(b;/2a;)) < 0 wymuszane sa asymptotycznie przez
symetryczna nieréwnos$¢ do (209) i faczone z (c) (206), (208) i (214) lub z (d) (207), (208) i
(216). Warunki (c) i (d) nie brane pod uwage przez (208) i (209) sa reprezentowane przez mate
zbiory D, 1 Dy.

stanowi mozliwe rozszerzenie tej pracy. Zauwazy¢ nalezy, ze dla a; = 0 (tj. kiedy np. albo
A =1 1lub prébkowanie .7 jest réwnomierne) dwa warunki l/’/iL(t,-) > 01 yh(t;13) > 0 gwarantuja

li/iL > O na [;, bo wtedy l//iL redukuje si¢ do funkcji liniowe;.

3.2.2 Testy numeryczne

Przedstawione eksperymenty numeryczne oraz opisane przyklady potwierdzaja zatozenia
zawarte w Tw. 3.9 1 Tw. 3.10.

Uwaga W przyktadach zastosowano nastgpujaca notacje (dla tabel i rysunkéw): (169(i))*
(lub (169(i))**) okresla nieréwnosci (171), (172) i (173) (lub (205), (206) i (207)). Podobnie
(169(iv)*) (lub (169(iv))**) okresla (174) i (175) (lub (208) i (209)). W przyktadach 10 i
11 przetestowano czy interpolant y oparty o wybrane probkowania jest funkcja iniekcyjna.
Ponizej szczegétowy opis eksperymentu: Dla danego ustalonego [y wprowadzono dwie

rodziny Bp-mniej lub bardziej réwnomiernych prébkowan (25) i (26). Nastgpnie, spetnienie
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asymptotycznych wystarczajacych warunkéw zapewniajacych y->0 (patrz Tw. 3.9 lub Tw.
3.10) jest badane dla r6znych A € [0, 1) i wspomnianych prébkowar. Algebraiczne obliczenia
zostaly uzupelnione o geometryczne wizualizacje 2D 1 3D wygenerowane w pakiecie

Mathematica.

Przyklad 10 (Sprawdzenie czy ' jest iniekcja). Rozwazono rodzine .77 mniej lub bardziej
réwnomiernych prébkowari dang wzorem (25). Zatozono, ze 1<i<m=3k, gdzie k € {1,2,3,...}
z 1p=0 i t,=T=1. Po skorzystaniu z (170) odpowiadajaca asymptotyczna reprezentacja 3D:

Z3D dla 2 zapisana jest jako (dla jakiegoS$ m):

’913D - {(%717%)7(17%71),(%717%)7(17%’%)’(%’1’%)}' (217)

Ostatnie dwa punkty (pierwszy punkt) w (217) jest okreslony jako m = 3kit,, =T =1 (przy
to = 0). Inne punkty (217) odnosza si¢ do wygenerowanych z (25). Ustawiono fy=0,15 <
B1 i wigc (25) jest takze Po-mniej lub bardziej rownomierne. Nastgpnie, przez (204) i (217)

otrzymano odpowiadajace przeliczenie asymptotyczne dla przypadku dwywymiarowego 9120

dla (25):
), (3,3)}- (218)

1 7 1 5

bR 7) (7’ 17 7)
)L 278 21 58

2,3) | (3:3)

F F
0,1

F P

P F
0,7

F P

Tab. 11: Wyniki sprawdzenia (169(i)) i (169(iv)) (wymuszone asymptotycznie przez
albo (169(i))* i (169(i))** albo przez (169(iv))* i (169(iv))**) dla probkowania (25)
(reprezentowanego przez (217) i (218))i A € {0,1;0,7} z p = —0,001, p; = 0,05, p, = 0,05,
p3 = 0,001 i pgy = 0,005. Tutaj P oznacza prawde i F - fatsz, odpowiednio po weryfikacji
odpowiednich warunkéw z wiersza wymienionych w drugiej kolumnie.

Dla innego prébkowania By-mniej lub bardziej rownomiernego 95, zdefiniowanego wedtug

wzoru (26) przyjmuje si¢ takze, ze to =01 ¢t, =T =12z 1 <i<m =3k, dla k €
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1,2,3,...}. Biorac pod uwage (170) reprezentacja 3D .7;>P dla (26) jest zapisana ponizej (dla
2

dowolnego m):
(219)

Ostatnie 5 punktéw (pierwszy punkt) w (219) nalezy do zbioru kiedy #,, = T (#y = 0). Pozostate
5 punktéw w (219) to punkty generowane przez prébkowanie (26). Dzigki (204) tréjki punktéw

ze wzoru (219) mozna zapisaé jako 2D wymiarowe 7,20

ZP={(%.9).(35.2). ({5 1) (3:5%): (5. 5). (3. %), 20
(53D GO .E9H)

Nieréwnosci (169(i))* ((169(iv))* ) i ich asymptotyczne odpowiedniki (169(i)) ((169(iv))) sa
badane na [Bo, 1] dla obu prébkowari (25) i (26). Parametr A € {0,1;0,7;0,9} z p = —0,001,
p1 = ps = 0,05, p3 = 0,001 i py = 0,005 - patrz Tab. 11 Tab. 12.

N %2 0|Ge 1w w)( 1 %) (s 2L 1)
(52 | G | ) | (5.9 | (3.9
F F F F F
! P P P F F
F F F P P
N P P P F F
N -072:2 (%23 | 103)] (3 12) (B 35:3)| (1 550 9)
N (&3 | G&d | G2 | (%) | (5.8
(169())* i (169(7))** F F F F F
0! (169(iv))* i (169(iv))*™ P P P F F
0o (169())* i (169(7))** F F F P P
T (169(iv)* i (169(iv)) P P P F F

Tab. 12: Wynik testowania (169(i)) i (169(iv)) (wymuszone asymptotycznie albo
przez (169(i))* i (169(i))** albo przez (169(iv))* i (169(iv))**) dla prébkowania (26)
(reprezentowanego przez (219) i (220)) oraz dla A € {0,1;0,9} z p = —0,001, p; = 0,05,
p2 = 0,05, p3 = 0,001 1 pg = 0,005. Tutaj P oznacza prawde 1 F fatsz, odpowiednio po
zweryfikowaniu odpowiadajacych warunkow z wierszy przedstawionych w drugiej kolumnie.

Powiazane zbiory tréjek O, € [Bo,1]° spelniajace albo (169(i))* lub (169(iv))*
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reprezentuja odpowiednie bryty 3D Dgo C [Bo, 1]? wykreslone w programie Mathematica jak

pokazano na Rys. 29, Rys. 30 oraz Rys. 31 i Rys. 32.
A

M,
im 02 o
0.2 0.4
ng 04 = 0

a)

Rys. 29. Warunek (169(i)) asymptotycznie (169(i))* przedstawiony na wykresie 3D jako trzy bryty:
DﬁOC[ﬁO, 1]>. Tutaj Bp=0,15 z punktami reprezentujacymi prébkowanie: a) (25) mapowane
na (217) lub b) (26) mapowane na (219) obydwa dla A =0, 1.

Rys. 30. Warunek (169(i)) asymptotycznie (169(i))* przedstawiony na wykresie 3D jako trzy bryty:
DﬁOC[ﬁo, 1]3. Tutaj Bp=0,15 z punktami reprezentujacymi prébkowania: a) (25) dla A=0,7
mapowane na (217) lub b) (26) dla A=0,9 mapowane na (219).

Wyrazenia (169(i)) i (169(iv)) formulowane na ich asymptotyczne odpowiedniki
dwuwymiarowe (169(i))** (lub (169(iv))**) zostaty algebraicznie zweryfikowane dla (25)
i (26) w Tab. 11 i Tab. 12 i takze zostaly zaprezentowane na Rys. 33 i 35. Tu
wszystkie pary (x,y) € [Bo,1/Bo]*> spetniajace albo (169(i))** albo (169(iv))** okreslaja
odpowiednie podobszary lA)gO C [Bo, 1/Bo]?. Widaé, ze wszystkie wykresy 2D reprezentujace
obszary dopuszczalnoSci asymptotycznej probkowan sa bardziej czytelne. To pokazuje zaletg
zastosowania przeksztalcenia jednorodnego (204) do (170). Rézne punkty z 7P, dlak = 1,2

(lub z ,ZCZD) moga spetnia¢ rézne asymptotyczne wystarczajace warunki wymuszajac albo

(169(i)) albo (169(iv)) - patrz Rysunki 33, 34 oraz 35 i 36.
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Mim M;
im 0.2
06 94

0.4 0.6

Ni . 1.0

a)
Rys. 31. Warunek (169(iv)) asymptotycznie reprezentowany przez (169(iv))* zwizualizowany na
wykresie 3D jako bryly D%OC[B(% 1]3. Tutaj Bp=0,15 z punktami reprezentujacymi
probkowanie: a) (25) mapowane na (217) lub b) (26) mapowane na (219) obydwa dla A=0, 1.

04 o5y =
Nim :

a)

Rys. 32. Warunek (169(iv)) asymptotycznie reprezentowany przez (169(iv))* zwizualizowany na
wykresie 3D jako dwie bryly Dﬁoc[ﬁo,l]z’. Tutaj By=0,15 z punktami reprezentujacymi
probkowanie: a) (25) dla A=0,7 mapowane na (217) lub b) (26) dla A=0,9 przeksztatcane
na (219).

Rys. 33. Warunek (169(i)) wymuszony asymptotycznie przez (169(i))** zwizualizowany w 2D jako
trzy podobszary f)ﬁoc [Bo, 1/Bo)?. Bo=0, 15 z punktami reprezentujacymi prébkowania: a) (25)

mapowane na (218) lub b) (26) mapowane na (220) obydwa dla A=0, 1.
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Rys. 34. Warunek (169(i)) wymuszony asymptotycznie przez (169(i))** zwizualizowany w 2D jako trzy
podobszary Déﬂc[ﬁo, 1/Bo]%, Bo=0, 15 z punktami reprezentujacymi prébkowania: a) (25) dla
A=0,7 mapowane na (218) lub b) (26) dla A=0,9 mapowane na (220).

Rys. 35. Warunek (169(iv)) wymuszony asymptotycznie dla (169(iv))*™* zobrazowany w 2D jako dwa

podobszary Dﬁo C [Bo,1/Bo)*. Bo=0,15 z punktami reprezentujacymi prébkowania: a) (25)

przeksztatcane na (218) lub b) (26) mapowane na (220) obydwa dla A=0, 1.

Rys. 36. Warunek (169(iv)) wymuszony asymptotycznie dla (169(iv))*™* zobrazowany w 2D jako dwa
podobszary Dﬁo C [Bo,1/Bo)*. Bo= 0,15 z punktami reprezentujacymi prébkowania: a) (25)

dla A=0,7 przeksztalcane na (218) lub b) (26) dla 1=0,9 rzutowane na (220).
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Rzeczywiscie dla A=0,1 Zzadna z nieréwnosci (169(i))** nie jest spetniona przez zadna
z par z ;2P (dla k=1,2) umieszczonych na zewnatrz obszaru D/ﬁl(,' Takze (169(iv))* jest
spetniony tylko przez jakie§ punkty z .Z;°P. To samo nastepuje dla (169(i))* i (169(iv))* -
patrz Rys. 29, Rys. 30 oraz Rys. 31 i Rys. 32. W zwiazku z tym iniekcyjno$¢ funkcji I/JZ-L dla
ZQD lub %ZD nie jest zapewniona. W przeciwienstwie do poprzedniego na Rys. 33, Rys. 34
i Rys. 35, Rys. 36 wszystkie punkty z %ZD dlad=0,7Gz %QD dla A = 0,9) sa wewnatrz
IA)%O okreslonego przez (169(i))** lub (169(iv))**. Testy algebraiczne (169(i))* lub (169(iv))*
(lub z (169(7))** lub (169(iv))**) sa przedstawione w Tab. 11 i Tab. 12. Zauwazy¢ nalezy, ze
wszystkie przeprowadzone eksperymenty obu warunkéw (169(i))* i (169(i))** (lub (169(iv))*

i (169(iv))**) pokazuja, ze sa one albo spetnione albo nie. Tabele 11 i 12 zestawiaja odpowiedni

zbidr nieréwnosci (patrz Uwaga na poczatku rozdzialu) w tym samym wierszu. [

Przyklad 11. Rozwazmy rodzing prébkowan .7 nalezaca do klasy mniej lub bardziej
réwnomiernych (z rozkladem geometrycznym {y(#;)}}2, i prébkowaniem (23) (zobacz Rys.
13). Tutaj 0 < i < m = 3k, gdzie k € {1,2,...} orazty =01 t, =T = 1. Z uwzglgdnieniem

170) nastepujaca asymptotyczna reprezentacje 3D .Z2P dla %, mozna zapisaé (dla m = 3k):
pyj ymptoty P ] 0 P
7= {15 DL GGG @

Ostatnie dwa punkty w (221) sg generowane dla m = 3k gdy t,, = 1. Ustawiamy Sy = 0,16
i stad kiedy By < B; prébkowanie (23) jest takze Bo-mniej lub bardziej réwnomierne.

Przywotamy tez probkowanie PBy-mniej lub bardziej rownomierne 73 zdefiniowane z (24)
(zobacz Rys. 14) gdzie B, = % > Bo. Znowu ustawiamy tg =01z, =T =120 <i<m =23k, dla
ke {1,2,...}. Z pomoca (170) asymptotyczna forma 3D 9331) tego probkowania moze zostac
zapisana jako:

ZP={(350.6.1L3).(1L5 D). (L5 5.5, 1.9} (222)

Ostatnie dwa punkty (222) pochodza z m = 3k, gdy t,, = 1 i pierwszy punkt odnosi si¢ do
to = 0. Nieréwnosci (171), (172), (173) oznaczone (169(i))* (lub (174) i (175) ozn. (169(iv))*)
wymuszaja asymptotyczne (169(i)) (lub (169(iv))) testowane na [Bo,1]* dla obu prébkowari
(23) i (24). Ustalony parametr A jest ustawiony jako A = 0,3 lub A = 0,9 z p = —0,001,
p1=p2=0,05, p3 =0,0011i ps = 0,005 - zobacz Tab. 13 i Tab. 14.
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1 2=0,3 A=0,9
Warunki | 160(iv) (169(iv))* | (169(7))*  (169(iv))*

Prébkowanie %30

§

N N N /SN /S
W= == = =
— O O = O
W WIN e = W= W
— N e’ N N N

F F
P P
P P
F F
F F
P P

o o
- oo o

Tab. 13: Warunki (169)(i) i (169)(iv) (osiagniete asymptotycznie z (169(i))* i (169(iv))*)
dla prébkowania (23) (reprezentowanego przez (221))idlaA =0,3i 4 =0,9z p = —0,001,
p1 = 0,05, p, =0,05, p3 = 0,001 1 ps = 0,005. Tutaj P oznacza prawda 1 F-fatsz.

A A=0,3 A=0,9
Warunki N Vs X *
Probkowanie 77 (169())*  (169(iv))* | (283)* (286)
(3.1,1) F F P F
(3,1,1) F P F p
(1,1,1) F F P F
1 4
(17375) F F P F
(£.1,3) F P F P

Tab. 14: Testowanie warunkéw (169(i)) i (169(iv)) (wyprowadzonych asymptotycznie z
(169(i))*1i (169(iv))*) dla prébkowania (24) (zapisanego tez jako (222))idlaA =0,3iA =0,9
2 p = —0,001, p; = 0,05, p» = 0,05, p3 = 0,001 i ps = 0,005. Podobnie jak wczesniej P
oznacza prawda 1 F - fatsz.

Odpowiednie zestawy tréjek (M, Nim,Pm) € [Bo,1]? speiajace albo (169(i))* lub
(169(iv))* tworza odpowiednie bryty 3D Dgo C [Bo, 1] narysowane w pakiecie Mathematica,
co pokazano na Rys. 37, Rys. 38, Rys. 39 oraz Rys. 40. Warto zauwazy¢, ze r6zne punkty ze
zbioru ﬁkw ,dla k£ = 0,3 moga wymiennie spetnia¢ lub nie, jeden z warunkéw wystarczajacych
(169(i)) lub (169(iv)), co zostato przedstawione w Tab. 13 i Tab. 14. Natomiast dla A = 0,3
wszystkie warunki z (169(i))* nie sa spelnione przez obydwa zbiory .7;°P (dla k = 0,3) wiec
mamy F w odpowiednich kolumnach w Tab. 13 i Tab. 14. Co wigcej, warunek (169(iv))* jest
spetniony tylko przez niektére punkty (nie wszystkie) z ZfD . Konsekwentnie iniekcyjnosé
vl dla Z7P lub 7P nie jest zagwarantowana. Geometrycznie obydwa zbiory Z°P (dla
k = 0,3) nie sa zawarte w odpowiednim obszarze iniekcyjnosci Dgozos (dla albo (169(7))* lub
(169(iv))*). Natomiast dla A = 0,9, proste sprawdzenie Tab. 13 i Tab. 14 pokazuje, ze wszystkie

punkty z ,ZfD (dla k =0, 3) moga by¢ podzielone na dwa podzbiory, kazdy zawarty w obszarach
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iniekcji Dgozo’g okreslonym przez (169(i))* lub przez (169(iv))*, odpowiednio. Algebraicznie

oznacza to conajmniej jedno P w ostatnich dwéch kolumnach wszystkich wierszy w Tab. 13 i

Tab. 14. [

Uwaga 3.12. Dia T3 C T, 2 Oim € 2P = (ay,a2) x(a3,a4) X (as,ag) moina zweryfikowac
(dla A€[0,1)) czy I2P CD%O. Z Tw. 3.10, jesli ostatnie ma miejsce to wszystkie probkowania

%‘é sprawiajq, Ze asymptotycznie l,tIiL jest iniekcjq. Podobnie Tw. 3.10 mozna rozwazyc razem

z warunkiem 2D I2P Cﬁﬁo, gdzie I?P = (4,2 x (&, 22)- Taka dodatkowa informacja na 7

as’ az

otrzymana z %‘(’) czasami towarzyszy Q.

*

Rys. 37. Warunek (169(i)) wymuszony asymptotycznie (169(i))* zobrazowany w 3D jako trzy bryty
DﬁOC[ﬁo, 1]3, dla A=0,3. Tutaj By=0, 16 z punktami reprezentujacymi prébkowanie: a) (23)
mapowane na (221) lub b) (24) przeksztatcane na (222) obydwa A=0, 3.

*

Rys. 38. Warunek (169(i)) wymuszony asymptotycznie (169(i))* zobrazowany w 3D jako trzy bryty
DﬁOC[ﬁO, 13, dla 1=0,9. Tutaj By=0, 16 z punktami reprezentujacymi prébkowanie: a) (23)
zapisane jako (221) lub b) (24) w postaci (222) obydwa dla A=0,9.
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Rys. 39. Warunek (169(iv)) wymuszony asymptotycznie przez (169(iv))* narysowany jako dwie bryty
3D D%OC [Bo,1]%, dla A = 0,3. By=0, 16 z kropkami jako reprezentantami prébkowan: a) (23) z
(221) 1ub b) (24) mapowane na (222) dla A=0,3.

M.
a2
0.6
10
1.0
IE:2 3
P B[

04k 04k

0z

0.2r

Rys. 40. Warunek (169(iv)) wymuszony asymptotycznie przez (169(iv))* narysowany jako dwie bryty
3D Dﬁoc[ﬁo, 13, dla A = 0,9. By=0, 16 z kropkami jako reprezentantami prébkowar: a) (23)
mapowane na (221) lub b) (24) mapowane na (222) obydwa dla A=0,9.

W kolejnych dwdch przyktadach zbadano numerycznie rzad zbieznosci o (A) w szacowaniu
diugosci d(y) —d(#%) = 0(6,‘,?()“)), dla jakiego$ A € [0,1] wymuszajacego WF jako funkcje

iniekcji. Przypomnijmy, ze dtugos¢ interpolanta liczymy sumujac dtugosci na poszczeg6lnych

podprzedziatach (4. [t;,1i+3), [ti+3,ti16)s - - - [Em—3,1m), KOrzystajac z Def. 2.3, a mianowicie:
m i3
a#) =Y, [ 1%i0ldi (23)
i=0 7

I
Tutaj o(A) ~ @(A) jest obliczone numerycznie dzigki regresji liniowej zastosowanej do par
punktéw {(log(m), —log(Ey)) m=tmax gdzie E,=|d(y)—d(7*)|. Wspélczynnik kierunkowy

a prostej regresji y(x) = ax + b oblicza si¢ w programie Mathematica z pomoca funkcji

Normal[LinearModelFit[data]], co daje a=a(A).
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Przyklad 12. W rozwazanym przyktadzie mamy spirale ¥, : [0,1] — E? (krzywa regularna
Ysp(0) =(—0,2;0) i %5, (1) = (1,2;0) dana wzorem (9) i tzw. tréjwymiarowq krzywq Steinmetz’a
¥s : [0,1] — E3 (regularna zamknieta krzywa z y5(0) = ¥5(1) = (1,0;1,2) - patrz szary punkt
na Rys. 41).

Obie krzywe ¥, ¥s (dane wzorem odpowiednio (9) i (14)) probkowane sa zgodnie z (23)
lub (24) (patrz Rys. 13 i Rys. 41. Wyniki numeryczne @&(A) z (1) (dla d(y) —d($*) =
O(6m (M)) sa pokazane w Tab. 15. Liniowa regresja, ktérej liczymy wsp6tczynnik & (A) jest
stosowana do zbioru punktow {(log(m),—log(Em)}ZZ;’l‘;z%, z En = |d(y) —d(§5)| i dla
réznych A € {0,3;0,7;0,9}. Wyniki z Tab. 15 sugeruja, ze dla A € {0,3;0,7;0,9} jest, ze Wy >

0 i nalezy si¢ spodziewaé liin E,, = 0 z kwadratowym rzedem zbieznosci a(A) =2 ~ @(A).
m—oo

Rys. 41. Krzywa Steinmetz’a s z (14) prébkowana wedtug: a) (23) lub b) (24), dla m = 15 (z szarym
punktem ¥5(0) = ys(1) = (1,0;1,2)).

Przyklad 13. Rozwazono krzywe 2D i 3D-wymiarowe 7,, %, : [0, 1] — EF (dla k = 2,3):

(i) 7,(t) = (cos(?);1,5"), (ii)helikoida z (11). (224)

Obie krzywe regularne 7,, ¥, probkowane (25) lub (26) sa zobrazowane na Rys. 42 i
Rys. 43. Wyniki numeryczne dla &(A) ~ o¢(A) sa pokazane w Tab. 17. Liniowa regresja jest
uzyta dla my,;, = 120 1 my,qe = 210 2 1€{0,3;0,7;0,9}. Tab. 17 sugeruje, ze jesli przynajmniej
jedno z Tw. 3.9 lub Tw. 3.10 jest spetnione (z Y= > 0) ostra zbiezno$¢ kwadratowa wystepuje
a(A)=2~ &(A), dla wszystkich A € [0,1) wymuszajacych W= > 0. Algebraiczna weryfikacja

b >0nal=1\{nt,... tu_3} jest przedstawiona w Tab. 16, dla A = 0,9. Spetnienie tej
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Krzywa  Prébkowanie A En—201 oA)~a(d)  (169(i))" lub (286)*

0,3 0,0735 0,044 F

(23) 0,7  0,0000083 1,945 P

) 0,9  0,0000016 1,885 P
0,3 2,462 -0,012 F

(24) 0,7 0,005 0,007 F

0,9  0,0000319 1,989 |

0,3 0,204 0,033 F

(23) 0,7  0,0000897 2,015 P

(14) 0,9  0,0000181 2,092 P
0,3 6,739 -0,009 F

(24) 0,7 0,013 -0,080 F

0,9  0,0003419 1,985 P

Tab. 15: Oszacowanie numeryczne o((A) ~ &(A) dla spirali Y, ze wzoru (9) i krzywej
Steinmetz’a s z (14), obliczone dla myy, = 120 < m < myq = 2011 A € {0,3;0,7,0,9}. Litera
P oznacza prawda i F fatsz

Rys. 43. Krzywa 7, z (224)(ii) prébkowana w odniesieniu do: a) (25) lub b) (26), dlam = 15.

ostatniej ma miejsce wtedy, gdy w’ jest iniekcja na I ( w € C%([0,T]). Wybrane wykresy -

nalsa narysowane na Rys. 44. [J
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T ym 120 150 180 210

(25) 224)() [ y" >0/ [y >0/ [y >0/ |y >0
24) (i) >0/ |yt >0/ [ yE>0/[yE>0,/

(26) 224)() [ y" >0/ [y >0/ [y >0/ |y >0
24) (i) >0/ |yt >0/ [yE>0/[yE>0/

Tab. 16: Testowanie algebraiczne Y= > 0na I\ {t3,%,. ..ty 3} dla probkowania (25) i (26) i

krzywych Y, ¥, z (224) dla réznych m z A = 0,9. Tutaj y/ oznacza “spetnione”.

[ [71A] Bon Je= ] 7 [F[A] B [e=
0,1 0,013 -0,014| F 0,1/0,121241(0,01844| F
25 10,7]5,62.10~7 [1,897| P 5)[0,7/0,000115 | 1,96055| P
224 0,93,0236-10~7[1,925| P 2 0,9/ 0,000061 {1,96702| P
0,1 1,160 0,003| F 0, 1{10,599900}-0,00923| F
26)0,7] 0,007 0,023| F 26)]0,7/0,058812 |-0,04601| F
0,9/4,472-1077| 1,82 | P 0,9/ 0,000096 {1,98485| P

Tab. 17: Oszacowania numeryczne a(A) ~ @ (A) dla 7, i ¥, z (224) obliczone dla m,;, =
120 < m < mpgy =2101 A € {0,1;0,7;0,9}. Tutaj P oznacza prawda i F - fatsz, odpowiednio
w zaleznoSci od spetnienia warunku z ostatniej kolumny.

3.3 Podsumowanie

W tym rozdziale zostaly przedstawione gtéwne wyniki teoretyczne (stanowiace czgS¢ tej pracy
doktorskiej) zawarte w [3], [4], [7]. Wyniki te sa sformulowane w Tw. 3.9 1 Tw. 3.10 wraz
z dowodami oraz uzupeilnione i potwierdzone w uwagach, przyktadach i eksperymentach.

Szerzej opisujac rezultaty mozna przytoczy¢ nastepujace punkty:

dla kazdego z twierdzen oprécz dowodu analitycznego przeprowadzono eksperymenty
numeryczne dla krzywych dwu-i trzywymiarowych oraz wybranych probkowan z rodziny

prébkowan mniej lub bardziej rtéwnomiernych.

podano przyktady krzywych i prébkowan potwierdzajace ostro$¢ oszacowan podanych w

twierdzeniach dla przypadkéw: A € [0,1), A = 1 oraz prébkowania réwnomiernego.

potwierdzono konieczno$¢ spelnienia przez prébkowanie warunku mniej lub bardziej

rownomiernoSci jako czynnika wptywajacego na zbieznoS¢ oraz stopien tej zbieznosci.

przeprowadzono eksperymenty,w ktérych wykazano, ze regularno$¢ krzywej istotnie

wptywa na rzad zbieznoSci interpolanta do interpolowanej funkcji. Dodatkowo jej brak
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a) b)

™oz 1 |D‘A | o‘s[ [ 03 ’ 0 - 0.02 o0 006 508 010
c) d)

Rys. 44. Wykresy ! dla a) (224)(i) prébkowanej (26) z A = 0,9 i m = 210, b) (224)(ii) prébkowane;
przez (25) z A = 0,7 i m = 120 (z Y& > 0 spefnionym) i dla c) (224)(i) prébkowanej (26) z
A =0,7im=120 (z y* > 0 nie spetnionym) i dla d) (224)(ii) prébkowanej (25) na pierwszych
trzech przedziatach dla m = 120 i A = 0.9 z nieciagtoSciami w punktach potaczen #3 i t6.

nie pozwala na uproszczenia w dowodach analitycznych twierdzen i wymusza przyjecie

dodatkowych zatozen narzuconych na krzywa interpolowana, zeby je przeprowadzic.

W opisanych badaniach przyjeto pewne zatozenia, ktére pozwolily osiagnac opisane
wnioski, ale jednoczes$nie ich brak (zalozer) moze stanowié dalsze prace w tej tematyce.
Jednym z nich byto to, ze wprowadzenie funkcji ¥ nastgpowato lokalnie na kazdym segmencie.
Wiazato si¢ to z tym, ze w przypadku koniecznos$ci usunigcia petli byto zapewnione, ze nie
bedzie ich lokalnie (tj. w obrgbie rozwazanego segmentu). Co nie znaczy, ze nie pojawialy si¢
globalnie na catym przedziale [0, T|. Rozszerzeniem tej pracy moga by¢ badania czy globalnie
funkcja sklejana y jest bez petelek (tj. czy pochodna tej funkcji jest > 0).

Poniewaz podczas obliczen teoretycznych i praktycznych wprowadzamy ztozenie funkcji
Vv i 7 to kolejnym rozszerzeniem tej pracy moze by¢ pytanie: Jak zachowuje si¢ funkcja ¥
tak lokalnie jak i globalnie (co moze mie¢ wptyw na zastosowania wynikéw przy sytuacjach
planowania trajektorii).

Kolejnym zatozeniem byt warunek narzucony na krzywa przyblizana czyli jej regularnos¢.
Mozliwym rozszerzeniem tej pracy jest sprawdzenie jak stopien regularnosci krzywej wplywa

na oszacowanie rzgdu zbieznosci o¢(A). Podczas badania funkcji y potrzebne byto zapisanie
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analitycznych warunkéw narzuconych na t¢ funkcje tak, zeby byta ona réznowarto$ciowa (tj.
bez petelek) a Scislej na jej pochodna (by w rozpatrywanym przedziale byta ona > 0). Problem
sprowadzal si¢ do badania potozenia paraboli i jej punktow charakterystycznych wzgledem
przedziatu [f;,#;13] (tj. ramiona do dotu czy do géry, wartos¢ paraboli w granicach przedziatu
oraz potozenie wierzchotka). Oméwione warunki (169)(i) - (169)(iv) sa jednym z mozliwych
wyboréw. Kolejnym podejSciem mogloby by¢ rozwazenie znaku pochodnej w zaleznosci od
np. potozenia pierwiastkéw paraboli (punktéw zerowych pochodnej) wzglegdem rozwazanego
przedziatu.

Przyklady eksperymentéw w przypadku oszacowania dlugosci oraz badania znaku
pochodnej potwierdzily, ze zapewnienie, ze funkcja y lokalnie jest > 0 dla pewnych
parametrow A pozwala na oszacowanie dtugosci krzywej z bardzo matym btedem. Istnienie
bowiem "petelek" zwigksza dtugos$¢ interpolanta, w zwiazku z tym oszacowania obarczone sa
wigkszym btedem.

Interpolacja Lagrange’a opisana w tym rozdziale ma pewna wadg, a mianowicie brak
ciagtosci klasy C' na taczeniach kolejnych segmentéw funkcji, powstata funkcja jest w tych
punktach niegtadka. Efekt jest kluczowym przy planowaniu trajektorii poruszajacego si¢ punktu
lub przy odzyskiwaniu metoda interpolacji brakujacych klatek filmowych. Wadg tego podejscia

usuwa opisana w kolejnym rozdziale zmodyfikowana interpolacja Hermita.
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4 Przedzialowo-kubiczna interpolacja klasy C!

i parametryzacja wykladnicza

Kawatkami kubiczny interpolant Lagrange’a (patrz np. [24]), a Scislej jego funkcje ¥; :
[fi,fir3] — E" (gdzie Y(tiix) = qivk dla k = 0,1,2,3), sklejane w punktach interpolacyjnych
poszczegblnych przedziatéw, tworza funkcje 9, ktéra jest niegtadka (jest tylko klasy C°) we
wszystkich punktach sklejenia t.j. punktach g3, g, - .. ,gn—3. Jest to niepozadany efekt np, przy
planowaniu trajektorii poruszajacego si¢ punktu. Generuje si¢ "zygzak", tym wyrazniejszy
im wigcej punktoéw interpolacyjnych podano. Aby usunaé ten defekt zostala wprowadzona
zmodyfikowana przedziatowo-kubiczna interpolacja klasy C!, oparta na interpolacji Hermita.

W parametrycznej wersji, interpolacja Hermita wymaga znajomosci par weztow (1,44 1),
wartosci w tych weztach (g;,qi+1) oraz pochodnych (np. pierwszych t.j. predkosci w weztach
(v(gi), v(gi+1))). Zmodyfikowana wersja opiera si¢ na oszacowaniu nieznanych wektoréw
predkosci w punktach Q,,. PredkosSci te oblicza si¢ dla funkcji przedzialowo-kubicznych
Lagrange’a w spos6b nakladkowy '°: 9(g;) = #/£(7i) i 9(gi+1) = 9%, (fi1).

Podobnie jak w poprzednim rozdziale interpolanta konstruujemy na kolejnych przedziatach
sklejajac odpowiednie wielomiany Hermita stopnia trzeciego oparte na wartoSciach ¢;,q;1
i przyblizonych ¥;(g;) 1 ¥;1+1(gi+1). Ponizej znajduje si¢ doktadniejszy algorytm konstrukcji

zmodyfikowanego wielomianu interpolacyjnego Hermita /7 € C! (zobacz w [1] lub [17]):
* Tworzymy "naktadkowo" wielomiany kubiczne Lagrange’a §* : [f;, ;3] — E" spetniajace
Wiy )=qir;zj=0,1,231i=0,1,....m—3,
e Przyjmujemy predkosci {9(¢;)=FL(#)}", jako odpowiednie aproksymacje dla
{v(t) Lo,

¢ Definiujemy wielomian kubiczny Hermita §7 : [f;,f11]—E" spelniajacy (dla

i=0,1,....m—1ik=0,1):

W (Eik) = qive oraz P (Fk) = 7a(Eivn), (225)

10Pochodna wielomianu przedziatowo kubicznego Lagrange’a zdefiniowanego na - : [f;, 73] — E" wynosi
w punkcie g;: ¥(¢;) = 7/(f;) natomiast dla wielomianu przedzialowo kubicznego Lagrange’a stworzonego
naktadkowo do niego tj. 941 : [fir1,7i+4] — E" (patrz takze Rys. 45) wynosi w punkcie g;y1: V(qiv1) = ¥/ (fiy1)
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a1

do

Rys. 45. Sposéb budowania interpolanta Hermita na punktach ¢; i g;;1 z danymi z wielomianu Lagrane’a
predkoSciami v; i vy
gdzie 7, Ji | Jjest pochodng wielomianu Lagrange’a w punkcie #;;; zbudowanego na

nastepnej czworce punktow (patrz Rys. 45).

* Dla ostatnich trzech punktéw (¢u—2,9m—1,9m) odpowiadajace im predkosci

{9(q;)}7-,,_3 sa obliczone jako kolejne pochodne wielomianu Lagrange zbudowanego

na ostatnim przedziale t.j.: §&' 5 (fn—2)s 75 3(Em—1), &3 (fm)-

e Zauwazmy, ze wzor interpolacyjny Newtona (zobacz w [24]) na kazdym podprzedziale

fi =[] daje:

FH@E) = PR B =) 7 BBy o | F—1)2

+ 7 [f B Bt i ) (F—13) > (=i (226)

» Krzywa 97 (okreslona jako zmodyfikowany kubiczny wielomian Hermita - patrz [1])

reprezentowana jest jako funkcja sklejana {9/ ?1;01 (patrz. Def. 2.3).

Aby oszacowaé réznice miedzy ¥ i § odpowiednie dziedziny obu krzywych musza
sie pokrywac (tak jak mialo to miejsce w poprzednim rozdziale). Aby to osiagnac zostato
wprowadzone pewne mapowanie ¢; : [t;,4;+1] — [fi,fi+1] gdzie ¢ jest zdefiniowane jako suma
kolejnych {¢;}" . W niektérych przypadkach pozadane jest by byla ona reparametryzacja
z I = [t;,t;iy1] na I; (np. gdy dtugosé d(y) jest szacowana przez d(9)). Z drugiej strony
dla pewnych zastosowan podejmujacych planowanie trasy pozadane jest dla krzywej J o ¢
wystgpowanie pojedynczej lub wielu petli (patrz np. [34]).

Konstrukcja funkcji ¢ = ¢* jest analogiczna jak w przypadku 9. Mianowicie:
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* Pierwsze zdefiniowano rodzing interpolantéw kubicznych Lagrange v : [t;,t;13] —

[fi,fiy3] dlai=0,1,...,m— 3, ktére spelniaja warunki interpolacji (z j = 0,1,2,3):
Viltivj) = fivj, (227)

* Skonstruowany zostat wielomian kubiczny Hermita: ¢Z.H i tiv] = R

ol (1) = o (t)+0 [ttt — )+ [ti, 11, 111 ) (t — 1)

it tisti1, L) (t — 1) (1 — ti1) (228)

spetniajacy (dla k=0, 1):
0/ (i) =fie 1 O (tia) = Vira(tiva), (229)

H

* Potaczono przedzialowe interpolanty jako funkcje ¢ = ¢ reprezentujaca sume

czgsSciowa {‘PzH }?;Bl'

4.1 Szacowanie trajektorii przedzialowo-kubicznym interpolantem klasy

C' w oparciu o dane zredukowane

W ponizszym rozdziale zostaly przedstawione kolejne wyniki badan prowadzonych
w ramach tego doktoratu, opublikowane w pracach [5] i [6] dla zmodyfikowanej interpolacji
Hermita w konteksScie badania jej przydatniosci w szacowaniu trajektorii 1 dtugosci krzywych.
W pracy [1] zostato pokazane, ze zastosowanie przedziatlowo-kubicznej interpolacji Hermita
w polaczeniu z parametryzacja wyktadnicza przy A = 1 (tzw. parametryzacja skumulowana
dlugoscia cigciwy) daje przy wykorzystaniu klasy probkowan dopuszczalnych rzad zbieznosci

4 w oszacowaniu trajektorii. Udowodniono tam (patrz [1]) nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 4.1. Zatoimy, ze y € C*([0,T]) jest krzywq regularng na E" probkowang
dopuszczalnie (patrz (19)). Dla 9 oraz A =1 w (30) (patrz takie (31)) mapowanie ¢

reprezentuje reparametryzacje klasy C' I na I, dla ktérego jest (jednostajnie na [0,T]):

Pt —y=0(s,). (230)
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4.1.1 Rzad zbieznosci w szacowaniu trajektorii y

Jednym z wynikow tej pracy doktorskiej zaprezentowanym w tym rozdziale jest rozszerzenie

Twierdzenia 4.1 na ponizsze twierdzenie spetnione dla A € [0,1) (patrz [5]).

Twierdzenie 4.2. Niech y bedzie krzywa regularng C*([0,T]) w E" prébkowang mniej lub
bardziej rownomiernie zgodnie z Def. 2.14. Dla danych zredukowanych Q,, zatoimy, ze {fl)L Mo
obliczone sq w zgodzie 7 (30) (z A € [0,1)). Istnieje wtedy kawatkami kubiczny wielomian klasy

C', a mianowicie ¢ : [0,T] — [0, T), dla ktérego zachodzi:

oot —y=0(5), (231)

na catym przedziale [0,T].

*gdzie }/H wielomian Hermita 7 rozszerzonq dziedzing spetniajqcy VH

tntHrl ’Y;H) °

Dowdd. Zauwazmy, ze jesli ¢H (I;) C I; (np. kiedy ¢ staje si¢ reparametryzacja) interpolant }/H
moze by¢ zastapiony przez 97 w (231). Jednak nawet, jesli ¢/ : I; — I; to wciaz ¢/ moze nie
by¢ reparametryzacja i trajektoria 77” o ¢.H moze mie¢ wtedy dodatkowe petle (zjawisko takie
takze wystepuje, jesli ; C ¢/ (I,) i I; # ¢ (I;)). Oszacowanie asymptotyki dla f = 77 0 ¢ —y
nie ma sensu gdy ¢ [t;,2;11] & [fi,f:11]. Jesli natomiast ¢ [1;] C I; = (f;,;11) to szacowana jest

asymptotyka dla f; = f|;, = ﬂH o ¢l.H — Yna odpowiednim podprzedziale /; (tutaj i = 1,2,...,m-1).
Niech f;(¢) = (¥ 0 ¢f1)(t) — y(¢). Mozna zapisac:

filt — (Frowl)(6)+ (Frowh)(t) — (7T o6 (). (232)

Biorac pod uwage, ze dla y € C* jest ¥ — ¥- oyt = O(5,) (patrz [3]) aby udowodnié iz
fi = O(6,) wystarczy pokazaé, ze drugi sktadnik w (232) jest takze rzedu O(9y,). Wzor
interpolacyjny Newtona (patrz w [24]) zastosowany do p; = )V/IL o l//iL — )V/IH ) ¢I.H , na kazdym

I;, daje:

p ( ) pl[tl]+pl[tl7tl]( )+pl[tlatl7tl+1](t_tl) +pi[ti7tivti+17ti+l](t_ti)z(t_ti-i-l) (233)
(1= 1) 2(t = tig1 ) Pilt B i tigr i1 )
Faczac (225) i (227) razem z (226) i (229) otrzymano p;t] = pilti,t;] = 0. Podobnie

otrzymujemy p;[ti,#i+1] = 0 oraz pi[ti, t;,7i11] = 0. W konsekwencji, wyrazenie (233) redukuje
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sie do:
Pi(t) = Piltististigr ti ] (1 — 1)2 (1 = tigr) + (0 — 1) (0 — 11 ) Piltis i i1 i1, 8] (234)

Uwzgledniajac p;[ti,t;i+1] = pilti ti,tiv1] = 0i p= #’ljlf — }7;"1’¢)IH mamy:

piltitiv1,tiv1]  P(tiv1)

(i byt ti1] = =
pl[ irbisti41, H—l] fir1 — 1 (ti—H _fi)z 235)
_ VWG W (i) — Vi) + Vi) — B (E) 97 (1)
(tig1 —1:)?
W kolejnych obliczeniach bedziemy korzysta¢ (dla k = 0,1 - patrz [3]) z:
V=08 "), Wi =0087), Wi=0(5""), (236)
oraz
= 006,h), =000y, =0y ). (237)

Wzory powyzsze spetnione s odpowiednio na I;x i W;ix(li1x). Dalej, taczac (236) z (237)
mamy:
i) =7 ) ¥ (1) = 0(1) +0(8,74)0(857") = 0(1), (238)

Podobnie uwzgledniajac (225) i (229) oraz (236) i (237) otrzymujemy:
7 (Ee) 9 (ti1) — Wtie1) = Vo (Fn) Wiy (1) — T(t) = O(1). (239)

Nastepnie uwzgledniajac (238) i (239) formuta (235) redukuje si¢ do:

o(1)

pilti,titiv1,tir1] = m
+1 74

W konsekwencji dla ¢ € [; ostatnie wyrazenie (234) prowadzi do:

Pi(t) = O(8n) + (t —1:)*(t —ti1)*piltististis1 tiv1,1). (240)

Zbadamy teraz asymptotyke czynnika drugiego czlonu wyrazenia (240) tj. réznicy
dzielonej: p;ti,ti,tit1,ti+1,t]). Kazdy sktadnik p; (z 1 < j < m) z [24] mozna zapisaé jako

d*p;
Pilti, tis i1, 11, 1)j = g7 (75), dla jakiegoS 7% € [t;,fi14].

Korzystajac z rézniczkowania funkcji zlozonej wyrazenie 4!p'[t,t;,t;,ti1,ti11]; W t jest
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réwne:

6(W) 2 v 3 (W 2 A Ay ity - S 3G - agl G A (41

L]

z pochodnymi I;II-L 1 ¢H obliczonymi w fi. 1 wszystkimi pochodnymi )7;LJ (lub ?;HJ) obliczonymi
WY ( ) (lub w ¢f (7 )) Faczac (236) i (237) okreslenie najwolniejszego cztonu istotnego
dla okreslenia asymptotyki (241) bazuje na oszacowaniu odpowiednich pochodnych funkcji
)7;"1] i ¢H. Biorac pod uwage (227), (229) i (236) oraz mniej lub bardziej réwnomierno$é

prébkowania uzyskujemy:

0F [ti,1:] = WE (1) = O(8p "),

i) — () ()

(tir1 —1;)? PR =y lti,ti, i1 = O(;7) = 0(8, 7). (242)

¢i1—1[ti,ti7ti+1] =

Dodatkowo ze wzoréw (236) wstawiajac k = 1 otrzymano, ze Wi, (f;y1) = Wi(t;) + O(82~1).

Warunek mniej lub bardziej réwnomiernosci wraz z (227), (229) i (236) prowadzi do:

OH (ti11) — OF [ti,ti11] B O (17,11, 1141]

Ottt ti01]) =

(ti+1 _ti)z tiy1—1

W) =yt w1

a (ti+1 _ti)z B tir1—1t

_ Vi) — vl tin] il te] o0&, ")
(tir1 —1:)? tis1— i (tig1 —1)?

= Yttt [+0(8, ) =0()+0(8,7)=0(8,77).(243)
Z formuty interpolacyjnej Newtona (patrz [24]) (zastosowanej do kazdego przedziatu I;) mamy:

oF (1) = o7 [t + 07 [t1,1:] (t — 1) + O [ti tis i1 ] (£ — 12 + O [tistis ti 1, 11 ] (£ — 1) 2 (2 — ti1).

Wstawiajac (242) i (243) do (228) otrzymujemy:

of =0y "), ¢ =031 i §7 =057 (244)

W  nastgpnym kroku zbadamy asymptotyke odpowiednich réznic dzielonych dla

zmodyfikowanego interpolanta Hermita /. W tym celu nalezy zauwazy¢, iz uwzgledniajac
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(225) i (237) zachodzi:

#lini] = %) =0(8,).
Al b i] = W) - %@ WG W) -7 @G W@
i [tzathterl] - = D ~ =
(fiy1—1;) fiy1—1i (fiy1 —1;)? fi1—1i
= Vit =0 = 0(8) 7). (245)
Z kolei taczac (237) i (245) uzyskujemy:
~Hir 2 2 o - W[fhfi—val—l—l YH[tl7tlvtl+l ’}/L[fivfi-l-lafi-l-l]_%[fivfi?fi-i-l]
V1t iy B B ) = ~ -
fip1 —1i liy1 =1 (246)
- ﬁ.](figjlj’é[futwl] _'}V’;'L[fi;ﬂyfﬁl]
fi1—1i '
Poniewaz ¥, (fis1) = O(85 ) 1 7 (fie1) = O(847%) (patrz (237)) to zachodzi nastepujacy
wzor 75| (fiv1) = 7 (fig1) + O(8!%), co ostatecznie przeksztatca (246) do
e BE RG] G f R o(sih
Vi, i) = A = += )2
liv1 =1 (fiv1 — 1) (247)
_ (61 l) " 51 —3A 51 37
YL t,,t,,l‘l_H tl+1]+ ( = l‘_) =0 VL +0 ) ( )
i+

Dla uzasadnienia wzoru (247) warto przypomnieC, ze kazda regularna krzywa y moze byc
reparametryzowana dtugoscia tuku (patrz [36]) dajac ||7(7)|| = 1 co sprowadza si¢ do wniosku:
(7(t)|7(¢)) = O (patrz uzasadnienie do wzoru (92)). Nastgpnie stosujac rozwinigcie Tylora:
Y(ti1)—y(t) =7 (tiv1—t:)+(1/2)¥(t;) (t;1—1:)>4+0(8;)) oraz przypominajac, iz (patrz wzor

(92) w ktérym uwzgledniamy, ze prébkowanie jest mniej lub bardziej réwnomierne):
2 A (e AV 2 : - A ~N—2 21
fiy1 —ti= (tiy1 — 1) (14+0(68,,)) inastgpnie (fiy1—1;)" - =0(5,"") (248)
otrzymano:
fip1 =i = (o — ) (1+0(83)). (249)

Dla g(x) = (14+x)* = 14+ 0O(x) i dla x oddzielonego asymptotycznie od —1, podstawienie
x = 0(82) w (249) uzasadnia pierwsze réwnanie w (248). Co wigcej jako, ze (1+0(8,))> =

14+0(8,) i h(x) = (1+x)~! = 14+ 0(x) dla x oddzielonego asymptotycznie od — 1 podstawienie
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x = O(8,,) w ostatnim wyrazeniu daje:
(Fiet — )2 = (tip1 — 1) (14 O(8).

Ostatni wz6r w polaczeniu z mniej lub bardziej réwnomiernym prébkowaniem 6, < ;11 —¢t;
uzasadnia drugie réwnanie w (248) uzyte ostatecznie do (247). Twierdzenie o wartosci Sredniej
(zobacz [28]) w potaczeniu z (244) daje (tutaj k =0, 1):

0/ (1) — ¢/ (ti1x)

I —tik

Ptk = (t = tiri) = ¢/ (&) (1 — 1i11) = O(8]1) - O(8x) = O(8}).

Powyzsze réwnanie wraz z (245) i (247) prowadzi ostatecznie do:

7 =085 1) +0(8%)- 0854+ 0(824) - 0(8) ) = 0(8,7H),
7' =0(8,7%)+0(8})- 0(84 ) = 0(8L), (230

7 =0(8,7).

Podstawiajac (236), (237), (244) i (250) do wzoru (241) otrzymujemy asymptotyke dla
pillististiv1,tiv1,t]=
=0(8;472)0(8772)0(8,**)+0(831 ) 0(8,24)+0(83,71) 0(8*7)0(8,7**)
+0(8;172)0(85,72)0(8, ) +0(8314H0(8,724)+0(85,71)0(8,7%)0(8, )

=0(8,°)+0(8,7°)+0(8,7°)+0(8,°)+0(8,°)+0(8,)=0(3,”), (251)

m

dla dowolnego A € [0,1). Nastgpnie, podstawiajac (251) do wzoru (240) otrzymujemy

(jednostajnie na I;):

pilt) = 0(8,) +0(8,)0(8,7) = O(8y).

Stad ostatecznie (232) okresla si¢ liniowa asymptotyka:

Vool —y=0(8,)+0(8x) = 0(8n), (252)

na [f;,t;4+1]. Dowdd jest zakonczony. [

112



Nalezy zauwazyC, iz w [3] udowodniono, ze probkowanie rownomierne t; = % daje

przyspieszenie zbieznosci (236) i (237) (dla k = 0, 1). Istotnie mamy wtedy:

Vhe=00607Y), whe=0(8), Wt =08, (253)
i
He=008"), Ti=0(&"). #i=0(8""). (254)

Zgodnie z [3] otrzymano ¥ oyt —y = O(5;), co przy (232) razem z (253) i (254) daje
przyS$pieszenie rz¢du zbieznosci dla probkowania réwnomiernego (podobnie do uzasadnienia

(231)):

#opf —y=0(5), (255)

jednostajnie na [0,7]. Uwaga: jesli ¢/ (I;) C I; to mozemy zatozyé, ze badamy 77 o ¢/ -
=0(82}).

4.1.2 Ostros¢ asymptotyki w oszacowaniu trajektorii y

W tym rozdziale zostat opisany kolejny wynik pracy doktorskiej, opublikowany w artykule

[5]. W Lemacie 4.3 udowodniona jest ostros¢ oszacowania z (231) w powiazaniu z Def. 2.23.

Ostros¢ oszacowania zbieznosci dla Tw. 4.2, probkowania mniej lub bardziej rownomiernego
oraz A € [0,1). Wystarczy pokazaé, ze istnieje jedna krzywa regularna y € C*, dla ktdrej
spetniony jest wzér (231) z Tw. 4.2, prébkowana mniej lub bardziej rtéwnomiernie (na kolejnych

I;). Sformutujmy lemat:

Lemat 4.3. Zatéimy, ze prosta Y(t) = (t,0) € E? jest probkowana mniej lub bardziej

rownomiernie (na kolejnych przedziatach I;) wedtug schematu:

i i+1 i+2 i+4 . i+5
li=—, liyt=— liyp=— Li13=——; Ujp4=—". (256)

m m m m m
Tu 5m:% i B:% - patrz Def. 2.14. Dane zredukowane Q,, sq generowane przez {y(t;)}" (ti
zaktadamy, Ze jest czasowo znane, aby wygenerowac {q;}" ) i sq powiqzane z parametryzacjq

wyktadniczq 5 definiowanq przez (30). Pokazemy iz:

— 09t —y = K&, +0(52).
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asymptotycznie dla pewnych 6 > 1, A € [0,1) i pewnego K # 0 (niezalezne od m).

Dowdéd. Dla punktu § = §,,/2 prébkowania (256) na Jo gdzie 1 =0, t; =8, 1t =25 i
13 = 46 otrzymujemy dla 7 i (30) nastgpujace oszacowania weztéw 7y = 0, fj = 6%, 7, =26* i
f3 = (2424)8%*. Podobnie dla Jy z 11, tr, 131 t4 = 58 jest 71, b, 3 1 &4 = (3 +2%)6*. Wystarczy

dowies¢, ze réznica £ = i o9& — v na Iy = [to, 1] spetnia:

fl=Kk8+0(8%), (257)

dla pewnego K > 01 0 > 1, co z Def. 2.23 uzasadnia ostros¢ oszacowania (231).
(i) Pierwszym krokiem jest znalezienie doktadnego wyrazenia dla ¢f. Laczac (228) i (229)

otrzymano (dla kazdego t € I):

95 (1) = 96'[0,0)t + (10,0, 8]+ ¢4[0,0,8, 8] ( — ). (258)
Pierwsza r6znica dzielona korzystajac z (227) i (229) spetnia:

Dodatkowo ze wzoru (228) mamy:

_ g 5 251 — 5 2545 = 2 = Dsas
IVO[O? 6] =0 s w0[076726] _07 ‘I’O[O>5>25>45] - 12 o ’

i podstawiajac te formuty do (259) otrzymamy:

01[0,0] = % (10+23) 541, (260)

Réwnanie (260) z ¢f7[0,8] = 6*~1i 90,0, 8] = (¢{'[0,8] — ¢{1[0,0])5 ! prowadzi do:

H10.0,5] = — -

/N

2 _ 2) 542, 261)

Podobnie, korzystajac z (229):
9¢'(6,8] = v (8) = w1[5,28] — v1[5,25,458]5 +3y1[5,25,45,58]8%,  (262)

gdzie

Y SN
_ 2T =Usi2 . y05.45,55]
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i y1[5,25,48,58) = 22543,

Podstawiajac te wyrazenia do (262) otrzymujemy:

0115,5] = 112 (22 5. 2’L>6’L Ly ¢5’[0,5,S]=—15—2 (21—2>5H. (263)

Uwzgledniajac trzecie réznice dzielone (262) i (263) czwarta r6znica dzielona z (258) speinia1 1.

0110,0,5,8) = —% (2l _ 2) 543, (264)

Konsekwentnie taczac (260), (261) i (264) formuta (258) przeksztatca si¢ na:

221\ . 2A-1_q 2A-2 5\ _
ol (1) = (T) 51—3z3+<T> 5~ 2t2+< 3 8) 5411, (265)

(ii) Podobne postgpowanie zastosowano do okres§lenia wyrazenia dla )7‘51 . Mianowicie z (226)

mamy:

() = 710,00+ 71[0,0, 821 + 70,0, 5", 5412 — 5*). (266)

Analogicznie do punktu (i) z (225) otrzymujemy:
#[0,0] = #(0) = %[0, 8*] — [0, 6*,26*)6* +270[0, 6*,26*, (2+24)6*)6%*.  (267)

Poniewaz [0, 8*]=1o[6%*,26*]=(8'"*,0) to 1[0, 6*,26*]=(0,0).
Uwzgledniajac  Jo[0*,28%, (24+24)84]=(8'"2*(2'* — 1)(1 4+ 2*)71,0) ostatnia réznica

dzielona w (267) przeksztatca si¢ do:

010.6%,25%, 2 42154 = [ 2 =D g1 o).
Y Y Y (1—}_22’)(2_'_2}/) Y

Po podstawieniu powyzszego wzoru do (267) otrzymujemy:

A A
7110,0] = 7,(0) = <2< (4+3-4"+8 )81 A 0) (268)

1+24)(2+2%)

Formuta (268) w potaczeniu z )7'0H [0, 51] = (51’}”,0) pozwala obliczy¢ druga réznice dzielong

pomijamy indeks L przy y i ¥ we wzorach na réznice dzielone
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w (266) jako:

y s [ 27*M-2) oa
7110,0,6*] = ((1+21)(2+2/1)5 ,0). (269)

Podobnie korzystajac z (225) mamy:

WS*, 64 = #/(8%) = (6,268 —n[6*,26%,(2+24)6%]- 6

—71[8%,28%, (2 +2%)8%,(3+21)84]- 84 (1+21)8%, (270)

gdzie
- - U _ 2l-A 1
71[61725)’] = (61_170)7 71[5172517(2"}_21)61] = (l—i_—zlsl—Zl,()) ) (271)
7116%,26%,(2+24)6*,(3+24)64) = 222+ '3 0. (272)
’ ’ ’ (14+24)(2+2%4) ’

Przeksztatcajac wzor (270) oraz uwzglgdniajac wartosci réznic dzielonych dla ¥, (wzory (271)

1 (272)) otrzymano:

. 271(3 _221+1 +8), —8) _
N 61 61 _ 51—1 0
1'16%, 8% ( (1+24)(2+2%) )

1 kolejna réznice dzielona:

g wa zag [ 27MQF—2)(3 22 +4) o
”5][0’51’61]_< (1+2%)(242%) 5! M’O>'

Ostatnia formuta potaczona z (269) prowadzi do:

“A (A _ A B
#10,0,8%,864] = <2 (2 -2)(3-2 +2)5131,0>. (273)

(1+24)(2+2%)

Po uwzglednieniu (268), (269) i (273) w (266) finalnie uzyskujemy: ¥ ()=

PO ) )
5 (34%-4-2 - 3(2%-2 g 2 4+43-4% 48" ) _

(1+2%) (242%) ot (142%) (2+2%) e (1+2%) (242%) T

t,0

274)
Dwie funkcje kubiczne (265) i (274) wraz z y; okreslaja réznice f} = 7 o 9{! — y; na pierwszym
podprzedziale Iy = [0, 8], ktérego asymptotyka w normie Euklidesowej (patrz Def. 2.23) jest

nie wolniejsza niz 0(5 ) - patrz Tw. 4.2. Jezeli uwzglgdniona zostanie Def. 2.23, ostro$¢ dla Tw.
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(4.2) razem z (257) zostanie dowiedziona jesli pokazemy, ze dla jakiegos 7 € [0, 8] zachodzi
I8 = K8 + 0(8%), gdzie A > 1. Korzystajac z funkcji programu Mathematica - Simplify[]

zastosowanej do || f}(7)|| w 7= 9 € [0,5] mamy w wyniku:

2
3.0-A-12 (2’» _ 2) (91 A2 4 45,92+ | gh +44o)
(1+2%) 2427

§=pi(A)s. (275

1A=

Wykres dla p1(A) na I; = [0,1) i na przedziale [0,997;1] przedstawiajacy pi|;, > O jest
pokazany na Rys. 46. Dodatnio$¢ K = py na I z (257) i (275) ustala ostrosé¢ z (231) - zobacz
Def. 2.23. Zauwazmy, ze ostros¢ dla (231) udowodniona tutaj na Iy implikuje ostro$¢ dla (231)

z Tw. 4.2 w oszacowaniu ; — 7 o ¢! na catym przedziale [0, 7].0]

Przypadek parametryzacji dtugosciq cieciwy (t.j. dla A = 1) pokazuje, ze obie krzywe ¥, i
75 o ¢l sa identyczne, co wyjasnia p; (1) = 0 brane wprost z (275). Ostros¢ dla (230) moze
by¢ wciaz dowiedziona z Lem. 4.3 przy zastapieniu ) przez inna krzywa regularng . Zostata
tez udowodniona w pracy [1].

Dodatkowo, koniecznos¢ mniej lub bardziej rownomiernosci w (231) takze moze by¢
zaprezentowana z pomoca podobnego schematu obliczeniowego jaki uzyto w Tw. 4.3 (patrz

sekcja 4.1.3).

o (A)

a) b)
Rys. 46. Wykres dla p; (1) > 0naa) [0,1) i b) [0,997;1].

4.1.3 Koniecznos¢ zalozenia dopuszczenia probkowania mniej lub bardziej

réwnomiernego w Tw. 4.2.

W tym podrozdziale udowodnimy koniecznos¢ zalozenia mniej lub bardziej réwnomiernosci
(patrz Def. 2.14) potrzebnej w dowodzie wzoru (231) z Tw. 4.2. Udowodnimy ponizszy Lemat

4.4 postugujac si¢ przyktadem analitycznym, a potem réwniez zweryfikujemy go numerycznie.
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Lemat 4.4. Zalézmy, ze krzywa regularna 7y,(t) = (t* +1,0) nie jest prébkowana mniej
lub bardziej rownomiernie. Pokazemy, iz brak spelnienia warunku mniej lub bardziej
réwnomiernosci powoduje, ze Tw. 4.2 nie jest spelnione dla A € [0, 1), ale pozostaje spetnione

dla A = 1. Tak wiec

fl=7yoy;—y,#0(8),

Dowod. Dla podanej wyzej krzywej rozwazmy nastgpujace probkowanie, ktére nie jest
mniej lub bardziej rownomierne ale jest probkowaniem dopuszczalnym (patrz Def. 2.13), na
odpowiadajacym segmencie [fp,#3] C (0,7) (Uwaga: Rozwazany segment powstal w wyniku
przesunigcia krzywej oryginalnej: y(0) = go akrzywa przesunigta (1) = y(t — §) wigc y(—9) =

¥(0), pomijamy m w indeksie dolnym):
to=-8, 11=0, n=58" i B=4. (276)

Rozwazmy krzywa regularna ,(¢) = (t* +1,0) € E? (z ¢ € [ty, 1]) nie probkowana mniej lub
bardziej réwnomiernie z przesunigtymi podprzedziatami Jo = [tg = — 8,13 = Op), J1 = [t1 =
0,14 =26, i Ip = [—6m, 0], gdzie wezly sa rozmieszczone nastgpujaco ¥={to,t1,t2,13,14 }=

{=8n,0,82, 6,28, }. Asymptotyka £ (t) = (¥ o ¢f)(t) — 1,(¢) jest zbadana na podprzedziale
Iy. Parametryzacja wykladnicza (30) zastosowana do {,(#;)}}, (z uzyciem funkcji pakietu

Mathematica: Series i z zastapieniem wyzszych rozwinig¢ przez O[] ) probkowana przez ¢ daje

(i) Biorac pod uwage (229) obliczamy ¢f'[—8,—8] = yio(—8) i ¢f'[0,0] = v (0), gdzie

| 542 (8441 448" 4 634 +26° + 624 — 46— 6
IVO(_S) = = 2<6+1) )

W) = }151—2 (45* +65%! 17257 78" ~65) . 277

2pomijamy indeks m
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Wiec z (277) i ¢! (t;) = f; kolejne réznice dzielone:

0¢'[-8] =0, ¢¢'[-8,0]=6*"",

543 (6“1 +48* + 830 +283 + 824 —282% — 45)
2(6+1) ’

9¢'[-6,0,0] = %6’“3 (66’L+1 +48* 47630 — 783 — 662 —45) ,

¢(€{[-67'57O] =

§h—4 (86“1+66“2—46’1+7647L—754+563/'L—1763—262).—662+46>

9'[-6,-6,0,0]= ERS)

(278)

Korzystajac z wzoréw (278) i (258) (w odniesieniu do ¢ i 7 =-0/2 € [-8,0]) zastosowanie
funkcji pakietu Mathematica: Factor[¢y(, )], Normal oraz zastapieniu wyzszych poteg przez

notacje "duzego O" '3 daje:

o1 2] = — %5’” (65%+! 1125 +76% ~ 757 ~65° ~ 286 ). (279)

(i) Tak samo taczac Yo(fo) = (-8 +84,0), Jo,1(f1) = 0, Jo,1 () = (82+8%,0), Yo.1(f3) =
(6+68%0)" n(fs) = (26 +168%,0) z 1[0, 70] = %(fo) i ¥ [F1,71] = ¥ (f1) (patrz (225)),
z zastosowaniem funkcji: Collect, Together, PowerExpand, Normal i Simplify otrzymujemy:

e 2A26—k+3+1253+125+76l+1_|_527L+1_615—/14-2_85—1—1—2

10 o o) == 57 1) (6% — 2261 7367 + 342364 +2)

LS A3 6L 82 —582 _A67L+2_51+2+65—/1+1+453—2/ll_452—2/1
(6% 41) (624 =248+ +364 + 6242 —351 +2) ’

BW programie Mathematica realizuje to skrét /. {8 n_ /;n >4 — O(8)"}.
40znaczenie 0,1 w indeksie dolnym odnosi sie do réznic dzielonych wielomianu Lagrange’a, okreslonego na
przedziale ) : [fy,13] oraz ¥ = [t1,14].
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128 M2 1A S A3 aN28 A4 468 138254283 +101.8°
N (5% —A5+1) (6% —A8+2) (54 —2)

5K;,0° —A384 + 1284 —5AK; 8% +2148° —2A38° + 1%, 8°

(6% —A5+1) (8% —A5+2) (54 —2)
46’“1+47L§7L+2—63’H2—27LZ§7”3+2/13’H3+41<,157”3 —27(.35/1+4
(6% —A5+1) (8% —A5+2) (54 —2)
22‘25l+4 —2A K151+4 +1627L+2 _ 52&+2
(62 —A5+1) (5% —A5+2) (54 —2)
K 627L+3 + )'355—2/1 . 5)'254—21 + 8)'53—27L . 462—2/1
(5% —A5+1) (6% —A8+2) (54 —2) !

gdzie k), = (—14+21)A

817 (48% 412874 4657 —816H 1 1264145226421 14164+
(8% —28+1) (8% —15+2) (54 —2)
_13614—3_42’251—}-3_71621—0—1_13627H—1_|_212627H—2_|_5/152/1+2
(8% —28+1) (54 —A5+2) (51 —2)

_61352l+3+612521+3+3A452l+4_3&3521+4+3163l+1 _653l+1

(8% —28+1) (3% —A5+2) (54 —2)
2/1263)’_‘—2—22«6314_2—41363A+3+4)~253l+3—|—/154/1+1—54/1_'—1—}—},26414_2

(8% —28+1) (55— A5+2) (51 —2)
SASH2LA3E - 51250 + 8057 — 45)

(6% —Ad+1) (0% —A6+2) (5 —2) '

W' lfo. f1,11]=

+

oraz
353K7L +5M—3Kx —|—37L45_2)L+5—|—37L45_;H_5—135_3/“_4—{—135_3}"’_5
(6% +1) (8% —SA+1) (6% — 62 +2) (54 —2)
_7135—21—%4_3135—%—%5_10136—/1—1—4_3135—1—%5_41354_}_2&26—31—1—3

¥ lto,fo,71 F1] =

(6%+1) (6% — 6A+1) (84 — 62 +2) (5A —2)
_9126—314—4_'_6/126—214—3_|_2126—27L+4_|_5126—/'L+3_}_10&25—/14-4
(6*+1) (64 —6A+1) (6% — A +2) (64 —2)
41254_'_25—2&—%1_|_125—/1+1+65+2l5—37L+2_|_14)L§—3l+3_6)t5—27L+2
(6% +1) (8% — 82 +1) (6% — 64 +2) (51 —2)
— 15872442 4 1428743 3062 — 176 A2 124643 14482
(6% +1) (64 =64 +1) (6% — 64 +2) (64 —2)
_752 +15/1+2 _ 5/1-#—2 _45—3/l+1 _ 453—4)»1 _|_452—47L
(6% +1) (6 — 62 +1) (6% — 62 +2) (5A—2)
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Funkcje Mathematici i przeksztalcenia uzyte do wzoru na || fo(7)|| prowadza do:

483% —28% — 128°* — 65+ + 81843 + 245413204264 +4 52284 T4 8A3 53
862 (6% +1) (8*—A6+1) (6* —26+2) (61 —2)
201251-1—5_4521-5—1 _ 816214—2_56521-5-2_’_ 191262&4—3+84}L§21+3+68521+3
" 852 (6% +1) (6% — 26 +1) (6% — 26 +2) (62 —2)
_7)’35214-4 —421252/“_4 _44&52&—1—4 + 281352/“_5 _ 16%262/“'5 _ 12&452)»4—6
* 852 (6% + 1) (6% 26 +1) (6% — 26 +2) (64 —2)
121332)L+6 _ 215314—1 +36537L+1 _ 212531—#2 _ 56163l+2 _ 12063&4—2 _|_)L363/1+3
* 852 (6% + 1) (6% A6+ 1) (6% 26 +2) (64 —2)
3512537&0—3 + 502{631—0—3 _|_6863l—|—3 _ 291363/14—4 _ 82‘6?%_‘_4 + 12146314-5
862 (6% +1) (5% —A5+1) (6% —A8 +2) (54 —2)
281353l+5—401253l+5—121453A+6+121353l+6+6l54l+1+7554’1+1—6125414'2
* 852 (6% + 1) (6% — 26 +1) (6% — 26 +2) (62 —2)
—28164“2 _ 8864/l+2 _|_77L364/l+3 + 16%254/'L+3 _ 10154l+3 _|_28347L+3
862 (6% +1) (64 —A86+1) (6* —A16+2) (6A—2)
—31464)”_4 —371354’14_4—{—2812541"_44— 1215414-4_{_ 12%45414-5 +4A354/l+5
* 852 (6% + 1) (6% A6+ 1) (6% 26 +2) (64 —2)
—16A25* 15432, 8514418541 50285472 4 14155412 — 2855412 + 10A3 554+
" 852 (6% + 1) (6% — A6 +1) (6% — 26 +2) (64 —2)
2/12551—0—3 _ 161551—0—3 +4557L+3 _ 314551—%4 _ 131355)“_4 + 121255/14-4 _|_4)L§57L+4
" 852 (6% + 1) (6% A8+ 1) (6% —A8+2) (64 —2)
_4156l+1 +756l+1 _ 31256l+2 _|_7)L§67L+2 _ 456l+2 +4)L356l+3 _41567L+3
862 (6% +1) (64 —A6+1) (64 —A6+2) (64 —2)
2 STA+] A+l 42 STAH2 TA+2
- 1/15 ;—5 A 6,1 + A0 ' (280)
862 (6% 1+ 1) (6% — A5+ 1) (5% —A5+2) (54 —2)

Uwzgledniajac, ze A € (0, 1), zastepujac oszacowaniami asymptotycznymi "duzego O" cztony

w wyrazeniu oraz porzadkujac dzigki funkcji pakietu Mathematica Min, tak, zeby znalezé
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najszybszy czton® (patrz Rys. 47(a) i Rys. 47(b)):

0<5min(31,4l,51,6l))+0(6min(l+3,l+4,k+5))+0(5min(2/’L+1,2/1+2,2)L+3,27L+4))
862 (6% +1) (64 —A8+1) (64 —A6+2) (64 —2)
O(Smin(zl+4,2/l+5,27t+6)) +0<637L+1) +O(Smin(%,3/1+3,37L+4,3l+5,37h+6))
862 (84 +1) (8 —A8+1) (6* —A8+2) (64 —2)
o( 6min(4/l+174/l+2,4)L+3,47L+4747L+5)) +0( 5min(51+175}L+2,57H—3757H—4))
862 (82 +1) (8* —A8+1) (6* —A18+2) (64 —2)
0(5min(6a+1,6x+2,6x+3)) + 0(6min(7/1+1,77t+2))
862 (55 4 1) (65 —Ab+1) (54— A +2) (64 —2)
0(6min(3l,l+3,27t+1 ) 0(5min(3?u,/l+3,2/l+l)
64837 — 3252+ (120531 —8082) 64 524

IOl =

+

+

=0(6%472).(281)

*Uwaga: Rys. 47(a) potwierdza wybdr & 34 jako wartoSci najszybszej z licznika wyrazenia (281)

52—1—/1

oraz Rys. 47(b) wyznacza warto$¢ jako najszybsza z mianownika, co ostatecznie pozwala

na przyjecie wartosci O(8%*~2) w oszacowaniu (281).

1
2
1\2A+1 0.25
2
0.20+
0.15¢

0.10

5A
0.05

~— - =
>
&
RI=RI=2N|=0 =2
>
¥
w

Rys. 47. Wykresy funkcji wyktadniczej §/*) dla § = $iA €10,1], gdzie f jest funkcja z a) licznika b)
mianownika wyrazenia (281).
Dla A = 0 otrzymujemy:

—6 1 21 1175 | 12276 81582 | 15138° 4 -2
fq(T) =76867 10240 6144 T 4006 — 8192 T 12288 +0(5 ):0(5 ) #0(6)!

Zanotujmy, ze wstawiajac A = 1 do (280) otrzymujemy w wyniku:

-9

5) = o(8%).

1

Co potwierdza ostros¢ Twierdzenia 4.2 spetnionego dla A = 1 i dla szerszej klasy probkowarn

dopuszczalnych. []
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Kolejny przyktad tym razem numeryczny pokazuje istotno$¢ wyboru prébkowania,
(wybrane nie jest mniej lub bardziej rownomierne na prgdkos$¢ zbieznosci interpolanta Hermita

do krzywej testowe;.

Przyklad 14. Przyjmijmy, ze chcemy interpolowaé punkty z krzywej 7%, danej wzorem (9)
probkowanej nie mniej lub bardziej rownomiernie wedlug (29). Probkowanie (29) nie speinia
warunku z Def. 2.14 i przedstawiony eksperyment pokazuje, ze nie moze byC rozpatrywane
w Tw. 4.2. Testy numeryczne, ktérych wyniki pokazano w Tab. 18 wskazuja nawet na
rozbiezno$¢ (patrz takze Rys. 48) dla niektérych A € [0,1) gdzie wspétczynnik & (A) dla
ot — v, p jestujemny, a takze na spowolnienie dla wyzszych A oraz potwierdzenie stawianej
hipotezy dla A = 1 i klasy prébkowan dopuszczalnych (szacowane &(A) = 4). Zanotowany
btad oszacowania &144 (patrz (60)) migdzy 77 o o7 — p» potwierdza konieczno$¢ probkowania
mniej lub bardziej réwnomiernie. Jedynie dla A = 1 i klasy dopuszczalnych prébkowar w Tab.
18 widzimy ostre oszacowanie (1) = 3,98 ~ a(1) = 4 z bardzo matym bledem &j44 =

6,99-1078.

FittedModel { -0.87984 - 2.06766 xx FittedModel| 0.46261 - 0.597758 xx

-10.4 [
b -2.30

-106} 2351
108} -2.40}
-2.45

~2.50}

-11.2+ 4.6 4.7 4.8 4.9
a) b)
Rys. 48. Prosta regresji i jej réwnanie dla pary punktéw {logm,logE,, ;14196 wskazujaca na rozbiezno$¢
interpolacji na podstawie ujemnego wspotczynnika o(A) dlaa) A =0,b) A =0,5.

Tab. 18: Wspétczynnik &(A) # 1 obliczony dla ¥, prébkowanej wedlug (29) dla m €
{96,...,144}.

A 0,0 0,1 0,3 0,5 0,7 0,9 1,0
a(A)dla(9) -2,068 -1,621 -1,436  -0,598 0,068 0,536 3,980
144 69713,7 581044 171,753 12,243 0,514 0,013 6,99-10°8
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4.1.4 Koniecznos¢ zalozenia regularnosci krzywej y

Przyklad 15. W tym przyktadzie przeprowadzony zostal eksperyment numeryczny
oszacowania zbiezno$ci interpolanta $"/ do krzywej nieregularnej (patrz Def. 2.11) Yory
z (17). Zauwazmy, ze Y, (0) = (0,0) Wyniki numeryczne zawarto w Tab. 19. W przypadku

braku regularnosci zauwazalne jest spowolnienie z 4 do 1,585 dla wspétczynnika o(1) dla

Tab. 19: Wspétczynnik ¢¢(A) obliczony dla ¥, probkowanej przez (24), (167) i (168) dla
me {21,...,66}.

>

00 01 03 05 07 09 10 |

a(A)dla(24) 0932 0935 0,946 0954 0968 1,036 3,009
a(A)dla (167) 00932 0935 0,946 00954 0968 1,036 1,997
a(A)dla (163) 00966 0962 0,945 0913 0,890 1,542° 1,585

prébkowania (168) i spowolnienie do 1,997 dla prébkowania (167).

Przyklad 16. W tym przyktadzie przeprowadzony zostat eksperyment numeryczny
oszacowania zbieznoSci krzywej nieregularnej (patrz Def. 2.11) cardioidy 7., z (15) do

interpolanta $7/. Zauwazmy, ze 7.4(0) = (0,0). Wyniki numeryczne zawarto w Tab. 20.

Tab. 20: Wspétczynnik a(A) obliczony dla 7y.; probkowanej przez (24), (167) i (168) dla
m € {96,...,150}.

| A 00 01 03 05 07 09 1,0 |
o (A) dla (24) (jeden segm.) 1,985 1,986 1,988 1,993 2,017 2,015 2,997
0.(A) dla (167) 1,009 1,004 0997 0,999 1,012 1,157 2,743"
0i(A) dla (168) 0,998 0,999 1,000 1,001 1,005 2028 2358

Przyktadowe krzywe regresji z obu przyktadéw sa zaprezentowane na Rys. 49
4.1.5 Testy numeryczne

W niniejszej sekcji weryfikujemy eksperymentalnie ostros¢ Tw. 4.2. Wszystkie testy
numeryczne zostaly przeprowadzone w Mathematica 10.0. Badania byty wspierane przez
zasoby obliczeniowe PLGrid.

Testowane krzywe sa dwuwymiarowe lub trzywymiarowe. Krzywe dwuwymiarowe to ¥,
dana wzorem (9) oraz Y. z (4) a trzywymiarowa - helikoida eliptyczna z (12), wszystkie

regularnie prébkowane w odniesieniu do (23), (24) lub (27).
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1m dla lambda=@.9 wynosi -4.67735+ 2.82837 xx 1m dla lambda=1. wynosi -6.25765 + 2.35791 xx

a) b)

1m dla lambda-0.9 wynosi 1.20557 +1,54283 xx im dla lambda-1 wynosi 1.128 + 1.5859 xx

”C)V o | ” d)

Rys. 49. Krzywa regresji dla przypadku prébkowania (168), krzywej 7.0 z (15)ia) A =0,9,b) L =1,
oraz probkowania (168), krzywej 1, z (17)ic) A =0,9,d) A = 1.

~

Sktadnik i-ty btedu pomiedzy funkcjami ciagtymi y i 97 o ¢/ na zbiorze zwartym I;
jest zdefiniowany w (60). Catkowity btad na [0,7] jest brany jako maksymalna warto$¢
&n z maksymalnych bledéw na kazdym przedziale & i zostal obliczony z uzyciem
funkcji optymalizacji MaxValue i Max pakietu Mathematica. Ze zbioréw btgdéw absolutnych
{En}mmes,  oszacowanie numeryczne @(A) rzeczywistego rzedu zbieznoSci a(A) jest
nastgpnie obliczone z uzyciem liniowej regresji tak jak miato to miejsce w poprzednim

rozdziale.

Przyktad 17. Ostros¢ Tw. 4.2 jest weryfikowana najpierw dla krzywej spiralnej 7%,
zdefiniowanej w (9) i probkowanej wedtug (23), (24) i (27). Aby oszacowaé a(A) z @(A)
regresja liniowa jest stosowana dla 96 < m < 144. Wygenerowane numeryczne wyniki sa

zaprezentowane w Tab. 21. Widoczne jest to, ze sa one zgodne z asymptotyka ustalong w Tw.

4.2.

Tab. 21: Obliczony wspélczynnik &(A) ~ a(A) =4 (dlaA =1lubz; = Lyi q(A) =1 dla
A €[0,1) dla 7y, prébkowanej przez (23), (24) i (27) gdy m € {96,...,144}.

A 0,0 0,1 0,3 0,5 0,7 0,9 1,0
(A)dla(23) 0968 0,969 0,970 0973 0979 1,021 3918
(A)dla(24) 0969 0970 0974 0978 0,986 1,038 3,987
o(A)wTw.42 1,0 1.0 1.0 1,0 1,0 1,0 4,0

o(A)dla(27) 3,995 3,993 3,989 3,939 3934 3933 3,933
o(A)wTw.42 40 4,0 4,0 4,0 4,0 4,0 4,0

a
a
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Warto podkresli¢, ze przyspieszony czwarty rzad zbieznosci otrzymany dla prébkowania
réwnomiernego (patrz (255)) jak i dla A = 1 (patrz (230)) zostat takze potwierdzony

numerycznie jak to wskazuje Tab. 21.

Przyklad 18. W nastgpnym kroku, ostro§¢ Tw. 4.2 jest testowana dla krzywej kubiczne;j
Y. zdefiniowanej wzorem (4) i prébkowanej wzdluz (23), (24) lub (27). Do obliczenia
numerycznego o(A) z @(A) uzyto metody regresji liniowej z m zmieniajacym si¢ w
granicach 96 < m < 144. Ponownie wyniki zaprezentowane w Tab. 22 potwierdzaja ostros¢
asymptotyki udowodnionej w Tw. 4.2. Ponadto przyspieszony rzad zbieznosci ustalony dla albo

Tab. 22: Obliczony @&(A) ~ a(A) dla ¥, prébkowany (23), (24) i (27) dlam € {96,...,144}.

A 0,0 0,1 0,3 0,5 0,7 0,9 1,0
o(A)dla(23) 0,981 0,981 0982 0983 0,987 1,002 3,997
o(A)dla(24) 0980 0,981 0,984 0,986 0,990 1,012 3,997
al)zTw. 42 10 1,0 1,0 10 1,0 10 40
a(L)dla(27) _ * 3,995 3997 3997 3,097 3997 399
a)2Tw. 42 40 40 40 40 40 40 40
*Btad maszynowy 7 = 7.

jednorodnego prébkowania (patrz (255)), albo dla A = 1 (patrz (230)) zostat takze numerycznie

potwierdzony ponownie (patrz Tab. 22).

Przykiad 19. W ostatnim przykladzie w eksperymencie numerycznym testowana jest ostro$¢
Tw. 4.2 dla kwadratowe] helikoidy eliptycznej (patrz (12)) probkowanej w powigzaniu z
(23), (24) lub (27). Do zbadania numerycznego ¢(A) z 0(A) uzyto funkcji regresji liniowej
dla m zmieniajacym si¢ w granicach 110 < m < 162. Kiedy (231) ma asymptotyczny
charakter (t.j. zachodzi dla wystarczajaco duzych m) dla pewnych wartosci parametru A € [0, 1]
moga by¢ uzyte inne przedziaty wartoSci. Wyniki zaprezentowane w Tab. 23 potwierdzaja
asymptotyke z (231). Dodatkowo, przyspieszenie do czwartego rzedu zbieznosSci zachodzi tak

dla réwnomiernego prébkowania (patrz (255)) jak i dla A = 1 (patrz (230)).
4.2 Analiza mozliwosci szacowania dlugosci krzywych z pomoca

przedzialowo-kubicznej interpolacji klasy C'.

Interpolant klasy C' jest bardziej gtadki na punktach taczenia, w zwiazku z tym oszacowanie

dhugosci jest doktadniejsze niz w przypadku interpolacji klasy C°. Wciaz jednak istnieje ten
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Tab. 23: Obliczony wspétczynnik &(A) ~ o/(A) dla krzywej ¥,;, probkowanej jak w (23), (24)
i(27)dlam € {110,...,162}.

2 00 01 03 05 07 09 1,0
A)dla (23) 0,969 00961 00963 0966 0973 1,007 4,052*
A)dla(24) 0965 0967 0,972 0976 00983 1,022 3,805%*
aMwTw.42 10 10 10 1,0 10 10 40
a(A)dla (27) 4,000 3,895 3,872 3,864 3,866 3.875 3,882
a(A)wTw.42 40 40 40 40 40 40 40
09 <m <120 *160 <m <200

o(
o(

sam problem, co w przypadku interpolacji przedziatowo-kubicznej klasy C?, z funkcja v i tym,
zeby byla reparametryzacja. Sa znane badania dotyczace oszacowania dlugosci i jej zbieznosci
przy zastosowaniu interpolanta zbudowanego w oparciu o parametryzacje¢ dlugoscia cigciwy -
dla A = 1 (patrz [33] - przypadek generuje y, ktdre jest reparametryzacja). W tym rozdziale

takze skupiono si¢ na wyznaczeniu warunkéw, przy ktérych y jest parametryzacja.

4.2.1 Asymptotyczne warunki wystarczajace by ¢/ > 0 (parametryzacja).

Dla pewnych praktycznych zastosowan (na przyktad dla oszacowania dtugosci) interpolant §
zdefiniowany na danych zredukowanych wymaga przedziatlowej reparametryzacji ¢ : [0,7] —
[0,7]. Dla A = 1 wyniki opublikowane w [33] (lub w [17]) dla y; zdefiniowanej jak w (227) (i
dla q)iH z (229)) wskazuja na to iz jest ona reparametryzacja. Tymczasem pozostate przypadki
dla A € [0,1) tworza nieiniektywne odwzorowanie (patrz [3], [34] lub [30]), ktére wymaga
opisania wystarczajacymi warunkami, narzuconymi na mniej lub bardziej réwnomierne
prébkowanie {t;}7" , tak by ¢l~H : I; — I; byla reparametryzacja. To definiuje reparametryzacije
przedziatowa klasy C* z [0,T] na [0,7]. Wyniki tego rozdziatu zostaly opublikowane w
[3] oraz [5] i [6]. Zauwazy¢ nalezy, ze kazde dowolne dopuszczalne prébkowanie {ti};.": o na

kazdym J; y = [tiyk,tisk+3] (z k= 0,1) mozna zapisa¢ jako:

lit1 — ti:Mimva livo — it :]Vim6m7 li43 _ti+2:Pim 5m i liva — 143 =Rim 5m7 (282)

gdzie 0 < My, Nim, Pin, Rimp < 1. Jesli dodatkowo mniej lub bardziej rownomiernos¢ jest
wywotana z 8 zdefiniowang w Def. 2.14 wtedy B < My, Nim, P, Rim < 1 czyli wtedy kazda
czwérka Tz = (Mim, Nim, Pim, Rim) Okreslona jest na zbiorze zwartym Dg, = [By, 1]*. Aby ¢/

byta reparametryzacja wystarczy zatozy¢, ze ¢ (t) > 0 na I;. Biorac pod uwagg, ze ¢/ (1) =
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ait* + bt + ¢; jest funkcja kwadratowa, ponizej sformutowane sa cztery warunki wystarczajace

wymuszajace ¢ > 0 na I; (a; # 0):

a; <0 i ¢'w)>0 i ¢ (i) >0, (283)
a; >0 i o7 (1) >0 i —— <t (284)
2al~
a; >0 i ¢H (1) >0 i — g > tig1, (285)
i
: b;
a; >0 i f’(——’) > 0. (286)
2a,~

Laczac wzor Newtona na pochodng (176) z postacia ait* +bit + ¢; otrzymujemy (na [;):

(1) = 320 [titi,tir tia] +1 (207 [tisti tid] — 207 [tisti tir ti ] (fi1 +28))
+ 0 [t 1] — 20" [ttt )t + O [ttt 1, 1t | (titi +17), (287)
gdzie
ai = 301 tititiv1,tim], b =207 [ti,titig1] — 207 [ti, 11, 11t ) (i1 +280),
ci = O [titi] — 20" [ti,t5,ti 1]t + O [tis i, i1, i1] Qitin 1 +17). (288)

Dalej z (227), (229) otrzymujemy nastepujace réznice dzielone dla wielomianu Hermita!>:

H H A—1 A—1 ! !
,nl = 07 () =0, {M. [1 ]
¢z[l l] ¢z(l) m 1 +Mi+M+Mi+Ni+Pi
Al [ M,; M;(M;+2N;+P;) ]
! M;+N; = (Ni+P;)(Mi+N;+P;)
_ M;(Mi+N;) A+1
4 pr-l d }+0 it
" (Ni+P,)(M;+N+P)) ( )

= 0,,(M;,N,P)5} ' +0(50 ") = N}16, 5 (Mi, N, P)SE ' +O(8)T),

(289)

oM titin] = & "M} =0,, (M) 084, (290)

SDrugi symbol "m" w indeksie dolnym w M, N, P,R ze wzoru (282) zostat pominigty.
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O [tiv1 ti] = 6 (ti1)
N; N;
= o N 1 2 |
n ! +Ni+Pi+Ni+Pi+Ri
—P.’I*I[ N; Ni(P,+N;) N;i
O LA+N (BHR)(Ri+N+P)  Ri+N+P
A-1 N;(P;+N;) } A+1
+R’ +0(6
! (Pi—i—R,')(R,'-i-Ni-l—["i) (m )
= 631 (Ni,P,R)S} ' +O(51)

= Nil_lé&l(NiaPi,Ri)(%_l-f—O(S,ﬁH). (291)

Co wigcej, trzecie réznice dzielone: ¢ [t;,1:,t:41] = (9 [ti tii1] — 07 [t,11]) (i1 — 1) 71

(¢i}1[ti+17ti+l] — ¢H[li,l‘i+1])(l‘i+1 —li)il = (Pf[[l‘i,l‘prl,l‘prl] mozna zapisac’jako:

o ti,t,t1]) = 55272{1\/'171

1

[1 n 2N; +M; +P; }
N; +M,; (Pi—f—N,-)(M,‘-i-Ni-i-Pi)

B /1—1[ . 1 }
" IMi+N;  Mi+N;+P,
. Ni+M;
—pr-! i } o(s} 292
BRCES IR R R 2

= 0,4 (M;,N,P)S} 2+ 0(8}) = (1/Mi)N 718, , (My,N;, )82+ 0(81),

_ _ 2N; + P, N;
oF [t i1, 1] = i Z{Ni}“ 1[ L l }

_|_
M;(Ni+P) M;(N;+P,+R))
phe [ N N;i(2P;,+N;+R;) }
O IMi(P AN Mi(P+R)(Ri+Ni+ P)
N;(P;+ N; 1
b N o))
M;(P;+R;)(Ri+N;+P) M;
= 05, (M. N P Ri)8, 2+ 0(8), (293)

+R

i ostatecznie czwarta réznica dzielona wyniesie @ [t;,t;,t;11,ti11] =

& {m Ni(P,+N;) ] 22N3+N1~B+NiM,- N
M?(PAR;)(Ri+N;+PF;) M7 (N;+P;)(Ni+M;) ~ M7 (Ni+P,+R;)
~ 2N;+M;+ P, ]_ A1
M;(P,+N;)(M; +N; + P;)

Ni 1 }
i [M?(Mi +N;)  Mi(M;+N;+FP)

_pil [Ni(Mi—FNi—FPi) - M;(N; +M;) N;(2P,+N;+R;) ]}+0(5x—1)
© U MEBAN)(Mi+Ni+P)  ME(Pi+Ry)(Ri+ N+ ) !
= 65 (Mi, N, P, R:) 8} 3 +0(82 7). (294)

Wszystkie funkcje 6, (i élﬂ, NZ?L_I, 1/M;, I/Mi2 1 M;) sa ciagle 1 zdefiniowane na zwartym
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zbiorze Dpg,. Zatem wszelkie nieréwnosci, zwigzane z tymi funkcjami dodatnie lub ujemne,
sa w rzeczywistosci oddzielone od zera. Kazdy sktadnik w (289), (290), (291), (292), (293)
lub w (294) oznaczony jako 6; ; reprezentuje wspdtczynniki stojace wzdhuz odpowiednich
najwolniejszych wyrazen. W ten sposéb z pomoca wzoréw (287), (288), (289), (291) i (294)

asymptotyczny odpowiednik (283) to:

967), (MiaMapiaRi) < 07 el,l(MhNi;I-)i) >0 i 9371 (”i»Pi;’”i) >0 (295)

na Dg . We wzorze (284) mamy a; > 0 a warunek —b; /2a; < t; z (288) zostaje przeksztalcony

na.
O [ttt 1, ti1) (tie1 — 8) — 0 [t3,13,141] <0, (296)

co nastepnie dzigki (282), (292), (294) prowadzi do asymptotycznej postaci wzoru (284):

06,2 (M, N;, P, R;)>0, 0; 3 (M;,N;, P;)>0, M6 5 (M;,Ni, Pi,R;)—04 5 (M;, N, B;)<0.| (297)

Ponownie zostata uzyta tu zwartos¢ Dpg, i ciagtoS¢ wszystkich lewych stron (297). Podobnie,

odno$nie warunku —b;/2a; > t;+1 (gdy a; > 0) wraz ze wzorem (288) mamy:
20/ [tisti, 11 tier ) (tir — 1) + OF [t ti,ti1] < 0. (298)

Jak poprzednio dzigki (282), (292), (294), (298), nieréwnosci z (285) asymptotycznie mozna

zapisac:

6671 (MiaNiapiaRi)>Oa 93,). (Ni7Pi7Ri)>07 2Mi96,l (Ml'7Ni7PiaRi)+947k (Ml7Nl7Pl)<0 (299)

Ostatecznie, warunek (286) ze skomplikowanymi obliczeniami drugiej nieréwno$ci w

programie Mathematica i 65 j (M;,N;, P, R;)>0 asymptotycznie jest reprezentowany jako:

06,4 (M;,N;, P, R;) > 0,
4MP N (Y ) (PN
S AV T RE A T En AN (500)
Ni(N; + P)) ( ﬂ—l_R%—l>_ (64,1 (Mi,Ni, P,))
(P +Ri)(Ni+Pi+R;) ! l 06,1 (Mi, Ni, P)

> 0.

Wszystkie warunki algebraiczne (295), (297), (299) lub (300) (na kazdym I;) zaleza od

130



czterech parametréw (M;,N;,P,,R;) € Dg,. Zweryfikowanie tych ograniczen moze zostac

przedstawione geometrycznie w 3Dz pomoca jednorodnego przeksztatcenia klasy CO H :

Dp, — H(Dg,) = Dy = [Bo,1/Bo]’:
x =M;/N;, y=P/N;, z=R;/N;. (301)

Nieréwnosci z (283), (284), (285) i (286) (z pomoca uproszczen zrealizowanych z pomoca

funkcji pakietu Mathematica: Simplify i Together) sa reprezentowane dla a < 0 jako:

(Zl—l_ /'L—l) (y+1) +( B l—l)[ —X2+y+1

(y+z2)(z+1+4y) (x+y+1)(x+1)
-1 y+1-x2 1
+-y )[(y+1)(x+y+l)+z+1+y]<0' (302)

Podobnie jest dla ¢/ (t;) > 0:

A— x(242x+y) . . x(x+1)
g 1+(Cv+1+yﬂ»+U)<x 1_1)+«y l_1)(1+y)(x+1+y)>0 (509

oraz dla ¢/ (t;11) > 0:

242y+z A—1 y+1 A-1 A1
1+ Q— )+ ( _ )>0 304
(I+y+2)(1+y) Y (y+z2)(1+y+2) ¢ Y (304)

Nieréwnosci (283) zostaty przeksztalcone na (302), (303) i (304) oraz przedstawione
na Rys. 50 dzigki programowi Mathematica dla przypadkéw gdy A=0,7 i A=0,9.
Maja one posta¢ bryty 3D DﬁOCD[l}'0 z[Bo,%P (wykreS§lone na Rys. 50 dla By=0,16).
Wszystkie punkty (x,y,z)EDgO (zobacz (282) i (301)) odpowiadaja Py-mniej lub bardziej
rownomiernym prébkowaniom, ktére zapewniaja asymptotycznie, ze (l)iH jest reparametryzacja.
W szczegdlnosci, prébkowanie (23) z 3 :% (mapowane na (308)) spetnia (302), (303) i (304)
razem z Bp=0, 16§B:%. Zatem wszystkie punkty z (308) sg zawarte w Dg():OJ (zobacz Rys.
50a)). Analogicznie, prébkowanie (24) z f=1 (przeksztalcane na (309)) wypetnia (302),
(303), (304) i Bp=0, 16§B:%. Stad wszystkie punkty (309) naleza do Dgo:()’g (zobacz Rys.
50b)).

Nastepnie, dla —b/2a < t; zauwazmy pierwsze, ze réznice dzielone (292), (294) i (296)

oraz wyrazenie | 0.2 (Mi,N;, P, R;) 53+ O(8}1)| MiS — 04 (Mi,N;,P) 822+ 0(8%) <0
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Rys. 50. Warunek (283) (mapowany na (302), (303) i (304)) geometrycznie zobrazowany w 3D jako
bryty Dgﬂ CDE’O, gdzie By=0,16 i a) A=0,7 z punktami reprezentantami prébkowania (23) lub

b) A=0,9 z punktami reprezentantami prébkowania (24) zawartymi w D;;OZO%.
prowadza do:
a1l A A A-2 A
]Vi Z (6677L<Mi7]vi7PiaRi)_9471(Mi’]vi’Pi)) 5’" +0(6m) <0

Ostatnie wyrazenie 967 2 (M;,N;, P, R;) — é47 2 (M;,N;, P;) < 0, w wyniku obliczefi, redukuje

nier6wnos$¢ z (284) do nastgpujacych wyrazen zaleznych od zmiennych (x,y,z):

(X;L_l_l)—l+2x—y—|—xy—|—3x2 ( A-1_ >< — I x—y+2x2 1 )
(14x)(14x+y) (I+y)(14x+y) 14+y+z (305)
B _ 14y
A—1 A—1
+ —
(z Y )(y+z)(l+y+z)

Podobnie, dla —(b;/2a;)>ti+1 z (292), (294) i (298) nieréwnos¢ 2@67,1 (M;,N;,P,,R;) +

9471 (M;,N;, P;) < 0 mozna zapisac jako:

-1 242x+2y+xy A1 2+x+2y—x2 2
(1=x )(1+x)(1+x+y) ( )<(1+)’)(1+x+y)+1+y+z> (306)
_}_(Zlfl_ylfl) 2(1+y)
(y+z2)(1+y+z)
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i ostatecznie dla ¢ (—(b;/2a;)) > 0z (300) jest:

B 242y+2z - - I+y
e A-1_ -1
2
24 2x+y _l4x (307)
B (g(x) (1+x)ha(x,y) +g(y) (1+y)h2(xa)’)> >0
14y 14y—x? Ly—x? 1 ,
W) raiega ) e 8 0) (e T onoa)

1171 — t%fl i hy(t1,1) = 1+ 1] + 1. Zauwazone zostato,

gdzie g(t) = 1=+, hi(11,0) =1
ze dla danego mniej lub bardziej réwnomiernego probkowania otrzymano f < x,y,z <
(1/B). Takze z pomoca programu Mathematica mozna przetestowac spetnienie odpowiednich
kombinacji nieréwnosci z (302), (303), (304), (305), (306) lub (307) jak okreslono w (283),
(284), (285) i (286) aby zweryfikowaé czy ¢/ : I, — [;, dla danego A € [0,1), definiuje

asymptotycznie parametryzacje. Prosta wizualizacja w programie Mathematica dla (283)

zostata zaprezentowana na Rys.51.

lam 0

beta
l lam |05 ~
0.31 - AR
LAl dRE L beta I

a) b)

. Obszar parametryzacji dla (283) prébkowany (26) (czerwone kropki) z f = 0,311 Q,, oraz a)

Rys. 51
A=0,b)A=0,5.

Zestawiamy teraz dotychczas ustalone nieréwnosci, przeformutowujac dostateczne warunki

(patrz (283)-(286)) na ich asymptotyczne odpowiedniki, tak by />0 dla Q,,,([5] i [6]):
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Twierdzenie 4.5. ZatoZono dowolne A€[0,1) w (30) i rodzing Po-mniej lub bardziej
réwnomiernych prébkowan (patrz Def. 2.14) reprezentowanq przez (282). Wystarczajqce
warunki (283), (284), (285) i (286) gwarantujqce, Ze funkcja ¢! w (228) jest reparametryzacjq
naturalng sq przeksztatcalne na ich odpowiedni zestaw nieréwnosci (302), (303), (304), (305),
odpowiednio (na [Bo,1]*). Dodatkowo, jesli uzyto homogenicznego mapowania (301) wtedy
asymptotycznie (283) przechodzi na (302), (303), (304) i (284) na (302), (303), (305) i (285)
przeksztatcane jest na (302), (304), (306) oraz (286) jest reprezentowane przez (302), (307)
(na [Bo, 1/Bol).

Dla danego Pp-mniej lub bardziej réwnomiernego prébkowania spetnienie warunkéw
(302)-(307) moze by¢ zwizualizowane (lub zweryfikowane algebraicznie) na DI[;IO - patrz Rys.
50. Mozliwa jest tez weryfikacja iniekcyjnosci ¢ z pomoca (295), (297), (299) lub (300) na

Dpg

»
4.2.2 Testy numeryczne

Ponizsze przyktady pozwalaja zaprezentowac graficznie spetnialno$¢ warunkéw z Tw. 4.5 przez

dwie rodziny prébkowan mniej lub bardziej réwnomiernych.

Przyklad 20. Ten przyktad wprowadza dwie rodziny prébkowan (23) i (24), dla ktérych
przynajmniej jeden z wystarczajacych warunkéw na ¢ > 0, okreslonych wyzej moze lub nie,
istnie¢ asymptotycznie przy réznych A € [0, 1]. Spetnienie tych przeksztatconych nieréwnosci
(283), (284), (285) lub (286)) na odpowiednie warunki (302) - (307) jest testowane w
programie Mathematica (dla duzych m).

Oznaczono tu przez 7| rodzing mniej lub bardziej réwnomiernego probkowania danego
wzorem (23), dla ktérego K; = %, K, = % ip= % (patrz Def. 2.14). Po skorzystaniu z (282) i

(301), istnieje nastgpujaca zwarta reprezentacja ﬁlc obliczona z 7] (przy dowolnym m):
7 ={G:1,3),(1,3,3),(1,3,9),(1,3,2),(1,3,3),(3,1,3) }. (308)

Druga rodzina mniej lub bardziej rownomiernego probkowania (danego wzorem (24))

oznaczono % z K; = %, K, = % ip= % (patrz Def. 2.14). Podobnie do (308), prébkowanie
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(24) zmieniono (z pomoca (282) i (301)) na zwarta forme asymptotyczna 7, :
‘%C = {(%7 %7 %)7 (%’ %’ 1)7 (4757 1)> (5757 1)7 (575’2>} : (309)

Tab. 24 i Tab. 25 ilustruja weryfikacje warunkéw (283), (284), (285) i (286) przeksztatconych
na ich asymptotyczne odpowiedniki (302) — (307) (oznaczone przez [283]*, [284]*, [285]*
i [286]*). Przeprowadzone eksperymenty zostaly zrealizowane dla 7] i % (zredukowanych
odpowiednio do (308) lub (309)) z ré6znymi A € {0,3;0,9}. Litera P oznacza prawde, litera F
- fatsz. Tab. 24 pokazuje, ze dla A = 0,9 z (30) dla .7] zachodzi ¢ > 0 (dla dowolnej krzywej
regularnej y i wystarczajaco duzego m) i faktycznie kazdy wiersz w Tab. 24 ma przynajmnie;j
jedna warto$¢ P. Przeciwnie, dla A = 0,3 trzech reprezentantéw Z,C (tj. (1,1/3,1/3),
(1,1/3,2/3) i (3,1,3)) nie spetnia zadnego z warunkéw wystarczajacych gwarantujacych,
ze ¢¥ > 0 (dla duzych m). Kazdy punkt reprezentujacy %C spetnia te same warunki
wystarczajace (283)* zapewniajac ¢/ > 0 asymptotycznie dla A = 0,9. Wyraznie, wszystkie
przeksztalcone wystarczajace warunki spetnione sa dla wszystkich m. Analiza przygotowana
w tym rozdziale polega na zaniedbaniu wszystkich szybszych terminéw asymptotycznych
(wystepujace w jakimkolwiek wystarczajacym warunku) niosacych prawdopodobnie ujemne
znaki. Taka sytuacja moze mieé¢ miejsce, kiedy wszystkie pominigte szybsze asymptotyczne

cztony sa zdominowane przez najwolniejszy czton asymptotyczny (czyli dla wystarczajaco

duzego m). UJ
Tab. 24: Warunki [283]*, [284]*, [285]*, [286]* dla (23) zA =0,3i 4 =0,9.
A 2=0,3 2=0,9
Prébkowanis 7€ Warunki | o3 1oga]* [285]° [286]°| [283]° [284]° [285]° [286]"
(3.1,%) F F F P F F F P
(1,14 F F F F p F F F
(1,1,%) F F F F P F F F
(1,3,2) F F F P F F F P
(1,3,3) F F F P F F F P
(3,1,3) F F F F P F F F

Przyklad 21. W tym przykladzie przebadany zostanie znak catkowitej pochodnej krzywej ¢g’
na Iy bez analizowania jej najwolniejszego asymptotycznego sktadnika - patrz (302) - (307).

Aby to zrobié jako krzywa zostata rozwazona linia prosta ¥ (¢) = (¢,0) € E? prébkowana mniej
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Tab. 25: Warunki [283]*, [284]*, [285]*, [286]* dla (24) zA = 0,3i A = 0,9.
2 1=0,3 1=0,9

Warunki [283]" [284]" [285]" [286]"| [283]" [284]" [285]" [286]
F F F F [ P F F F

Prébkowanie %C

N N N T/~
[, BN T SN L
DN N N = -
N = = Uil
S— N o N

F F F F P F F F
F F F F P F F F
F F F F P F F F
F F F F P F F F

lub bardziej rownomiernie przez (24) ktére na Jy i J; przyjmuje wartoscitg =0, t; = %, th= %,
3= % ity = 31—,:1 Parametryzacja wyktadnicza (30) zastosowana do {y(#;)}}_, daje fo =0, 7 =
() B = () + ()4 ify = (4)* + (25)* + (55)*. Dla rzadkich danych zredukowanych

Qg (t.j. z m = 6) krzywa kubiczna yj i1 y; zdefiniowana na Jy i J; pokrywa si¢ z (po obliczeniach

w pakiecie Mathematica):

o) = %2’“312’L (486(—22+3~4’L+2.5’L)z2—54<—106+19-4’L+6-51>r
+5<—92+33-41+4-51)>,
1

) = 5273 (—1944(—5+5’1>t2+1620<—5+57L)t—283-5’1+1625).

Poniewaz ¢f1(0) = 0 i ¢1[0,0] = y(0) i ¢f'[t1,11] = Y1 (1) réznice dzielone dla funkcji

() = ol10,0) + 0[0,0,1,162 + ¢[0,0,11, 1,1t (t — ;) przedstawiane jest (z pomoca pakietu
0 0 0 0 p J

Mathematica) jako:
1-A 1-A
2 2 1
oflon] = (3) . of0)=(3) 3t ZaiAgihy grign
2 5 5 5
61 19
o' [n,n] = ‘Pl(tl):72713172&_72713172151717
A A
4 1
000,0,1] = —2—1—151—1271—”((5) 92“1—46<8?) +2-81’L>,
2—1—233—2%
0l[0,11,11] = T(610—1054"—3&5%),
H 1 A 32561221 N\ i 81\* A
0,0,6,11] = 2747335 6AsA=1(7(2) 34+l _34(°2) _q0.81% ).
0 7 5 5

Analogicznie (korzystajac z uproszczen w pakiecie Mathematica) otrzymano:

. 17 1 1
¢6‘1(I) - 3 (_52—1—235—21 + 521—336—2/1 o 52—1—235—2151) l.2
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2 (%2—1—134—2,1 B %2/1—234—2/1 _ %2—1—135—2151—0 .

2\ 23 11
< 31=24 _ 2251-A31-24 | 11oA—152-20
+(3) 5 +3

Rys. 52 prezentuje catkowita pochodna ¢} wykreslona na fp=[0, 3] dla A€{0;0,5;1}. Tylko

dla A =1 jest (])51 > 0. Jak juz dowiedziono dla m = 6, podobne obliczenia przeprowadzone

a) b) c)
Rys. 52. Wykres ¢/ (A)nalpim=6dlaa) A =0,b) A =0,5ic) A = 1.

dla réznych A € [0,1] i duzych m € {50, 100,150} w programie Mathematica doprowadzity do
doktadnych analitycznych wyrazed ¢ (¢). Pozwala to na podziat Iy = [0, %] na podobszary I
i I na ktérych albo ¢! < 0 albo ¢’ > 0 - patrz Tab. 26. Przypadek dlaA = 0,71 A = 0,9 daje
w wyniku @f > 0 wewnatrz Iy i dla m = 50,100, 150 jest to asymptotyczny charakter ¢/ > 0.
Zauwazalnie, wyniki dla A = 0,9 w Tab. 25 i Tab. 26 sa zgodne. Jednak wszystkie wartosci
z Tab. 25 zostaty dowiedzione, ze sa zgodne asymptotycznie (patrz Rozdziat 4.2.1). Bazuja one
takze na duzo prostszych obliczeniach algebraicznych (to jest nieréwnosciach [283]%, [284]*,
[285]*, [286]*) w przeciwieristwie do standardowej dlugiej procedury obliczania jawnej formuty

gbé{ przedstawionej w tym przyktadzie. [

Tab. 26: Znak ¢} (t) dla prébkowania (24) na Iy = [0,1,].

Int\ A
0 0,3 0,5 0,7 0,9
m
0,51 051 4 0,39 039 4 0,23 0.23 4 4 4
[0,7) (775] (0,57 (775] [0, (7’% [O?%] [Ov%
50 - + — + — + + +
100 - + - + - + + +
150 - + — + - + + +
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4.3 Podsumowanie

Zawarte w tym rozdziale wyniki zostaly opublikowane w artykutach [4], [5] oraz [6]. W
rozdziale tym zostala zaprezentowana przedzialowo-kubiczna zmodyfikowana interpolacja

Hermita oraz:

* podano i udowodniono twierdzenie o rzgdzie zbieznosci i1 jego ostrosci dla przedzialowo
kubicznej zmodyfikowanej interpolacji Hermita wraz z parametryzacja wyktadnicza oraz

dla prébkowania mniej lub bardziej r6wnomiernego.

* zostaly tez postawione pewne pytania analogiczne do tych zawartych w Rozdziale 2
o koniecznos¢ zatozenia mniej lub bardziej r6wnomiernosci oraz regularnosci krzywych.
Wykazano teoretycznie i eksperymentalnie konieczno$¢ stosowania probkowania mniej
lub bardziej rownomiernego aby zachowac zbiezno$¢ interpolacji i jej zaktadany stopien.
W przypadku regularnosci zalaczone opisy eksperymentéw potwierdzaja koniecznos¢ jej

uwzglednienia.

» zaprezentowano przyktady krzywych i proébkowan, potwierdzajace zbiezno$¢ zatozong

w Tw. 4.2.

* przedstawiono warunki wystarczajace na istnienie reparametryzacji V¥, niezbednej
w szacowaniu dlugosci krzywych oraz przeksztalcono je do postaci umozliwiajace;j

wizualizacje 3D.

* zwizualizowano te warunki i sprawdzono ich spetnienie dla przyktadowych prébkowan

przytoczonych w tej pracy.

Rozwazania dotyczace interpolacji przedzialowo-kubicznej Hermita pozwalaja
zamodelowaé rzeczywiste obiekty, w ktérych nie tylko potozenie ale 1 predkosS¢ jest
istotnym elementem. Klasa C! gwarantuje ciagtos¢ nie tylko potozenia obiektu ale i ciagtosé
jego predkosci np. jesli opisywalibySmy tor lotu samolotu jest oczywiste, ze zaktadajac przelot
przez kolejne punkty nie moze nagle nastepowac wzrost predkosci np o 20 km/h (brak ciagtosci
pierwszej pochodnej). W ostatnim rozdziale zostang pokazane pewne praktyczne zastosowania,

ktére pozwolg zobaczy¢ istotno$¢ stosowania tej klasy interpolantow.
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Istnieje jednak konieczno$¢ stosowania takze ciaglosci drugiej pochodnej oraz
uwzgledniania nie tylko informacji o pochodnych na konkretnych podprzedziatach, ale i na
calym rozwazanym przedziale. Tutaj z pomoca przychodza nam przedzialowo kubiczne funkcje
klasy C? tzw. splajny. W tej pracy zostaty przebadane zmodyfikowany kubiczny splajn zupelny

oraz kubiczny splajn naturalny.
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5 Interpolacja przedzialowo-kubiczna splajnami klasy C?
i parametryzacja wykladnicza

Splajny sa krzywymi wielomianowymi interpolujacymi modelowane krzywe [2].
Wyodrgbniono ich wiele typéw na podstawie warunkéw narzuconych w punktach brzegowych
lub np. stopnia, gladkosci w punktach styku. I tak np: splajn naturalny charakteryzuje sig¢
ciagtosciag drugiej pochodnej wewnatrz przedziatu i zerowaniem tejze w punktach konicowych,
splajn tzw. clamped ma ciagla druga pochodna wewnatrz przedzialu interpolacji i ustalone
wartoSci pochodnych na koncach przedziatlu, Hermita ma konkretne wartosci pierwszej
pochodnej w kazdym punkcie, splajn typu "not-a-knot" to taki, w ktérym druga i trzecia
pochodna na pierwszym i ostatnim punkcie wewnatrz przedzialu sa ciagle, a on jest taki sam na
pierwszych dwoch 1 ostatnich dwoch przedziatach, splajn zupelny (z ang. complete), w ktérym
znana jest wartoS¢ pierwszej pochodnej na konicach przedziatu.

Tak, wigc w przypadku konstrukcji splajndw mamy dane predkosci lub przySpieszenie
na poczatku i konicu calego przedziatu, a kolejne predkosci na podprzedziatach obliczamy
rozwigzujac globalny uktad réwnan, gdzie niewiadomymi sa wszystkie predkoSci wewngtrzne.

Interpolanty z poprzednich rozdziatléw §, (r = 2, 3) nie sa gtadkie w punktach potaczen tzn.
tam gdzie dwa lokalne sasiadujace kawatkami kwadratowe (-kubiczne) wielomiany sa ze soba
sklejone. Rozwiazaniem gwarantujacym gtadkosé¢ klasy C? (np. wymagana do oszacowania
przyspieszenia (J(¢)) jest odwotanie si¢ do réznych mieszanych interpolantéw opartych o
splajny kubiczne klasy C? - }759 (zobacz [24]) bazujace Jeden z nich okreSlony jako zupetny
splajn kubiczny % (patrz [24]) wymaga znajomosci predkosci poczatkowej Vo = 7(0) i
konicowej v, = 7(T), ktére nie sg znane dla Q,,. Wyniki z [9] wskazuja jak odgadywac takie
brakujace predkosci 1 uzyskiwac identyczne rzedy zbieznosci przyblizania y jak w Tw. 3.4 1 Tw.
4.2. Alternatywne podejscie odwotuje si¢ do tzw. splajna naturalnego fé\' (zobacz [24]), gdzie
brakujace informacje o predkosciach Vg i V,, sa zastapione przez dodatkowe z gory przyjete
zalozenie nalozone na poczatkowe i koficowe przySpieszenie 73’ (0) = ' (T') = 0.

W tym rozdziale zostaly opisane wyniki obliczen i eksperymentéw dla wspomnianych

powyzej dwoch typow splanéw tj.: splajna naturalnego i zupelnego. Rezultaty zostaly
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zaprezentowane na konferencjach ICNAAM’ 2015, ICNAAM’2016 oraz ESM’23.

Gléwnym wynikiem pracy jest twierdzenie o zbieznoSci dla zmodyfikowanego splajna
zupelnego i hipoteza o rzedzie zbieznoSci splajna naturalnego oraz testy numeryczne
potwierdzajace w obu przypadkach twierdzenie i zatozenia hipotezy. Dla zmodyfikowanego
splana zupetnego zostala zweryfikowana numerycznie hipoteza o koniecznosci mniej lub
bardziej réwnomiernosci oraz regularnos$ci krzywej. Czgs$¢ teoretyczna oraz eksperymenty z
tego rozdzialu zostaly opublikowane w [9], [11] oraz [12] a takze ztozone do czasopisma

(dowdd twierdzenia o zbieznoSci).

5.1 Szacowanie Y przy uzyciu przedziatlowo-kubicznego
zmodyfikowanego splajna zupelnego 7€ klasy C?
Pierwszym rodzajem splajna, ktérego asymptotyke bedziemy rozwazac jest splajn zupetny
(z ang. complete spline). Splajn zupelny charakteryzuje si¢ tym, ze oprécz danych
interpolacyjnych znamy pochodne w punkcie poczatkowym ¢g i koncowym ¢,. W tej pracy
zostala przyjeta jego zmodyfikowana wersja. Mianowicie, nieznane predkosci na koncach
przedziatu przyblizamy przez pochodne wielomianu Lagrange’a opartego odpowiednio na
pierwszej i ostatniej czwoérce punktéw: Qs = {g;}3_; i Om = {qi}"",, 3. Szczegélowy opis

podany jest ponize;j.
5.1.1 Konstrukcja zmodyfikowanego splajna zupelnego

Splajn zmodyfikowany zupetny fé"’lc(f,) tworzony jest w oparciu o nastgpujace warunki:

%‘{C(fl) = ({i %C(fi+l) =dqi+1,

~SIMC (2 = ~MC 2 —
i (B) = Vi, Py (i) = Vi, (310)
gdzie Vo,---,V,, to nieznane wartoSci takie, ze: V; € R". PredkoSci wewnetrzne

{V1,V2,...,V;—1 } obliczane sg z warunkéw dla %"’C w punktach potaczen {qi,...,qm—1}:
i () = 7y (@), (311

Pierwsza i ostatnig pochodng v i v, przyblizamy wedlug nastgpujacego schematu:
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Punkty {g;}7_, sa interpolowane przez ?§0 : [f&,f?] — E” spetniajacego (dla i=0, 1, 2, 3):

Punkty {¢;}"",,_5 sa interpolowane przez 5, 5 : [

m—3’"'m

| — E” spetiajacego (dla i=0,
1,2, 3):

5 A
V’J’L,m—3 (tm—3+i) =4dm—-3+i-

Vo & 74(0) i Vm ~ P05 (En)-

Konstrukcja W€ : [t;,t;11] — [fi, fi1] przebiega analogicznie, z tym, ze g; zastgpujemy ;.

5.1.2 Oszacowanie rzedu zbieznoSci trajektorii = krzywej interpolowanej

zmodyfikowanym splajnem zupelnym

Giéwnym wynikiem tego rozdzialu zgtoszonym do publikacji wraz z dowodem oraz tez

zweryfikowanym numerycznie w artykule [9] jest nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 5.1. Niech y bedzie krzywq regularng klasy C*([0,T]) w E* prébkowang mniej
lub bardziej rownomiernie z parametryzacjq weztow jak w (30). Przyblizamy (¥(to),¥(T)) jako
Vg = %fO(O) iV = %fm_S(fm), gdzie }7‘3L ; to kubiczny interpolant Lagrange’a zbudowany na
pierwszym i ostatim przedziale tj.: [fo, 73] oraz [fn—3,1m|. Zatéimy takze, ze P1€ : [0,T] — E"
oznacza zmodyfikowany zupetny splajn kubiczny oparty o Qu, oszacowane predkosci (v, V)
i parametryzacje wyktadniczq (30). Wtedy istnieje kawatkami klasy C* mapowanie y"¢ :

[0,T] — [0, T] takie, ze na [0, T] mamy dla wszystkich A € [0,1):

PCoyMC _y=0(8,) (312)
lubdla A = 1:
PC o yMC _y = 0(54). (313)

Nalezy zauwazy¢, ze l//ﬁ"’c moze nie by¢ reparametryzacja (dodatkowa analiza jest

potrzebna).
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Dowod. Podstawienie w réwnaniu (311) dwéch réwnan na pochodne V3’1}4C(f,-) = 2c3,; 1
~YMCH

A (f) = 2¢3 -1 +6c4 i1 (f; — fi—1) prowadzi do uktadu réwnafi:

Vi 1A+ 2(Afi 4+ Af) Vi + Vi1 Al = by,

(314)
gdzie
~qi —4qi-1 A~ qi+1 —4i
bi =3 Ati—F——+Atji_1—— | .
( Aty + Al Af; )
Analogiczne wzory jak w (310) oraz (56) zachodza takze dla funkcji l[/é”ic(t):
Wéw,ic(ti) = ll/%c(fiﬂ) =Tfiy1,
V() = Vi, W (fi) = Vigt, (315)
oraz uwzgledniajac te same wspotczynniki co w (52) mamy analogiczny uktad rownan:
Vi 1AL+ 2(Atiy + AtV + Vip 1Aty = b, (316)
gdzie b; =3 (Ati t’A_tt’:ll + At —mAlti_f") )
W postaci macierzowej uktady (314) 1 (316) wygladaja nastepujaco:
Afy Z(Afo—l—Afl) Af() 0 0 o 0 Vo by
0 Ab Z(Afl +Af2) Afy 0 0 Vi by
0 0 Af3 2(Af2+Af3) Aty oo 0 = b3
: mel
i 0 0 0 e Afyy—1 2(Afy—2+ A1) Afm_z_ i Vin ] _bm_z_
317)
Aty 2(t2 — l‘()) AV 0 0 R 0 Vo by
0 At 2(l3—t1) Aty 0 0 \'21 by
0 0 Aty 2ty —1) An 0 = | b3 (318)
: Vin—1
|0 0 0 v Aty 2(ty — t—2) Atyo| | Vm | | Din—2 |

Uwzgledniajac to, ze macierz jest trojprzekatniowa i diagonalnie dominujaca (patrz [24]),
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uktad ma doktadnie jedno rozwiazanie. Oszacowanie na predkosci wewnetrzne (rozszerzone do

wersji wektorowej) Vi, - ,V,,_ na podstawie [24] jest okreslone jako:

I
il < Vi 319
a9 < max{ ol max | L 5, (319)

. 1- .. .o - d -
Tutaj zostanie ono wyprowadzone. Jesli mamy taki indeks j, ze ||V|]| “/ max |V;.ill, wtedy z

j-tego rownania mozna zapisaé z (316) lub (314):

At; At
Al =llb;, =V P v ]—
1290 =1 =1 Vi g
I l‘ 1 £ ]7?‘
i gty )
=IO N T A T A A Atj_| + A /
(320)
Odejmujac stronami v; wystarczy oszacowac prawa strong nieréwnosci dla 71 y
*y *y
T T
X X fj—1j-1 L+l L
GG, G Ma M Ty
AF; —1+Afj—1¥ vy, || <3 Jj-1 J
s <3)—5, = iy
Iril= Afj_1+Afj

W powyzszych wzorach nalezy oszacowaC wyrazenia 0znaczone *y i *y, a Wigc

gje1-4; _Yti)-Yt) _ v()-v(L) :(rj+1—rj>w<r,->+My<rj>+o<<n+l 1))
A -1 |ly(tje) - v(5)[1* (tjr1 =) 1+ O0((tj41-1))%)]
ZHﬁﬁl—ﬁV2NMKU%+l¢%llY@)+0«%H-%)HU+0«%H—UVHH
= (tj+1-1)" A+ 0((tj1 - 1)) + O((tj41 - 1)) = 0(8' )+ 0(874).
(321)
Tak wiec:

B =t =) I 1Y () + 252" (85) + Ot —15))I*

Lit1—1j tiy1—tj
0 0
A /—’A N 2 A
_<r,~+1—rj>z¢[<¢<rj>> T ) @)+ [’“ 5 i) w0l -
N lj+1—=1j
= (101 = 1" (140501 = 1)) T 2 (1011 (140((11-1)%)) = 0(8* )
(322)
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o(1) o(1)
x —
AL;

] <3 -
Vil = Afi_1 + Af;

0(8' ) Vil <3 a0

Pochodne na koricach przedziatu dla § i y to: voy = 7§ (fo) = o(8'"*)i Vg = T _3(fm) =
0(8'*) oraz Vo, = v (to) = 0(8* )i Viny = Wk _3(tm) = o(8*~1).
Biorac pod uwage, ze w wierszu pierwszym i ostatnim macierzy do oszacowania sg

uwzglednione pochodne na koficach przedziatu to mozemy zapisaé:

O(8' ), [Vmsl} = 0(8" ),

B
A A
[V, | <max{{[vo, ||, O(8* "), [V, I} = O(8* 7).

Oszacowanie f;(7) "yMC e 1;/3l — y(¢t) wymaga takze oszacowania pochodnych na

podstawie Lematu Hadamarda (patrz Lem. 2.5) dla drugiej pochodnej ztozenia funkcji'®

(.0 w3,) P (1) = 1 (W,)* + H. W3, (323)

gdzie ze wzoréw Newtona na pochodne jest:

Bil) = 03! )+ 0(8 )03} o' o — 0@

(D) = 0(8' )+ 0(8' ) 0(8%) = 0(5' )
¥3i(t) = 0(8* 1) + 0(8*72)0(8) + 0(8* 3)0(8%) = 0(8* ), 25)
§.(t) = 0(8* %)+ 0(8*)0(8) = 0(8*?),

Wracajac do (323):
fit) = (=) (t—ti1)[(Bi0w3,) P (t) — ¥(1)]
= 0(8%)-0((1,0y3,) P (1) — (1)) = O(8) [ (¥31)* + F W3, — ¥(1)]
= 0(8H[0(8'""M0(6%2)+0(8'"MH0(6* 2+ 0(1)] = 0(8). (326)

Dowdd jest zakonczony. []

16d]a czytelnosci pomijamy w indeksie gérnym oznaczenie MC
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Dowdd dla przypadku A = 1 i kubicznego splajna zupetnego zostat opisany w [27].

5.1.3 Oszacowanie trajektorii zmodyfikowanym kubicznym splajnem zupelnym - testy

numeryczne

W tej sekcji zostata przeprowadzona weryfikacja numeryczna asymptotyki a.(A) (i jej ostrosci)
okreslonych w Tw. 5.1.

Wszystkie testy w tym rozdziale zostaly obliczone w programie Mathematica 8.0!7 (patrz
takze [21]). Probkowania, ktére zostalty wykorzystane w eksperymentach to (23) 1 (24), a
krzywe to spirala ¥ 1 krzywa kubiczna 'y, z [E? oraz helikoida v, w 3. Dla poréwnania rzedéw
zbieznosci w Tabelach zostaty umieszczone wyniki o (A) dla zmodyfikowanego interpolanta
Hermita fg” opisanego w Rozdziale 4 (patrz [5] i [6]) (tutaj ay(1) =4 1 ay(A) =1 dla
A €10,1)).

Przyklad 22. Rozwazmy spiralg ¥, dang wzorem (9).

a) b)

Rys. 53. Spirala ¥, z (9) dla: a) (23) b) (24) dopasowana przez $4/€ (m =151 A =0).

Krzywa regresji liniowej i jej wspotczynnik &(A) ~ a(A) dla interpolacji € (dla réznych
A €0, 1]) sa obliczone dla my;, = 60 < m < my,q, = 120. Wyniki numeryczne zawarte w Tab.
27 potwierdzaja ostros¢ z (312) i (313) dla A € {0;0,1;0,3;0,5;0,7} i szybciej (choé¢ wciaz
zgodnie z Tw. 5.1) a(A4) dla A ~ 1. Dla por6wnania, Tab. 27 zawiera tez wyniki dla oszacowania
wspotczynnika regresji w przypadku zmodyfikowanej interpolacji Hermite féf bazujacej na tych

samych danych zredukowanych Q,, 1 parametryzacji wykladniczej.

Kolejny przyktad opisuje oszacowanie rzedu zbieznoSci trajektorii dla helikoidy

trzywymiarowej ;.

17 Obliczenia zostaty wsparte w czesci przez zasoby ACK Cyfronet AGH.
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Tab. 27: Wspétczynnik a(A) ~ a(A) w (312) i (313) dla ¥;, ze wzoru (3) i dla réznych

A el0,1].
| A 00 01 03 05 07 09 10 |
a(2) dla (23) 1,007 1,009 1,013 1,022 1,041 1,146 4254
(1) dla (24) 1,012 1,013 1,016 1,025 1,051 1,209 3,991
o(A) wTw. 5.1 0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 40
ay(A)dla(23) 1,007 1,008 1,013 1,021 1,037 1,128 3919
o7 (A)dla(24) 1,001 1,002 1,011 1,048 1,049 4,830 4,058

Tab. 28: Wspoétczynnik regresji &(A) ~ a(A) ze wzoréw (312) i (313) dla y, z (5) i réznych

A e0,1].
| A 00 01 03 05 07 09 10 |
a(A) dla (23) 1,000 1,000 1,000 1,001 1,001 1,007 3,995
(1) dla (24) 1,000 1,000 1,000 1,001 1,002 1,013 3,999
o(A) wTw. 5.1 0 1,0 1,0 10 1,0 1,0 40
ay(A)dla(23) 1,000 1,000 1,000 1,000 1,001 1,005 3,983
07(A)dla(24) 1,000 1,000 1,000 1,003 1,004 1,032 3,988

Przyklad 23. Niech v, : [0,1] — E? bedzie okreslona jak w (5). Rysunek przedstawia jakos¢
dopasowania krzywej zmodyfikowanym kubicznym splajnem zupetnym P#€ dla A = 0,3.

Obliczone numerycznie wspétczynniki & (A) (patrz Tab. 28) potwierdzaja oszacowania z

Rys. 54. Helikoida 7y, ze wzoru (5) dla: a) (23) b) (24) dopasowana 91€ (m =151 1 =0,3).

(312) i (313). Ponownie, dla poréwnania, w Tab. 28 przedstawiono warto$¢ wspétczynnika
regresji w zmodyfikowanej interpolacji Hermite ?37 dla tych samych danych zredukowanych

O 1 parametryzacji wyktadniczej.
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W kolejnym przyktadzie zostata przetestowana krzywa kubiczna ¥,.

Przyklad 24. Niech 7. : [0, 1] — E? bedzie zdefiniowana zgodnie z (10):

e;) - | b) ”

Rys. 55. Krzywa kubicznay, z (4) z prébkowaniem: a) (23) b) (24) dopasowana przez $1€ (m =15 i
A=1).

Tab. 29 przedstawia numeryczne wyniki oszacowania wspétczynnika & (A) ~ a(A) dla
A €[0,1] i prébkowan (23) i (24). Wyniki podkreslaja ostros¢ asymptotyki z (312) i (313).
Takze tutaj zostaly dla poréwnania zawarte wyniki dla oszacowania Yy przez zmodyfikowany

interpolant Hermite’a fé’ z tymi samymi danymi zredukowanymi i parametryzacja wyktadnicza.

Tab. 29: Obliczony wspétczynnik &(A)~a(A)z (312)i (313) dlay. z (4) ir6znych A € [0, 1].

| A 0,0 0,1 0,3 0,5 0,7 09 10 |

a(A) dla (23) 1,0001 1,0001 1,0001 1,0002 1,0003 1,0011 4,161
a(A) dla (24) 1,0001 1,0001 1,0002 1,0002 1,0003 1,0017 4,119
o(A) wTw. 5.1 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 40
ag(A)dla(23) 1,000 1,000 1,0001 1,0002 1,0003 1,0010 4,287
n(A)dla (24)  0,9999 1,0000 1,0001 1,0002 0,9998 09991 4,304

Takze w tym przyktadzie ujawnia si¢ ostro§¢ w (312) i (313) wynikajaca z lewostronnej

nieciqgtosci o.(A) dla A = 1, co jest potwierdzeniem zatozen Tw. 5.1.

5.1.4 Koniecznos¢ zalozenia mniej lub bardziej réwnomiernosci probkowania oraz

regularnosci krzywej - testy numeryczne

W tym podrozdziale w eksperymentach wykazaliSmy, ze podobnie jak w przypadku interpolacji
nieparametrycznej przedziatowej Lagrange’a i Hermita, takze tu warunek mniej lub bardzie;j
rOwnomierno$ci narzucony na probkowanie znaczaco wplywa na zbiezno$¢ lub nawet na jej
brak. Takze eksperymenty przeprowadzone w klasie krzywych nieregularnych pokazuja zmiany
we oszacowaniu wspélczynnika zbieznosci w poréwnaniu do tych przywotywanych w Tw. 5.1.

Przytoczmy nastgpujace przyktady:
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Przyklad 25. Probkowanie nie spetniajqce warunku mniej lub bardziej rownomiernosci i jego

wpltyw na oszacowanie zbieznosci

Tab. 30: Wspétczynnik regresji @(A) ~ a(A) z Tw. 5.1 dla krzywej Steinmetza z (14) i A €
[0, 1].

A 0,0 0,1 0,3 05 07 09 1,0 ‘

| a(A)dla(29) 2,15 —0,93 3,94 091 049 0,62 3,94 |
L a(d) wTw51 1,0 10 10 10 1,0 1,0 40 |
*patrz Rys. 56.

a) b)

Rys. 56. Rozbieznos¢ dla prébkowania (29) nie spelniajacego warunku mniej lub bardziej
réwnomierno$ci dla krzywej Steinmetza i parametru a) A = 0,1, b) A =0, 3.

Kolejny przyktad weryfikuje w oparciu o testy numeryczne wptyw braku regularnosci

krzywej interpolowanej na rzad zbieznosci € do 7.

Przyklad 26. Asymptotyka dla przyblizania krzywej nieregularnej Yur, i Ye.qa przez P
probkowania (24), (167) i (168).

Wyniki numeryczne dla krzywych nieregularnych ¥4 1 ¥, wykreslonych na jednym przedziale
(to,13)= { 3m,O, 35m, 3m} dla probkowania (24) oraz |fg,t,] dla probkowan (167) oraz (168)

zostaty zaprezentowane w Tab. 31 oraz Tab. 32

Tab. 31: Wspétczynnik a(A) dla nieregularnej ¥, probkowanej jak w (24), (167) i (168) dla
m € {60,...,120}.

A 00 01 03 05 07 09 10|
(M) dla 7,4 (eden seg) dla (24) 1,99 1,99 1,99 199 201 2,02 3,03
(M) dla y,4 dla (167) -9.45 -9.71 -9.91 -10,34 -10,70 -11,19 -0,92
o (A) dla 7,4 dla (168) -6,59 -6,37 -517 -3,62 -2,16 -0,98 0,94
o(A) zTw. 5.1 10 1,0 10 10 10 10 40
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Tab. 32: Wspétczynnik ¢¢(A) dla nieregularnej ¥,,, probkowanej jak w (24), (167) i (168) dla
me {60,...,120}.

A 00 01 03 05 07 09 10|
(1) dla ¥, dla (24) (jeden seg)* 3,00 3,00 3,00 2,99 300 299 4,08
o (2) dla y,y, dla (167) -10,45 -10,54 -10,42 -10,41 -1049 -10,65 0,80*
o (A) dla y,, dla (168) -6,74 6,63 -503 -349 -2,09 -093 1,35*
o(A)zTw. 5.1 10 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 40

*Zostalo zauwazone, ze zbiezno$¢ zostaje zachowana dla probkowania (168) przy
interpolacji dla obu krzywych nieregularnych, gdy parametr A = 1 oraz dla (167) w
przypadku krzywej (18) (patrz Rys. 57). W pozostatych przypadkach tych prébkowan
zachodzi rozbiezno$¢. W przypadku probkowania z naturalnym punktem osobliwym wewnatrz
przedziatu [ty, 1] zbieznos¢ zostaje zachowana, z wigkszym stopniem dla A € [0, 1) i obnizonym

do3dlai =1.

1m dla lambda-6.9 wynosi 2.18784 - 6.984963 xx Im dla lambda-1 wynosi -4.12172 + 6.944356 xx

a) b)

Im dla lambda=8.9 wynosi 6.80014 - 8.93@877 xx
Im dla lambda=1 wynosi 3.54316 + 1.34655 xx

c) d)
Rys. 57. Krzywa regresji dla przypadku prébkowania (168), krzywej ¥4 z (15)ia) A =0,9,b) A =1,

oraz prébkowania (168), krzywej 1, z (18)ic) A =0,9,d) A = 1.
5.1.5 Testy numeryczne szacowania wspélczynnika zbieznosci d(9/€) do d(y)

Hipoteza postawiona w tym podrozdziale zostala zweryfikowana eksperymentalnie w kolejnych

przykladach dotyczacych asymptotyki dtugosci interpolanta:

Hipoteza 5.1. Zaléimy, ze y jest regularng krzywaq klasy C*([0,T]) okreslong w E" i

probkowang mniej lub bardziej rownomiernie. Zatézmy takze, Ze %WC :10,7] — E" definiuje
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nam zmodyfikowanego splajna zupetnego opisywanego przez dane Q,, i parametryzacje

wyktadniczq. Wtedy zachodzi nastgpujqce oszacowanie:

d(R') —d(y) = 0(8y), dla A € [0,1)

(327)
d(B€)—d(y) = 0(8,), dla =1
Btad E,,;, migdzy dtugosciami krzywych y i %”C o y/é"lc WYynosi:
Ep = d(13' o y3") —d(y)]. (328)

Wspétczynnik zbieznoSci « otrzymany z prostej regresji liniowej wyznaczonej dla pary

punktéw {(log(m), —log(E)) } > (zobacz [1]):

[}
160
10 = 1,22021% - 331771 a /5./

150 [

nn
140 n-B

n "

130 ./i,/ "
120 g

110 - i’.i

3.50 3.60 3,70 380 3.90 400 410

Mmax =55
Min=35

Rys. 58. Regresja liniowa (a(A) = 1,229) wyznaczona na parach punktéw: {(log(m),log(E,,))}
dla 7;, probkowanej (24) i A = 0,9.

Interpolacja nieparametryczna dla réznych A. Krzywa modelowana ¥s.(f) = (cos(m(1 —

1)),sin(w(1 —1))), t € [0,1] oraz jej dlugos¢ w zaleznosci od doboru wspétczynnika A.

Przyklad 27. Interpolacja dtugosci zmodyfikowanym kubicznym splajnem zupetnym ?é”c dla
Ysp-
Rozwazmy spirale ptaska ¥;, dang wzorem (9). Asymptotyke dla przyblizenia dtugosci ),

przez interpolanta fé"’ C prezentuja nastepujace wyniki numeryczne:

Przyklad 28. Interpolacja dtugosci zmodyfikowanym kubicznym splajnem zupetnym fé"’c dla

Yh-
Rozwazono helikoid¢ trzywymiarowa 7y, dana wzorem (5). Rys. 61 prezentuje ta krzywa

dopasowang interpolantem %WC dla A = 0,3 i dwéch rodzajéw probkowar.
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c)

Rys. 59. Pétokrag 7, o dlugosci: d(y) = 3,142 zobrazowany przy pomocy P/€ z a) A =0,
d(PM€) = 3,578, b) L =0,3, d($M€) = 3,193 ¢c) A =1, d($¥€) = 3,117 dla m=4 i Q,, =
{¥%c(0), %5c(0, 1), %¢(0,5), %c(0,9), %e (1) }-

Tab. 33: Obliczony wspétczynnik & (A) ~ a(A) z Hip. 5.1 dla ¥, z (9) oraz m €{55,...,100}
iA€[0,1].

) o o1 03 05 07 09 10
a(A)dla(23) 1,014 1,014 10136 1,017 1029 1,091 4225
a(A)dla(24) 1,068 1,064 1,058 1,054 1,055 1,088 3,941
a(A)zHip.51 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 4,0

Wyniki numeryczne wartosci wspétczynnika & (A) przy oszacowaniu dtugosci krzywej ¥,

prezentuje Tab. 34.

Tab. 34: Wspétczynnik @ (A) ~ a(A) zHip. 5.1 dla 9, danej wzorem (5) oraz m € {35,...,55},
A el0,1].

| A 00 01 03 05 07 09 1,0 |

a(A)dla (23)* 1,075 1492 2,090 2168 2,199 2210 3,986

a(A)dla(24) 1472 1472 1,083 1,976 1973 1977 3,912+
o(A) wHip.5.1 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 4,0
*dlamod 25 do55 * dlam=15do 55 *** dla m=85 do 100
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a) b)

ffx) = 1,12247% + 017172 o+

370 5 o a
350 360 370 380 390 400 410

c)

Rys. 60. Spirala 7;, dana wzorem (3) prébkowana przez: a) (23), b) (24) i dopasowany interpolant 7€
(m =151 A = 0), c) regresja liniowa ze wspétczynnikiem a(A) = 1,122 dla (24) (A =01
me {35,...,55}).

a) b)
Rys. 61. Helikoida ¥, ze wzoru (5) probkowana: a) (23), b) (24) i dopasowana przez P1€ (m =15 i
A =0,3).

Przyklad 29. Interpolacja dtugosci krzywej 7y, kubicznym zmodyfikowanym splajnem zupetnym
%WC
Niech krzywa kubiczna 7, bedzie okreslona wzorem (4) oraz dopasowana interpolantem

%”C z parametrem A = 1 (patrz Rys. 62).

Tab. 35 pokazuje obliczone numerycznie oszacowanie @(A) ~ o(A) dla dtugosci 7.

interpolowanej przez dtugo$é $4C dla réznych A € [0, 1] i prébkowari (23) and (24).
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é) M M | “ | b)r

Rys. 62. Krzywa kubiczna ¥, z (4) probkowana przez: a) (23), b) (24) dopasowana interpolantem $47¢
m=15iA = 1).

Tab. 35: Wspétczynnik &(A) ~ a(A) z Tw. 5.1 dla 7y, danej wzorem (4) orazm € {35,...,55},
A €[0,1].

| A 00 01 03 05 07 09 10

a(A) dla (23) 1,177 1416 1,640 1803 1929 1948 3,969*
a(A) dla (24) 1,156 1,152 1,169 1,153 1012 1411 5,126
o(A) w Hip. 5.1 L0 1,0 1,0 1,0 1,0 10 40

* dla m od 70 do 90

Przyklad 30. Interpolacja dtugosci zmodyfikowanym kubicznym splajnem zupetnym %"[C dla
Yeh-
Niech krzywa 7, bedzie zdefiniowana jak w (13). Rys. 63 pokazuje dopasowanie

interpolanta %‘/’C z parametrem A = 1 dla krzywej ¥, dla dwéch prébkowari.

Rys. 63. Helikoida stozkowa ¥, dana wzorem (13) dla: a) (23), b) (24) dopasowana przez € (m = 15
iA=1).

Wyniki numeryczne dla asymptotyki przyblizania ¥y, przez %WC zestawiono w Tab. 36:
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Tab. 36: Obliczony &(A) ~ a(A) z Hipotezy 5.1 dla v, z (13) im € {35,...,55}, A € [0,1].

| A 00 01 03 05 07 09 10 |

o(A)dla(23)* 2,420 2,242 1,713 2,029 2,121 2,164 4,302

o(A) dla (24) 1,488 1,493 1,155 1,957 1,967 1973 4,091
o(A) wHip. 5.1 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 4,0
* dlam od 25 do 55

5.1.6 Podsumowanie

W rozdziale tym:

* sformutowano i udowodniono twierdzenie o rzgdzie zbieznoSci trajektorii interpolanta -

zmodyfikowanego kubicznego splajna zupelnego M€ i krzywej interpolowanej 7,

* przeprowadzono eksperymenty na krzywych dwu- i trzywymiarowych. Potwierdzity one

zalozenia zawarte w Tw. 5.1 oraz pokazaty tez ostro$¢ oszacowania trajektorii krzywej,

« postawiono hipoteze o rzedzie zbieznosci dlugosci interpolanta $€ do dtugosci krzywej

interpolowanej,

» potwierdzono zalozenia z Hipotezy 5.1 w eksperymentach przeprowadzonych dla

wybranych krzywych i prébkowan,

» przeprowadzono eksperymenty potwierdzajace odstgpstwa od zbieznoSci w oszacowaniu
trajektorii w klasie krzywych nieregularnych oraz w przypadku braku spetnienia

zalozenia o mniej lub bardziej rownomiernosci.
Dalsze prace, ktére mozna podjaé, aby uzupetni¢ zagadnienia zawarte w tym rozdziale:

* analityczny dowdd dla Hipotezy 5.1,

C

* opracowanie warunkéw wystarczajacych dla prébkowan, tak by wMC byla

reparametryzacja,

* zbadanie analityczne jak brak mniej lub bardziej rOwnomiernoSci wptywa na asymptotyke

trajektorii,

* zbadanie asymptotyki oszacowania krzywizny przy interpolacji %"’C.
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5.2 Szacowanie Yy przy uzyciu interpolacji przedzialowo-kubicznej
splajna naturalnego fé\' 5

Interpolacja nieparametryczna splajnem naturalnym jest kolejnym krokiem w kierunku
wygtadzenia punktéw potaczeri kolejnych funkcji na podprzedziatach [f;,¢;41]. Zostato
pokazane w przypadku standardowej interpolacji, ze splajny bardzo dobrze przyblizaja
punkty interpolacyjne. W tym rozdziale zbadane zostalo jak twierdzenia przy interpolacji
parametrycznej przektadaja si¢ na przypadek danych zredukowanych ze wsparciem
parametryzacji wyktadniczej (zalezno$¢ od parametru A € [0,1]) dla oszacowania trajektorii
w dowolnej przestrzeni Euklidesowej. Krzywe i probkowania spetniaja zatozenia takie same

jak w poprzednich rozdziatach.

5.2.1 Konstrukcja splajna naturalnego

Konstrukcja splajna naturalnego %V 5 opartego o parametryzacje (30) zostata opisana takze w
[11] w zastosowaniu do szacowania trajektorii. Splajn naturalny %\]S :[0,T] — E" (zobacz
[24]) jest okreSlony na kazdym podprzedziale 7 € [f;,7;11] zgodnie ze wzorem (51) ze

wspolczynnikami podanymi we wzorze (52). OczywiScie, jak przy poprzednich interpolantach

wprowadzamy oznaczenie }7‘3’,\' lS i) = Y57» co pozwala nam na wprowadzenie funkeji y nie
) )

bedacej reparametryzacja. Splajn naturalny spetnia nastgpujace warunki:

%Yf(ﬁ) = 4 %\f;g(fl-i—l) =dqi+1,

BE) = Vi, B (fie) = Vi (329)

Brakujace dane o Vg i V,, sa zastapione przez dodatkowy warunek odgdrnie narzucony na

przySpieszenia: do = 7> (0) i G = 5" (f):
7S(0) = (6 = 0

Wewngtrzne predkosci {V},Vs,...,V,—1} moga by¢ obliczone jak w [24] tj. przez wymuszenie

dla §J'S € C*:

—

B (E) =B (5) B (fo) = ey () =0, (330)
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Konstrukcja W' : [t;,2:41] — [fi,7i1] jest analogiczna.

5.2.2 Oszacowanie rzedu zbieznoSci trajektorii krzywej interpolowanej przedzialowo

kubicznym splajnem naturalnym - hipoteza i eksperymenty numeryczne

W tym podrozdziale zbadano numerycznie 1 opisano asymptotyke dla splajna naturalnego )Aév §
zbudowanego na danych Q,, (prébkowanego jak w poprzednich rozdziatach mniej lub bardziej
réwnomiernie (patrz Def. 2.14) z wykorzystaniem parametryzacji wyktadniczej (30).

Kolejnym wynikiem tej pracy zweryfikowanym eksperymentalnie jest nastgpujaca hipoteza:

Hipoteza 5.2. Niech y bedzie krzywq regularng klasy C*([0,T)) na przestrzeni E" prébkowang
mniej lub bardziej rownomiernie z Def. 2.14. Zatozmy takze, Ze }73’\’ 5:10,T] — E" okresla splajna
naturalnego zbudowanego na Qy, i z wykorzystaniem parametryzacji wyktadniczej (30). Istnieje

tez mapowanie kawatkami klasy C* - NS : [0,T] — [0,T] takie, 7e na [0,T] jest:

(BZow)(t) —1(t) = 0(8y),  dla A €[0,1)

wb  (ASow)(t)—y(t)=0(82), dla A=1.

(331)

Sformutowanie twierdzenia oraz jego dowdd stanowi rozszerzenie tej pracy doktorskie;.
Wyniki numerycznych testow potwierdzaja ostros¢ rzgdu zbieznosci a(A) = 1, dla wszystkich
A € [0,1). Dodatkowo dla A =1 jest ostry rzad zbieznosci a(1) = 2. Przypadek a (1) =2
(uzyskany dla danych zredukowanych) jest analogiczny do asymptotyki jaka uzyskano dla
splajna naturalnego w przypadku danych niezredukowanych (zobacz np. [24]).

Ponownie, dla A = 1 warunek z Def. 2.14 moze by¢ zastapiony przez mniej restrykcyjny,
mianowicie (19). Zostato zauwazone, ze jesli dwa podprzedziaty [to,#1] i [t;—1,t,] sa Wwylaczone
z eksperymentéw to dla przypadku A = 1 rzad zbieznosci rosnie z 2 do 4 dla niektérych typéw
krzywych i prébkowan (np. w [45]) Aby zweryfikowaé asymptotyke z (331) (numerycznie lub
teoretycznie) potrzebna jest funkcja - reparametryzacja y taka, ze Y3 : [0,7] — [0,7] bedaca
takze splajnem naturalnym. Funkcja spelnia w wezlach interpolacyjnych nastgpujace warunki
wiS(t) = (dla i =0,1,...,m) i ¥)5(0) = y{'S(T) = 0, gdzie {f*}", sa zdefiniowane
zgodnie z (30).

W tym rozdziale poddane zostana numerycznej weryfikacji wyniki dla o(A) i ich ostrosé

szacowana w Hip. 5.2. Testy zostaly przeprowadzone przy wsparciu programu Mathematica 8.0
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oraz zasobow obliczeniowych ACK Cyfronet AGH. Podobnie jak w poprzednich rozdziatach
wykorzystano dwa rodzaje prébkowan (23) i (24). Dla danego m, btad E,,, migdzy v i splajnem
naturalnym ffsN 5o yfé\' 5 jest okreslony zgodnie ze wzorem (60). Wspétczynnik liniowej regresji
a(A) ~ o(A) (dla A € [0,1]) jest oszacowany dla my,;, = 80 < m < my,,e = 141. Ponizsze
przyklady pozwalaja zweryfikowa¢ numerycznie rzad zbieznoSci trajektorii interpolanta i

krzywej.

Przyklad 31. Rozwazmy krzywa regularng spirale ¥, z (3). Wyniki numeryczne zawarte
w Tab. 37 potwierdzaja ostros¢ (331) dla A € {0,0;0,1;0,3;0,5;0,7;0,9;1,0} i pokazuja

granicznie szybsze warto$ci wspétczynnika (chociaz weiaz zgodnie z Hip. 5.2) a(A) dla A ~ 1.

Tab. 37: Wspétczynnik &(A) ~ a(A) w 331 dla ¥;, danej wzorem (3) i réznych A € [0, 1].

2 00 01 03 05 07 09 1,0
a(A) dla (23) 1,0016 1,0028 1,0062 1,0134 1,0514 1,8238 2,0283
a(A) dla (24) 1,0047 1,0059 1,0098 1,0176 1,0433 1,5144 2,0251/5,3221%
a())wHip.52 1,0 1,0 1,0 10 1,0 10 2,0

* bez pierwszego i ostatniego podprzedziatu [0,#] 1 [t,—1, 1].

Kolejny przyktad bada helikoide z trajektoria w [E>:

Przyklad 32. Niech v, : [0,1] — E3 bedzie zdefiniowana jak w (11). Wszystkie wspdtczynniki

0(A) (patrz Tab. 38) obliczone numerycznie sq ostro zgodne z tymi wyszczegdlnionymi w (331).

Tab. 38: Wspétczynnik &(A) ~ a(A) z Hip. 5.2 dla 7y, z (5) i r6znych A € [0, 1].

2 00 0,1 0.3 0,5 07 09 1,0
a(A) dla (23) 1,0000 1,0001 1,0003 1,0009 1,0047 1,1721 2,0006
a(A) dla (24) 1,0000 1,0001 1,0003 1,0007 1,0028 1,0705 2,0223
o(A) w Hip. 5.2 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 10 20

W ostatnim przyktadzie testowana jest krzywa kubiczna ;.
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Przyklad 33. Niech ¥, bedzie okreSlona zgodnie ze wzorem (10). Tab. 39 zawiera obliczone
numerycznie oszacowania &(A) ~ o(A) dla réznych A € [0, 1] i prébkowan (23) i (24).

Ponownie, numeryczne wyniki potwierdzaja ostro$¢ asymptotyki okreslonej w (331).

Tab. 39: Wspétczynnik &(A) ~ (1) z Hipotezy 5.2 dla ¥, z (10) i réznych A € [0, 1].

A 0,0 0,1 0,3 0,5 0,7 0,9 1,0
o(A) dla (23) 1,0001 1,0001 1,0001 1,0002 1,0002 1,0009 22,0003
o(A) dla (24) 1,0006 11,0005 1,0004 1,0003 1,0001 1,0006 2,0003
o(A) w Hip. 5.2 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 2,0

Trzy przyktady powyzsze pokazuja ostrosé (331) i potwierdzaja lewostronng nieciqgtosé¢

o(A) w punkcie A = 1, co zostato przewidziane w Hipotezie 5.2.
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5.3 Szacowanie dlugosci krzywych przy uzyciu interpolacji
przedzialowo-kubicznym splajnem naturalnym

W rozdziale poruszony zostal problem szacowania dtugosci krzywych regularnych y z pomoca
splajna naturalnego $5. Rzad zbieznosci (1) przy szacowaniu dtugosci ¥ z pomoca splajna
naturalnego zostat okreslony dla krzywych prébkowanych mniej lub bardziej réwnomiernie.
Eksperymenty numeryczne potwierdzity nastgpujace dane: o (A) = 2 dla wszystkich A € [0,1)
i a(1) = 3. Na poczatku zaprezentowany zostat przyktad, ktéry pokazuje jak warto$ci parametru

A wplywaja na dlugo$é oszacowanej z pomoca interpolanta V5 krzywej spiralnej Ysp-

Przyklad 34. Interpolacja danych zredukowanych dla réznych A z pomocaq splajna naturalnego

Krzywq modelowang jest spirala z (3 )

a) b) c)
Rys. 64. Spirala ;, o dlugosci: d(y) = 2,45195 przyblizona przez $4° z a) A =0, d(§*°) =

2,4581, b) A =0,3, d({"S) = 2,3669 ¢) A =1, d(§"5) = 2,4242 dla m=4 i Q, =
{%p(o)v%p(oa1)7%p(076)7%‘17(079)7%'p(1)}'

Gtownym wynikiem pracy opisanym w tym rozdziale jest nastepujqca hipoteza:

Hipoteza 5.3. Niech y bedzie krzywa regularng C*([0,T)]) okreslong w E" prébkowang
mniej lub bardziej rownomiernie. Zatozmy, Ze %VS - 10, T] — E" definiuje splajna naturalnego

opisanego na Qy, i parametryzacji wyktadniczej (30). Wtedy zachodzi:

AP —d(y)=0(82), dla Ac[0,1) i d(fA5)—d(y)=0(8}), dla A=1.
(332)

Asymptotyka w przypadku oszacowania dtugosci w poréwnaniu z oszacowaniem trajektorii

jest ostro wolniejsza z zachowaniem lewostronnej nieciagtosci dla a(A) w A = 1 (patrz [24]).
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5.3.1 Testy numeryczne szacowania wspétczynnika zbieznosci d(7V5) do d(7)

Numeryczna asymptotyka z (332) (i jej ostros¢) okreslona w Hip. 5.3 zostata potwierdzona
na przyktadach. Wszystkie testy tak jak poprzednio zostaly przygotowane w programie
Mathematica 10.0 lub 12'8 na prébkowaniach (23) i (24) oraz zgodnie ze wzorem (59)
dla okreslonego m i faktem, ze: d(§'S) = ¥ f?“ ||}7§Vls’ (7)||df. W zaprezentowanych tu
przyktadach zostaly przeprowadzone testy na krzywych spirali ¥, z (9) 1 krzywej kubicznej v,
z (4) w E? oraz helikoidy 7y, z (11) i helikoidy stozkowej Y., z (13) w E>. Testy przeprowadzono

dla m z zakresu: my;, = 30 < m < mypqe = 70 i réznych A € [0, 1].

Przyktad 35. W pierwszym przykladzie jest wykorzystana ¥, z (9). Wyniki w Tab. 40 dla

prébkowania (23) i (24) osiagaja asymptotyke z Hip. 5.3.

Tab. 40: Wspétczynnik & (A1) ~ a(A) z Hipotezy 5.3 dla 7, i roznych 4 € [0, 1].

) 0,0 0,1 03 05 07 09 10
a(A) dla (23) 2179 2,197 2222 2249 2295 2459 3,057
o (7) dla (24) 1,956* 1,948** 1,989* 1989 1969 1,999 3,164
a(A) z Hip. 5.3 2,0 2,0 20 20 20 20 30

*

dla my;, = 160 do Mgy = 180,  ** dla my, = 90 do miype,e = 110.

Przyklad 36. Niech krzywa kubiczna 7y, bedzie zdefiniowana jako (4). Tab. 41 prezentuje
numerycznie obliczone oszacowanie @ (A) ~ a(A) dla A € [0, 1]. Testy potwierdzaja ostro$¢

z (332) dla A € {0;0,1;0,3;0,5;0,7;0,9; 1}

Tab. 41: Wspétczynnik &(A) ~ a(A) z (332) dla ¥, i ré6znych A € [0, 1].

2 0,0 0,1 0.3 05 07 09 1,0
a(A) dla (23) 2,027 2,072 2110 2,135 2,165 2259 3,132
a(A) dla (24) 1,920 1,968* 1,819** 1,984 1,969 1,979 3,072*
o(A) z Hip. 5.3 2,0 2,0 2,0 20 20 20 30

*

dla my,;, = 80 1 Mgy = 110 ** dla myi, = 100 1 1,0, = 120.

Przyklad 37. Niech helikoida 7y, : [0,1] — E3 bedzie zdefiniowana zgodnie z (11).
Wsp6tczynniki & (A) (patrz Tab. 42) obliczone numerycznie sa zgodne z rzgdem zbieznoSci

dla (23) i (24) okreslonym w (332).

8Badania zostaly wsparte przez zasoby obliczeniowe ACK Cyfronet AGH.
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Tab. 42: Wspétczynnik (1) ~ o(A) z (332) dla 7y, i réznych A € [0, 1].

A 0,0 0,1 0,3 0,5 0,7 0,9 1,0
o(A) dla (23) 2,203 2,216 2,236 2,263 2,311 2,480 3,007
a(A) dla (24) 1,934* 1,949* 1,961 1,994 1978 2,004 3,010
o(A) zHip. 5.3 2,0 2,0 2,0 2,0 2,0 2,0 3,0
*dla myy = 70 1 mya,e = 90,**dla myyi, = 110 1 mypee = 150.

Przyklad 38. Niech helikoida stozkowa Y, : [0,1] — E? bedzie zdefiniowana wzorem (13)

Wspdtezynnik a(A) (patrz Tab. 43) obliczony numerycznie zgadza sig 7 tym okreslonym w (332)

Tab. 43: Wspétczynnik @ (1) ~ a(A) z (332) dla ¥, i ré6znych A € [0, 1].

2 0,0 0.1 0.3 05 07 09 10
%(2) dla (23) 2,157 2,178 2203 2229 2275 2433 3016
%(A) dla (24) 1,979* 1,975* 1,988 1990 1975 1996 3,031
(1) z Hip. 5.3 2,0 2,0 2,0 20 20 20 30

*

dla My = 100 i Mgy = 150, **dla Mpin = 120 1 Myar = 180.

5.3.2 Podsumowanie

Podobnie jak w poprzednim rozdziale o zmodyfikowanym splajnie zupetnym zrealizowano tu

nastgpujace punkty:
» sformulowano hipotez¢ o rzedzie zbieznoSci trajektorii krzywej interpolowanej i
interpolanta - kubicznego splajna naturalnego V5,

» przeprowadzono eksperymenty na krzywych dwu- i trzywymiarowych. Potwierdzity one
zatozenia zawarte w Hip. 5.2 oraz pokazaly tez ostro$¢ oszacowania trajektorii krzywej,

* postawiono hipoteze o rzedzie zbieznosci dtugosci interpolanta V5 do dlugosci krzywej
interpolowanej v,

* zweryfikowano numerycznie zalozenia z Hipotezy 5.3 w eksperymentach
przeprowadzonych dla wybranych krzywych i prébkowan.
5.4 Podsumowanie
Dalsze prace, ktére mozna podjac, aby uzupelnié zagadnienia zawarte w tym rozdziale:

* analityczny dowdd dla obu twierdzen dla splajnéw zmodyfikowanego zupetnego oraz

naturalnego,
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* opracowanie warunkéw wystarczajacych dla prébkowan, tak by wMC i w5 byly

reparametryzacjami,

» zbadanie w przykltadach analitycznych jak brak mniej lub bardziej rownomiernosci

wpltywa na asymptotyke trajektorii,

* pokazanie przyktadéw analitycznych potwierdzajacych odstgpstwa od zbieznoSci w

oszacowaniu trajektorii w klasie krzywych nieregularnych,
* zbadanie asymptotyki oszacowania krzywizny przy interpolacji %"’C 1 fé\] 5,

Warto zauwazy¢é, ze konstrukcja splajna klasy C? nie opiera si¢ na lokalnej w zadanym
przedziale znajomoSci predkosci czy przyspieszeni ale wymaga znajomosci globalnych
danych. Jako dane wejSciowe mamy predkoSci (przyspieszenia) w punktach poczatkowym
to 1 kofcowym t, i na ich podstawie i z warunkéw ciaglosci szacujemy predkosci
(przyspieszenia) wewngtrzne. Obliczenia te wymagaja znajomosSci wektora v; z géry na catym
przedziale [0,T] oraz zalezne sa od ilosci punktéw interpolacyjnych, stad przeprowadzenie
eksperymentéw dotyczacych ostrosci, sprawdzenie analitycznie warunku braku mniej lub
bardziej rownomiernosci oraz nieregularnoSci wymusza konieczno$¢ szukania oszacowan od
gbry i od dotu m.in dla predkosci tak, zeby mozna byto takie dowody uog6lnié niezaleznie od
przyjetego m. Podobna sytuacja jest z warunkami istnienia reparametryzacji. Zaprezentowanie
takich warunkéw w sytuacji krzywej rozwazanej globalnie (znane tylko v w punkcie
poczatkowym i koficowym catego przedziatu, a konstrukcja interpolanta wymaga znajomosci
v; w konkretnym przedziale) jest niemozliwe korzystajac z analogicznego postgpowania jak w
przypadku interpolacji Lagrange’a 1 zmodyfikowanej Hermita. Sa to zagadnienia i problemy do

dalszej pracy, stanowiace jej istotne uzupelnienie.
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6 Zastosowania danych zredukowanych w modelowaniu

krzywych w grafice komputerowej i analizie obrazéw USG

Problem interpolacji danych zredukowanych odnajdujemy w rzeczywistych zagadnieniach
z dziedziny grafiki komputerowej (przedstawianie trajektorii ruchu, animacje, modelowanie
krzywych ), wizji komputerowej (segmentacja obrazu, morfizm), medycynie (diagnostyka
guzéw, epilepsji, schizofrenii), fizyce (modelowanie trajektorii w komorze Wilsona),
planowanie trajektorii (robotyka lub planowanie trajektorii dronéw). W tym rozdziale zostang
zaprezentowane dwa mozliwe zastosowania omawianej tematyki do segmentacji obrazu
(analiza nerki) oraz w modelowaniu obrazu do odtworzenia filmu z klatek utworzonych w

wyniku oddziatywania Zrédta Swiatta na wybrang powierzchnig.

6.1 Analiza obrazu medycznego

Ponizszy przyklad pokazuje jak mozna wyodrebni¢ i opisa¢ funkcja obszar na dostgpnym
rysunku. W tym wypadku mamy zdjecie USG nerki z otoczeniem. Zadanie polega na

wyznaczeniu przyblizonego obwodu nerki oraz jej powierzchni.

Przyklad 39 (Przyblizona analiza nerki). Majac dany obraz USG z widoczng nerka (w
rzeczywistym przypadku np. lekarz) mozemy zaznaczy¢ kolejno punkty interpolacyjne,
stanowigce nasze dane zredukowane i na ich podstawie wyznaczy¢ funkcje interpolujaca,
pozwalajaca przyblizy¢ brzeg nerki. To ostatnie daje mozliwo$¢ policzenia obwodu i
powierzchni nerki. Rysunek 65(a) przedstawia zdjecie poczatkowe usg a Rys. 65(b) przedstawia
zaznaczone punkty interpolacyjne. Pakiet Mathematica podczas zaznaczania punktéw dzigki
opcji get coordinate odczytuje ich wspétrzedne wzgledem lewego dolnego rogu obrazu. To te
wspétrzedne jako punkty w przestrzeni E? tworza dane zredukowane Q,,. Dodatkowo, zeby
uzyskac krzywa zamknigta i mozliwo$¢ wyznaczenia na ostatnim segmencie interpolanta punkt

pierwszy zostaje powielony jako punkt ostatni (niemniej ¢; # g;j+1 1 m > 4).
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a) b)

Rys. 65. Nerka a) fragment oryginalnego zdjecie USG b) zdjecie z zaznaczonymi punktami
interpolacyjnymi, m = 51

W omawianym przyktadzie zostaly zaprezentowane zestawienia trzech metod

interpolacyjnych ~ Lagrange’a, zmodyfikowanej Hermita oraz z  zastosowaniem

zmodyfikowanego zupelnego splajna kubicznego. Poréwnana jest tez przydatnoS¢ do

przyblizania brzegu nerki. Parametr A zostal wybrany jako A € {0;0,5;1}. Ksztatt

dopasowanego interpolanta w zaleznosci od typu interpolacji oraz od parametru A zostat

zaprezentowany na Rys. 66, 67 1 68.
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Interpolacja Lagrange’a:

Qad

a) b) c)
Rys. 66. Ksztalt interpolantéw 7 dlaa) A =0;b) A =0,5;¢) A = 1, gdy m = 51.

Zmodyfikowana interpolacja Hermita:

GG

a) b) c)
Rys. 67. Ksztalt interpolantéw §4 dlaa) A =0;b) A =0,5;¢) A = 1, gdy m = 51.

Ponizej zaprezentowane zostaty rysunki interpolanta Lagrange, zmodyfikowanego Hermite
i zmodyfikowanego splajna zupetnego naniesione na obraz nerki dla A =0, 5.

W Tab. 44 zestawiono wyniki obliczen powierzchni (px?) obrysu ksztattu nerki z pomoca
réznych typéw interpolantoéw. Powierzchnia odniesienia zostata policzona jako suma pikseli na

obrazie powyzej progu koloru {0.30,0.30,0.30} i wynosi p,.r = 52814px>

Tab. 44: Powierzchnia nerki dopasowanej interpolantami fg.L, ?3}1 i %”C dla A ={0;0,5;1}.

Powierzchnia nerki:
A 0,0 0,5 1,0

7 51662 52748 53138
7152340 52534 53102
%5 52753 53294 53447

Program do liczenia powierzchni obejmuje liczenie oryginalnej powierzchni nerki bez
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Interpolacja zmodyfikowanym splajnem zupelnym:

a) b) c)

Rys. 68. Ksztalt brzegu nerki w interpolacji zmodyfikowanym kubicznym splajnem zupetlnym %:S dla a)
A=0;b)A=0,5;¢0)A =1, gdy m = 51.

interpolanta oraz powierzchni nerki ograniczonej interpolantem (liczymy powierzchni¢ wnetrza

nerki bez brzegu)

imageData = ImageData[lpart];

iD = Dimensions[imageData]

liczPiks = 0;

nerkmat = {};

For [i = 2, i <= iD[[1]] -1, i =1 + 1,
For[j =1, j <= iD[[2]], j =] + 1,

If [imageData[[1]][[j]][[1]] >= 0.30 &&
imageData[[1]][[J]1]1[[2]] >= 0.30 &&
imageData [[1]][[j1][[3]] >= 0.30,

AppendTo|[ nerkmat, imageData[[i]][[]j]]];
liczPiks = liczPiks + 1
I
I
1
Print|[ liczPiks]
W zmiennej liczPiks znajduje si¢ iloS¢ pikseli stanowiacych powierzchni¢ nerki. Ponizej

zaprezentowano algorytm liczenia powierzchni wnetrza nerki:
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¢)
Rys. 69. Ksztatt nerki obrysowany interpolantem a) 74 b) 74 i c) %"’C dlaA =0,5; gdy m = 51.

dla lam=1;
pikssz=imgB[[23]][[226]]
pikscz=imgB[[23]][[231]]
dla lam=0;
pikssz=imgB[[23]][[228]]
pikscz=imgB[[23]]1[[231]]
dla lam=0,5;
pikssz=imgB[[23]][[226]]
pikscz=imgB[[23]][[231]]
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c) d)

Rys. 70. Obraz USG nerki a) nieréwnomiernie naniesione punkty interpolacyjne b) interpolant
Lagrange’a, dlaA = 0im =51 c) i d) interpolant Hermita, dlaA =0i A = 0,5 oraz m = 51

ImgB = Show[graphK, graphlK, PlotRange —> Automatic,
ImageSize —> {327, 427}, Axes —> False]

imgB = ImageData[ImgB];

listpos = {};

listaczarnych = {};
liczPik = 0;

sumP = 0;

Bsum = 0;
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For [i = 19, i <= Dimensions[imgB][[1]] - 30, i =1 + 1,
AppendTo[ listpos , Flatten|[Position[imgB[[i1]], pikssz]]];
AppendTo[ listpos , Flatten[Position[imgB[[i]], pikscz] ]];
listaczarnych = Sort[Flatten[listpos], Less];

Bsum = Bsum + Length[listaczarnych ];

For[k = 1, k < Length[listaczarnych], k =k + 1,

If [(listaczarnych [[k + 1]] - listaczarnych[[k]]) > 1,
liczPik = listaczarnych[[k + 1]] - listaczarnych[[k]] - 1;
sumP = sumP + liczPik;

I

I;

listpos = {};

listaczarnych = {};

1

sumP

Miejsca zaznaczenia punktow interpolacyjnych wplywa na wyniki i doktadnosé
dopasowania interpolanta do brzegu. Zaobserwowano bardzo dobre przyblizenie obwodu nerki
w przypadku rozktadu prébkowania zblizonego do réwnomiernego i widzialne zakrzywienia
i petle w trajektorii dla prébkowania zblizonego do mniej lub bardziej réwnomiernego.
Niemniej te ostatnie probkowanie czasem jest konieczne, gdy chcemy nanie$¢ wigcej punktow

interpolacyjnych w konkretnym miejscu, a mniej w innym.

6.2 Rekonstrukcja filmu

Kolejny przyktad prezentuje rekonstrukcje filmu z pomoca interpolacji Lagrange’a i
zmodyfikowanym splajnem zupelnym. Do przyktadu zostaty zatqczone na pendrivie trzy filmy:
oryginalny ze zredukowanymi klatkami i odtworzone przy pomocy dwdch wspomnianych

interpolantow.

Przyklad 40 (Rekonstrukcja filmu). Zat6zmy, ze poruszajace punktowe odlegte Zrédto Swiatta

Swiecace z kierunku o$wietlenia p(t) = {p1(¢), p2(t),p3(t)} = {sin(t),cos(t),—1} oswietla
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wybrang powierzchni¢ Lamberta S, [46] bedaca wykresem funkcji u(x,y) = xz%yz . Sy =
{(x,5,2) € E¥;z = u(x,y)}. Wektor normalny do S,: 7i = (ux(x,y),uy(x,y), —1). Powierzchnia
S, emituje iluminancj¢ (intensywnosS¢ stata dla kazdego pixela obrazu) odbierang na kamerze i

okreslang wzorem (w ustalonym czasie t):

<p@t),i>  pi(t)ux(x,y) + pa(t)uy(x,y) + p3(t) fu

7 (x,y) = — =
TN s pa e s f 12+ 2

Dla ustalonego t w klatce filmu piksele maja jasno$¢ w punkcie (x,y) réwna I;°(x,y).

(333)

W programie Mathematica klatki generuje nam kod:

Do[AppendTo[ klatki , Table[ 11t [x,y,t],{x,—kl,kl},{y,—kl,kI}]],

{t,0,2«Pi,Pi/16)}],

gdzie kI = 32. Interpolacyjnymi punktami Q,, sa tu wybrane niejednostajnie klatki tego filmu z
intensywnoscia I;°(x,y). Numery klatek i tworzace nasze dane zredukowane spetniaja zalezno$¢ i =
4k+1lub i = 4k, gdzie k € C;

Kod Zrédtowy programu Mathematica generujacy dane zredukowane podano nizej:
listai = {};
film[i_] := klatki[[i]];
Do[AppendTo[ listai ,

If [Mod[i, 4] == 0, i, If[Mod[i, 4] == 1, i, Nothing]]],

{i, 1, Length[klatki], 1}];
listaq2 = {};
Do[AppendTo[ listaq2 , film[listai[[i]]]], {i, 1, Length[listai]}]

{k,1,Length[listaq2]}]*)

Table[Image[listaq2 [[i]], "Byte", ImageSize —> {100, 100}],

{i, 1, Length[listaq2]}]

W przedostatnim wierszu listingu z 33 wygenerowanych klatek wybrano 17 o numerach spetniajacych
wspomniang wczes$niej zalezno$¢ tj.: {1,4,5,8,9,12,13,16,17,20,21,24,25,28,29,32,33}, a w
ostatnim wierszu wygenerowano dzieki funkcji Image obrazy odpowiadajace wybranym klatkom.
Ponizej zostaty zaprezentowane obrazy tych klatek:

Jak widaé z rysunkéw skokowe zmiany klatek filmu powoduja zakt6cenia w ptynnym odtwarzaniu

filmu. Interpolacja pozwoli na umieszczenie pomigdzy zagubionymi klatkami tych klatek, ktére pozwola
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‘, ‘, l, u, h, L, ‘, K

Rys. 71. Obrazy wybranych klatek z filmu tworzacych wejsciowe dane zredukowane

na wygtadzenie filmu.

Na podstawie danych zredukowanych skonstruowano interpolanta przedzialowo-kubicznego
Lagrange’a zgodnie z opisem z Rozdziatu 2 oraz kubicznego splajna kompletnego wedtug opisu z
Rozdziatu 5. W obu przypadkach dane zredukowane Q,, maja wymiar n (liczba pikseli, rozdzielczo$¢

obrazu) w zwiazku z tym pewne obliczenia zamiast na wektorach beda przeprowadzane na macierzach.

Konstrukcja interpolanta przedzialowo-kubicznego Lagrange’a Na podstawie danych ¢; z
i = 1...m odtwarzamy z pomoca parametryzacji wyktadniczej (patrz wzoér (30)) nasze nieznane wezly 7
na catym przedziale [0,27]. Wz6r wymaga obliczenia w naszym przypadku normy macierzy A czyli
pierwiastka z sumy kwadratow wszystkich elementéw i podniesienia go do potegi A. Na kazdym
podprzedziale [f;,7; 13 bierzemy kolejne czwérki ramek filmu g;,¢;+1,gi+2,¢i+3 i korzystajac ze wzoru na
réznice dzielone obliczamy wspotczynniki Newtona. Ponizej listing kodu obliczajacego wspétczynniki

Newtona oraz wezty do budowy interpolanta.

TiQMovieFramelLag[qF_,lambda_, Q_]:=Module[{k, listaql={},
dlugosciQ={}, lhatt={}, listawsp={}, thatt={}, wspolczfiN={}},
dlugosciQ=RozniceQ1Matrix [Q, lambda ,qF];

lhatt=Policzhattl [dlugosciQ ,qF];

1=1;

For[k=0,k<qF-1,k=k+3,

listaq 1 ={Q[[k+111,Q[[k+2]T,Q[[k+311,Q[[k+4]1};

AppendTo[ thatt ,{ lhatt [[k+1]],lhatt[[k+2]],lhatt[[k+3]],lhatt[[k+4]]}];
wspolczfiN=wielomianNewtonawspolcz[ thatt [[1]], listaql ];

i=i+1;

AppendTo|[ listawsp , wspolczfiN ];

13
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Return[{ thatt ,listawsp , lhatt }];
13
Kolejnym krokiem jest stworzenie interpolantéw $* na kolejnych przedzialach dziedziny [fy, 7]

tj. {[fi,fi43)}"- Program Mathematica realizuje to poprzez stworzenie tabeli wielomianéw wraz z

przedzialem wezi6w 7 i nastepnie sklejenie ich z pomoca funkcji Piecewise:

int=Table[{ wielomianNewtona[wspolczN [[i]], t, tx[[i]]],
tx [[1]][[1]]<=t<tx [[1]]0[4]1]}, {i,1,m}];
ramka = Expand[Piecewise[int]];

Film[x_] := ramka /. t -> x;

Do odtworzenia poczatkowego ptynnie odtwarzanego filmu potrzebne sg wygenerowane obrazy w
punktach posrednich pomigdzy istniejacymi weztami interpolacyjnymi. Realizuje to ponizszy kod, w

ktérym kazdy z przedzialéw [f, 71 1], gdzie k = 1...m — 1 dzielimy na trzy podprzedziaty.

punkty ={};

For[k=1,k<=Iqx ,k=k+1,

punkt=listahatt [[k]];

AppendTo|[ punkty , punkt];

h=(listahatt [[k+1]]-listahatt[[k]])/3;

For[i=1,i<3, i=i+l1,

punkt=punkt+h;

AppendTo [ punkty , punkt];

I 1

Ostatnim krokiem jest zwizualizowanie, korzystajac ze Srodowiska Manipulate, zrekonstruowanego

filmu.

Manipulate [

Image[Film[punkty [[k]]], "Byte"], {k, 1, Length[punkty], 1}]

Innym podejsciem jest wyeksportowanie wygenerowanych klatek do zewngtrznego programu
graficznego lub tworzacego film i stworzenie z nich pliku .gif. Kod realizacji tego punktu zaprezentowano
ponizej:

SetDirectory []
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For[k = 1, k <= Length[punkty], k = k + 1,
Export["ima" <> ToString[k] <> ".jpg",
Image[ Film [ punkty [[k]]], "Byte"]]

I3

Interpolacja zmodyfikowanym kubicznym splajnem zupelnym do rekonstrukcji filmu
Algorytm realizujacy odtworzenia ptynnosci filmu przebiega analogicznie. Jedyne réznice wynikaja
z konstrukcji zmodyfikowanego kubicznego splajna kompletnego, a mianowicie splajn ten budowany
jest na przedziatach {[f;,fi+1]}",', wymaga wyznaczenia predkosci wewnetrznych v; na kazdym z

podprzedziatéow dla i = 1,...,m — 2. Ponizej przedstawiono podstawowe funkcje realizujace kolejne

kroki algorytmu:

AlgorytmSplajny [m_, lambda_, Q_, listahatt_]
Module[{ listaq = {}, pochfi = {}, pochfiost = {}, weklfi = {},
wek2fi = {}, wek3fi = {}, bfi = {}, s, sfi, sifi, sx,
pochdosi = {}, },
wek1fi = siComplete[listahatt , m]J[[1]];

wek?2fi

siComplete[listahatt , m][[2]];
wek3fi = siComplete[listahatt , m]J[[3]];
pochdosi = TiQMovieFrameLag[m, lambda, Q];
pochfi = pochdosi[[1]];

pochfiost = pochdosi[[2]];

bfi bComplete[ listahatt , Q, pochfi, pochfiost, m];

sfi = Table]

If[l ::j, Wek2f1[[1]],

If[i — j == -1, wek3fi[[i]],
If{i — j == 1, wekIfi[[i]], 0111, {i, m — 1}, {j, m — 1}];
sifi = Inverse[sfi].bfi;

PrependTo[sifi , pochfi];
AppendTo[ sifi , pochfiost];
Return[{ sifi }];

13

175



siComplete[listat_ , m_] :=
Module[{ wektorl = {0}, wektor2 = {2=«(listat[[3]] - listat[[1]])},

wektor3 = {listat[[2]] — listat[[1]]}, 1},
For[i =3, i <=m-1, 1 =1 + 1,

AppendTo[ wektorl , listat[[1 + 1]] - listat[[i]]];

AppendTo[ wektor2 , 2=(listat[[i + 1]] — listat[[i — 1]])];
AppendTo[ wektor3, listat[[i]] — listat[[i — 1]]];

I
AppendTo[ wektorl , listat[[m + 1]] — listat[[m]]];
AppendTo[ wektor2 , 2«(listat[[m + 1]] — listat[[m - 1]])];

AppendTo[ wektor3 , 0];

Return|{ wektorl , wektor2, wektor3 }]:
1
bComplete[listat_ , listaq_, poch_, pochost_, m_] :=
Module[{ listab = {}},
AppendTo[ listab ,
3x((listat [[3]] -
listat [[
21D =((listaq [[2]] — listaq [[L]])/(listat [[2]] —
listat [[1]])) + (listat[[2]] -
listat [[
1= ((listaq [[3]] - listaq [[2]])/(listat[[3]] -
listat [[2]]))) — poch=(listat[[3]] — listat[[2]])];
For[i =3, i <=m-1, 1 =1 + 1,
AppendTo| listab ,
3x((listat[[1 + 1]] -
listat [[
1]D=(Clistaq [[1]] - listaq[[i — L]])/(listat[[i]] —
listat[[1i — 1]])) + (listat[[i1]] -

listat[[
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1 — 1]])=((listaq [[1 + 1]] -
listaq [[1]])/(listat[[1 + 1]] — listat[[i]])))];
I;
AppendTo[ listab ,
3x((listat [[m + 1]] -
listat [[
m]])«((listaq [[m]] — listaq[[m - 1]])/(listat[[m]] -
listat [[m — 1]])) + (listat[[m]] -
listat [[
m - I]D=((listaq [[m + 1]] -
listag [[m]])/(listat [[m + 1]] - listat[[m]]))) -

pochost«(listat [[m]] — listat[[m — 1]])];

Return|[listab ];

13

Odtworzone klatki tak jak w poprzednim przypadku pozwalaja na wygtadzenie obserwowanego filmu,
wyraznie brakuje niepozadanych skokéw, widocznych w przypadku klatek zredukowanych. Pliki imal.ag
oraz imaSpline oraz imaZred zostaty umieszczone pod linkiem na pozycji [49] w bibliografii. Stworzone
zostaty dwa rodzaje plikéw: .gif w programie ImageMagick i .mp4 w programie ffmpeg, ten ostatni
jako film zlozony z kolejnych klatek. Widaé zwtaszcza na plikach .gif, ze skoki sa wyraZniejsze dla

interpolacji Lagrange’a niz dla splajnéw.

6.3 Podsumowanie

W tym rozdziale zostaty zaprezentowane dwa przyktady zastosowania omawianych zagadnien
w rzeczywistych problemach. W pierwszym przykladzie na obrazie nerki zaznaczone punkty
interpolacyjne pozwolity wyznaczy¢ jej brzeg dzigki skonstruowanym interpolantom oraz na
podstawie znajomos$ci funkcji brzegu wyznaczy¢ przyblizona powierzchni¢ nerki. Wartosci
te wyrazone w pikselach moga zostaC przeksztalcone, znajac rozdzielczoS¢ generowanego
obrazu, na rzeczywiste wymiary badanego obiektu. Widoczne jest wygtadzenie brzegéw nerki

dla wyzszej klasy interpolantéw tj. splajnéw oraz przy zastosowaniu parametryzacji dlugoscia
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cigciwy z parametrem A.

W drugim przykladzie omawiany problem polegal na braku ptynnosci w odtwarzaniu
filmu, spowodowanym usunigciem niektorych jego klatek. Podobne dziatania podejmuje
sig, gdy potrzebujemy skompresowac film, tak by zajmowat np. mniej miejsca na dysku.
Interpolacja na podstawie znanych nam klatek pozwolita wygenerowac poSrednie klatki oraz
zapewnié rekonstrukcje filmu przedstawiajacego ruch Zrédia Swiatta na powierzchni Lamberta.
Innym podej$ciem do opisanego problemu mogtoby by¢ po wygenerowaniu wybranych klatek
filmu przejscie na polozenie zrédia Swiatla. Wtedy jako dane zredukowane rozwazalibySmy
wspotrzedne potozenia Zrédta Swiatta w danej chwili czasowej. Interpolacja pozwolita by wtedy
odtworzy¢ jego przyblizong trajektori¢, podobny eksperyment zostal przeprowadzony w pracy

[16].
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7 Podsumowanie i dalsze perspektywy badan

W przedtozonej pracy doktorskiej opisano zagadnienie interpolacji danych zredukowanych
z wykorzystaniem kawatkami sklejanych wielomiandw trzeciego stopnia oraz parametryzacji
wyktadniczej. Na ok. 190 stronach pracy zostaly zrealizowane zalozone cele badawcze. Ponizej
znajduje si¢ podsumowanie zrealizowanych zadan.

W Rozdziale 2:

* wprowadzone s3 podstawowe definicje dotyczace interpolacji nieparametrycznej (tj. tej

opartej na danych zredukowanych Q,,),

e omOwione sa rdznice pomiedzy klasyczna interpolacja  parametryczng

a nieparametryczna,

* wprowadzone sa definicje poje¢ uzytych w zalozeniach i tezach twierdzen t;.
definicja probkowania dopuszczalnego, prébkowania mniej lub bardziej rownomiernego,
parametryzacji wykladniczej, rzedu zbieznoSci i ostroSci oszacowania, regularnoSci

krzywej i reparametryzacji,

* zdefiniowane sa krzywe i prébkowania, na ktérych wygenerowane sa dane zredukowane

biorace udziat w eksperymentach numerycznych,
* zdefiniowane sa, uzyte dalej, podstawowe wzory na schematy interpolacyjne,

* przypomniane sa niezbedne definicje i twierdzenia z zakresu analizy matematycznej,
uzyte w dalszej czeSci dysertacji w dowodach analitycznych zaproponowanych

twierdzen.

Kolejne rozdzialty od 3 do 5 opisuja schematy interpolacyjne oparte na funkcjach
przedzialowo-sklejanych stopnia trzeciego oraz coraz wyzszej klasy gtadkoSci w miejscu
potaczeni tj. funkcji kawatkami sklejanej wielomianowej trzeciego stopnia Lagrange’a ¥,
zmodyfikowanym kawatkami sklejanym wielomianie Hermita trzeciego stopnia 77 oraz
splajnach klasy C? - zmodyfikowanym kubicznym zupetnym Y€ oraz naturalnym 75 w

polaczeniu z parametryzacja wyktadnicza.
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W Rozdziale 3:

* opisano 1 udowodniono twierdzenie Tw. 3.4 dotyczace oszacowania rzedu zbieznosci
trajektorii interpolanta * do krzywej ¥ w potaczeniu z parametryzacja wyktadnicza i

parametrem A € [0, 1],

* oprécz dowodu analitycznego przeprowadzono dla Tw. 3.4 eksperymenty numeryczne
dla dwu- 1 trzywymiarowych krzywych oraz wybranych prébkowan z rodziny proébkowan

mniej lub bardziej réwnomiernych,

* podano przyktady krzywych i prébkowan potwierdzajace ostro$¢ oszacowan podanych

w Tw. 3.4 dla: A € [0,1), A = 1 oraz prébkowania réwnomiernego,

* potwierdzono koniecznos¢ spetnienia przez probkowanie warunku mniej lub bardziej

rownomiernos$ci by Tw. 3.4 byto prawdziwe,

» przeprowadzono eksperymenty, w ktérych wykazano, ze regularno$¢ krzywej v jest

rowniez niezbgdna by Tw. 3.4 byto prawdziwe,

» okre§lono warunki wystarczajace, narzucone na probkowania, aby funkcja y byta
reparametryzacja (patrz Tw. 3.9 i Tw. 3.10). Twierdzenia zostaty udowodnione. Warunki

opisano wzorami asymptotycznymi i zwizualizowano na ptaszczyznie i w przestrzeni,

* przeprowadzono eksperymenty na wybranych przyktadowych prébkowaniach dotyczace

spetniania powyzszych warunkow.

W Rozdziale 4 opisano zmodyfikowang interpolacj¢ przedzialowo kubiczna Hermita.

Gltéwne wyniki tego rozdzialu mozna podsumowaé w nastgpujacych punktach:

* podano i udowodniono Tw. 4.2 o rzedzie zbieznosci i jego ostroSci dla przedziatowo-
kubicznej zmodyfikowanej interpolacji Hermita "/ w kombinacji z parametryzacija

wyktadnicza oraz dla prébkowania mniej lub bardziej rownomiernego i réwnomiernego,

* wykazano teoretycznie i eksperymentalnie konieczno$¢ stosowania probkowania mniej

lub bardziej réwnomiernego aby zachowac asymptotyke zbieznoSci interpolacji
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w Tw.4.2. W przypadku regularno$ci zataczony przyktad analityczny i testy numeryczne

potwierdzaja koniecznos¢ jej uwzglednienia w obliczeniach,

zaprezentowano przyktady krzywych i prébkowan, potwierdzajace zbiezno$¢ zatozona

w Tw. 4.2,

przedstawiono i udowodniono Tw. 4.5 dotyczace warunkéw wystarczajacych na istnienie
reparametryzacji ; : [t;,t;+1] — [fi,fi+1], niezbednej w szacowaniu dhugosci krzywych

oraz przeksztatcono warunki do postaci umozliwiajacej wizualizacj¢ 3D,

zwizualizowano te warunki geometrycznie 1 sprawdzono ich spetnienie dla

przyktadowych prébkowan przytoczonych w tej pracy.

W Rozdziale 5 opisano teoretyczne podstawy oraz konstrukcje zmodyfikowanego

kubicznego splana zupelnego oraz kubicznego splajna naturalnego. W kolejnych

podrozdzialach poruszono podobne problemy, jak w rozdzialach 3 1 4. Z powodéw

narzuconych warunkéw globalnych w konstrukcji obu typéw splajnéw, napotkane trudnosci

oszacowania macierzy predkosci, ograniczyly podjete dziatania do eksperymentéw, ktére

potwierdzily postawione hipotezy oraz odpowiedzialy na analogiczne pytania jak te z

poprzednich rozdziatéw (regularnosé, mniej lub bardziej réwnomierno$¢). Punkty ktére zostaty

zrealizowane:

sformutowano i udowodniono Tw. 5.1 o rzedzie zbieznosci ¢ (zmodyfikowanego
splajna zupelnego), w oparciu o parametryzacj¢ wyktadnicza, do krzywe;j

interpolowanej v,

przeprowadzono eksperymenty na dwu- i trzywymiarowych krzywych. Potwierdzily one
zatozenia zawarte w Tw. 5.1 odnoS$nie zbieznoSci interpolanta do krzywej oraz wykazaty

numerycznie ostro$¢ oszacowania trajektorii krzywej y przez $M€,

postawiono Hipoteze 5.1 o rzedzie zbieznosci dlugosci interpolanta M€ do y oraz

zweryfikowano ja testami numerycznymi,

postawiono Hipoteze o rzedzie zbieznosci kubicznego splajna naturalnego $V5 do y
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oraz hipoteze o rzedzie zbieznosci dlugosci interpolanta V5 do dtugosci krzywej

interpolowanej,

* potwierdzono eksperymentalnie hipoteze odnoSnie rzedu zbieznoSci dlugosci

interpolanta V5 w testach przeprowadzonych dla wybranych krzywych i prébkowar,

* przeprowadzono testy numeryczne potwierdzajace odstgpstwa od zbieznoSci w
oszacowaniu trajektorii w klasie krzywych nieregularnych oraz w przypadku braku

spetnienia zalozenia o mniej lub bardziej rownomiernosSci prébkowania.

Rozdziat 6 prezentuje mozliwe zastosowania interpolacji danych zredukowanych w analizie
obrazu medycznego oraz w rekonstrukcji filmu na podstawie tylko niektdrych istniejacych
klatek.

Whnioski wynikajace z przeprowadzonych badan potwierdzaja, ze interpolacja
nieparametryczna w polaczeniu z parametryzacja wyktadnicza daje dobre mozliwosci
szacowania trajektorii nieznanych krzywych zadanych tylko w postaci danych zredukowanych.
Szacowanie rzg¢du zbieznosci interpolanta do krzywej opierac si¢ musi o zatozenia narzucone na
probkowania i krzywe, wtedy wyniki postawionych twierdzen sa analogiczne jak w klasyczne;j
interpolacji parametrycznej. Zaobserwowano tez znang z innych prac dotyczacych interpolacji
nieparametrycznej (np. kwadratowa interpolacja Lagrange’a) nieciagto$¢ wspodiczynnika
zbieznosci a(A), ktéry dla A € [0,1) wynosi 1 a dla A = 1 wynosi 4 (w przypadku kubicznej
interpolacji), przy czym skok nastgpuje dla A = 1. Numerycznie zostata pokazana ostros¢
oszacowan z twierdzen, ale istnieja probkowania i krzywe, dla ktérych rzad zbieznosci jest
szybszy. Warto zwrdci¢ uwage tez na fakt, iz parametr A daje nam dodatkowa mozliwos¢
manipulacji, bo mamy rodzing krzywych interpolujacych przy zadanym schemacie i wtedy
mozemy wybrac taka lambde by byl spetniony dodatkowy warunek (np. mozemy dopasowac
ksztalt interpolanta do naszych zatozen przy planowaniu trajektorii) z zachowaniem zbieznoSci,
nizszej, bo stopnia 1 ale dalej zbieznoSci. Tymczasem stosowanie np. parametryzacji dlugoscia
cigciwy czyli ze statym parametrem A = 1 pozwala uzyskaé szybszy rzad zbieznoSci
ale interpolant na bazie Q,, jest juz wyznaczony jednoznacznie i nie ma mozliwosci

manewrowania.
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Prac¢ doktorska zamyka Bibliografia oraz Spisy tabel, rysunkéw i skorowidz nazw.

Opisane zagadnienia w niniejszej dysertacji zostaly opublikowane w 10 publikacjach, z
ktérych 4 to artykuly naukowe w czasopismach [3], [4], [5], [6] 1 6 publikacji w materiatach
pokonferencyjnych o zasiggu migdzynarodowym [7], [8], [9], [10], [11] oraz [12]. Tematyka i
wyniki poszczegdlnych rozdzialow zostaly zaprezentowane takze na konferencjach: CISIM’15,
ICNAAM’151 16, ACA’17, ACA’18, MMA’19, ICCS’20, ACA’23, ESM’23 oraz MMA’24.

Dalsze prace, ktére mozna podjac, aby uzupelni¢ zagadnienia zawarte w pracy:

* Dla interpolacji Lagrange’a:

— przeprowadzi¢ dowdd analityczny Tw. 3.9 dla przypadku krzywej nieregularnej,

— w testach numerycznych oraz przyktadach analitycznych rozwazy¢ rézne stopnie

nieregularnosci krzywej,

— postawi¢ teze 1 przedstawié zalozenia dla oszacowania krzywizny krzywej dla

przypadku danych zredukowanych,

— wyprowadzi¢ inne warunki wystarczajace istnienia reparametryzacji np. rozpatrujac

potozenie miejsc zerowych funkcji kwadratowej y,
— zweryfikowaé testami numerycznymi przydatno$¢ réznych rodzin prébkowan w
oszacowaniu dtugosci nieznanych krzywych.
* Dla interpolacji Hermita:
— przeprowadzi¢ dowdd analityczny Tw. 3.10 dla przypadku krzywej nieregularne;j
oraz zbada¢ wptyw stopnia nieregularnosci na asymptotyke krzywej,

— postawié tezg¢ 1 przedstawié zalozenia dla oszacowania krzywizny krzywej

interpolowanej zmodyfikowanym kubicznym interpolantem Hermita,

— wyprowadzi¢ inne warunki wystarczajace istnienia reparametryzacji np. rozpatrujac

potozenie miejsc zerowych funkcji v,

— zweryfikowaé testami numerycznymi przydatno$¢ réznych rodzin prébkowan w

oszacowaniu dtugosci nieznanych krzywych.
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* Rozdzial 5 mozna uzupetnic o:

analityczny dowdd dla obu twierdzen dla splajnéw zmodyfikowanego zupetnego

oraz naturalnego,

— opracowanie warunkéw wystarczajacych dla prébkowan, tak by yMC i yVS byty

reparametryzacjami,

— zbadanie w przyktadach analitycznych jak brak mniej lub bardziej rownomiernosci

wptywa na asymptotyke trajektorii,

— pokazanie przyktadéw analitycznych potwierdzajacych odstgpstwa od zbieznosci w

oszacowaniu trajektorii w klasie krzywych nieregularnych,
— zbadanie 1 weryfikacja hipotezy dotyczacej asymptotyki krzywizny przy interpolacji
» wprowadzenie innych schematéw interpolacji dla ¥ lub y (Iub ¢) budowanych na Q,, w

potaczeniu z parametryzacja wyktadnicza (30) lub inna parametryzacja g zastepujaca

nieznane wezly 7 (zobacz np. w [13], [34] lub [14]),

» ciekawym zagadnieniem z zastosowan, ktére mogltyby by¢ kontynuacja tej pracy jest
tematyka §ledzenia i planowania trajektorii ruchu np. dronéw, samolotéw, robotéw
wedlug odgérnie przyjetych kryteriow i z wykorzystaniem funkcji y, ktora nie
bylaby reparametryzacja. Obecnie do Sledzenia trajektorii i w segmentacji obrazu
wykorzystywane sa m. in. sieci neuronowe oraz techniki maszynowe wspomagane

sieciami neuronowymi (patrz [47] oraz [48]).
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