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Tytul rozprawy: Interpolacja danych zredukowanych na bazie krzywych wielomianowych trzeciego

stopnia.

Streszczenie

Gtéwnym problemem badawczym podjetym w tej dysertacji jest zagadnienie interpolacji wielomianami
sklejanymi stopnia trzeciego dla tzw. danych zredukowanych (tj. gdy znane sa tylko uporzadkowane
punkty interpolacyjne Q, = {g;}!", bez zadanych odpowiadajacych im wezléw interpolacyjnych).
Podstawowym pytaniem jest czy twierdzenia (dotyczace szacowania rzedu zbieznoSci interpolanta do
krzywej) klasycznej interpolacji parametrycznej wielomianami sklejanymi moga zosta¢ przeniesione na
obszar danych zredukowanych i ich weryfikacja pozwoli uzyska¢ satysfakcjonujace rezultaty. Gtownym
celem badawczym jest zbadanie jakoSci zbieznosci kawatkami kubicznego interpolanta ¥ do nieznanej
krzywej y z pomocaq parametryzacji wyktadniczej zastepujacej nieznane wezty F, = {t;}!,,. Cele

szczegotowe, ktdre podjeto w dysertacji to:

» sformutowanie i udowodnienie twierdzeni (analogicznych do klasycznej interpolacji
parametrycznej) dotyczacych oszacowania rzedu zbiezno$ci kawatkami kubicznego interpolanta
¥ do krzywej Yy z pomoca wspomnianej parametryzacji wyktadniczej dla trzech rodzajéw
interpolantéw: kawatkami kubicznego Lagrange’a klasy C°, zmodyfikowanego sklejanego
kubicznego Hermita klasy C! oraz zmodyfikowanego splajna zupetnego i splajna naturalnego

klasy C2.

» weryfikacja koniecznos$ci istnienia zatozen (prébkowanie mniej lub bardziej réwnomierne oraz
regularnoSci krzywej) okreSlonych w twierdzeniach poprzez przyktady analityczne i testy

numeryczne.

» weryfikacja postawionej tezy dotyczacej rzedu zbieznos$ci interpolanta do krzywej i jego ostrosci

w testach numerycznych i przyktadach

* ocena przydatno$ci sformutowanej teorii w zastosowaniu praktycznym: analizie obrazu oraz

rekonstrukcji filmu.

 okreslenie warunkéw dla wspomagajacej funkcji ¥ by byla reparametryzacja, co pozwoli na

doktadniejsze oszacowanie dtugosci krzywej w interpolacji nieparametryczne;.



Rozprawa obejmuje 190 stron i sklada si¢ z siedmiu rozdziatéw. Podjete w niej rozwazania
rozpoczeto od wprowadzeniu niezbednych definicji i uwag (Rozdziat 2) i kolejno opisania sklejanej
interpolacji Lagrange’a (Rozdziat 3), sklejanej zmodyfikowanej interpolacji Hermita (Rozdziat 4) oraz
sklejanej interpolacji splajnami kubicznymi (Rozdzial 5), a takze zaprezentowania przykiadowych
zastosowan w praktyce (Rozdziat 6) i podsumowania oraz wnioskéw (Rozdziat 7).

W Rozdziale 2 wprowadzone zostaty definicje danych zredukowanych, parametryzacji wyktadnicze;j
i inne definicje potrzebne w interpolacji nieparametrycznej, zostaly opisane schematy interpolacji
Lagrange’a, Hermita oraz interpolacji funkcjami sklejanymi. Zostaly tez wypunktowane réznice migdzy
interpolacja parametryczng a nieparametryczng. Przedstawiono wymagane zalozenia, ktére musza
spetnia¢ krzywe i probkowania oraz zacytowano niezbgedne definicje z analizy matematycznej, uzywane
podczas dowodzenia twierdzen.

Rozdziat 3 opisuje przedziatowo-kubiczna interpolacje Lagrange’a 9%, gdzie wielomiany kubiczne
75 w punktach taczenia qo, 43,46, - - -,qm—3 sa tylko klasy CY. W pierwszym podrozdziale dotyczacym
oszacowania trajektorii krzywej sformutowano twierdzenie okreSlajace predkos¢ zbieznosci interpolanta
#* o wl do y wraz z jego petnym dowodem. Dodatkowo w kolejnych sekcjach zawarty jest tez dowdd na
ostro$¢ powyzszego oszacowania oraz konieczno$¢ istnienia warunku mniej lub bardziej réwnomiernosci
w prébkowaniu. Przeprowadzone zostaty tez stosowne eksperymenty numeryczne. Drugi podrozdziat
obejmuje zagadnienia przyblizania dtugosci interpolanta do dlugosci krzywej a szczegdlnie okreSlenie
warunkow wystarczajacych umozliwiajacych oszacowanie dlugosci krzywej (warunki na to, aby funkcja
kubiczna w’ byla reparametryzacja tj. {; > 0). Koniec tego podrozdzialu stanowia testy numeryczne
weryfikujace spetnialno$¢ warunkéw dla wybranych prébkowan mniej lub bardziej réwnomiernych.

Podobne warunki zostaly wyprowadzone takze w przypadku zmodyfikowanej interpolacji Hermita
1, ktéra opisuje Rozdziat 4. Na wstepie tego rozdzialu przedstawiony jest schemat budowania
zmodyfikowanego interpolanta Hermita jako wielomianu kawatkami trzeciego stopnia. Przymiotnik
"zmodyfikowany" odnosi si¢ tu do sposobu w jaki zastepuje si¢ nieznane predkosci v; = y(t;) dla
g;. Mianowicie, korzystamy tu z kolejnych generowanych naktadkowo (kolejne czwoérki punktéw)
wielomianéw Lagrange’a 9 i }7&1 okreslonych odpowiednio na przedziatach [f;,7;y3] oraz [fii1,5i14].
W standardowej interpolacji Hermita predkosci te sa zadane a priori wzorem v; = ¥(t;). W tej czgsci
pracy sformutowano twierdzenie, w ktérym okresla si¢ i dowodzi stopiefi zbieznosci 7 o ¢ do y
w polaczeniu z parametryzacja wyktadnicza. Kolejne podrozdziaty Rozdzialu 4 opisuja w pierwszej
kolejnosci analityczne przyktady potwierdzajace ostro§¢ oszacowan zawartych w twierdzeniu, nastgpnie

przedstawione sa przyktady weryfikujace koniecznos¢ istnienia zatozenn zawartych we wspomnianym



twierdzeniu tj. mniej lub bardziej réwnomierno$ci i regularnosci krzywych. W ostatnim podrozdziale
zawarte sa testy numeryczne potwierdzajace kolejny raz ostro§¢ rzedu zbieznoSci interpolanta do
krzywej, konieczno$¢ mniej lub bardziej réwnomiernosci oraz regularnosci krzywych. W kolejnej czgsci
tego rozdziatu zostato poruszone zagadnienie interpolacji dlugosci krzywej Y z pomoca interpolacji
7. W pierwszym podrozdziale opisano tutaj warunki wystarczajace aby ¢ : [t;,t;1] — [fi,7i1] byta
reparametryzacja. Zostalty one zobrazowane w postaci obszaréw 3D, a przyktadowe prébkowania
oznaczono jako tréjki punktéw (x,y,z). W koncu rozdzialu przeprowadzona zostata tez analiza
przynaleznoéci punktow prébkowan do opisanych twierdzeniu obszaréw w kontek$cie przysztych
zastosowan do szacowania dlugos$ci. Wyniki wskazaty na istotno$¢ doboru odpowiedniego probkowania
przy szacowaniu wspomnianego parametru krzywe;.

Rozdziat 5 opisuje zagadnienie interpolacji splajnami kubicznymi klasy C2. Splajny sa funkcjami
klasy C? i zapewniaja gtadkos¢ (trajektorii i predkoSci oraz ciaglosé przy$pieszer) w punktach
laczenia kolejnych krzywych )ZS interpolujacych Q,,. Dodatkowo, "sklejenie" ich likwiduje podobnie
jak w przypadku przedziatowe;j interpolacji Lagrange’a i Hermita zjawisko Rungego, a btad interpolacji
jest maty, pomimo niskiego stopnia wielomianu. Klasa C? zapewnia gladko$¢ we wnetrzu przedziatléw
i na sklejeniach, ciagtos¢ pierwszej pochodnej sprawia, ze interpolant §5 = {f/ls}:”: o hie ma ostrych
rogéw, a ciaglos¢ drugiej pochodnej oznacza, ze przyspieszenie jest okreslone w kazdym punkcie i
jest funkcja ciagta. W rozdziale tym gtéwnym wynikiem pracy jest twierdzenie o rze¢dzie zbieznoSci
interpolanta do nieznanej krzywej oraz hipoteza - potwierdzone testami numerycznymi. Poruszane
w tej sekcji zagadnienia opisuja interpolacje¢ zmodyfikowanym splajnem zupetnym oraz interpolacje
splanem naturalnym (w potaczeniu z parametryzacja wykladnicza) w kontekscie szacowania trajektorii z
zastosowaniem opisanych w Rozdziale 2 prébkowan i krzywych. Opisane w tym rozdziale eksperymenty
dotycza numerycznej weryfikacji stopnia zbieznoSci dla obu splajnéw, koniecznoSci uzycia prébkowania
mniej lub bardziej rtéwnomiernego oraz stosowania krzywej regularnej (dwa ostatnie zagadnienia zostaly
zweryfikowane dla splajna zupelnego $€). Zostat tez przeprowadzony dowéd teoretyczny o rzedzie
zbieznosci PM€ o yMC do y. W odniesieniu do przyblizania dlugosci zostaly postawione dwie hipotezy
dla obu typéw splajnéw oraz zweryfikowano je pozytywnie na podstawie testoOw numerycznych.

W Rozdziale 6 opisane zostaly niektére praktyczne zastosowania prezentowanych interpolacji do
analizy obrazu medycznego i rekonstrukcji zagubionych (lub brakujacych) klatek w filmie.

W koriczacym rozprawg¢ Rozdziale 7 podsumowano przeprowadzone testy oraz przedstawiono
wnioski wynikajace z przeprowadzonych badan, ktére potwierdzity, ze interpolacja nieparametryczna

w polaczeniu z parametryzacja wyktadnicza daje dobre mozliwo$ci szacowania trajektorii nieznanych



krzywych zadanych tylko w postaci danych zredukowanych. Szacowanie rzedu zbieznosci interpolanta
do krzywej opiera¢ sig musi o zalozenia narzucone na probkowania i krzywe, wtedy wyniki
postawionych twierdzen sa analogiczne jak w klasycznej interpolacji parametrycznej. Warto zwrdcic
uwage tez na fakt iz parametr A daje nam dodatkowa mozliwo$¢ manipulacji, bo mamy rodzing
krzywych interpolujacych przy zadanym schemacie i wtedy mozemy wybrac taka lambde by byt
spelniony dodatkowy warunek (np. mozemy dopasowac jego ksztatt do naszych zatozen przy planowaniu
trajektorii) z zachowaniem zbieznoSci, nizszej bo stopnia 1 ale dalej zbiezno$ci. Tymczasem stosowanie
np. parametryzacji dtugoScia cigciwy czyli ze statym parametrem A = 1 pozwala uzyskaé szybszy
rzad zbieznodci, ale nie mamy mozliwosci zmiany wtasciwosci interpolanta. Na koricu rozdzialu
wskazano mozliwos$ci kontynuacji prac badawczych w zagadnieniach, ktére nie zostaly ujete w tej pracy
doktorskie;j.

Pracg zamyka spis bibliografii, rysunkéw, tabel oraz skorowidz pojec.



