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1. Cel 1 zakres pracy

Jedna z podstawowych cech organizméw zywych jest ich zlozono$¢, oznaczajaca
pewien stopieri ich nieredukowalnosci. Uktady ztozone sktadaja sie natomiast z ele-
mentow wzajemnie na siebie oddziatywujacych, w taki sposob, ze nawet ich czesciowe
usuniecie powoduje, ze organizm traci swoj charakter. Z tego punktu widzenia w mo-
delowaniu matematycznym, narzedziu coraz bardziej powszechnym w analizie ukta-
dow biologicznych, spotykamy czesto sytuacje do$é¢ skrajna — analizy przeprowadzane
sa dla wybranego procesu, w pewnym oderwaniu od catosciowego obrazu organizmu.
Modelowanie matematyczne, w samej swojej istocie zaklada koniecznosé upraszczania
zaréwno struktur, jak i proceséw poddanych analizie. Niezbedne jest wiec zawarcie
pewnego kompromisu pomiedzy dazeniem do jak najlepszego odwzorowania rozpatry-
wanego procesl, a wprowadzanymi uproszczeniami.

Jednym z przyktadow ztozonego procesu moze by¢ nagrzewanie tkanki biologiczne;j.
W zalezno$ci od osiagnietej temperatury oraz czasu jej ekspozycji w tkance zachodza
zjawiska zwigzane z nieznacznym wzrostem perfuzji lub metabolizmu, zmiana parame-
trow termofizycznych, denaturacja tkanek az po ablacje i zweglenie struktur komoérko-
wych. Zmiana perfuzji, w przypadku umiarkowanych temperatur, skutkuje zmieniong
dostepnoscia tlenu w tkance, ktora moze zaniknaé¢ catkowicie w wyniku uszkodzenia ter-
micznego i zerwania sieci naczyn wtosowatych, odpowiedzialnych za dostarczanie tlenu
do tkanki. Impuls termiczny moze mie¢ rozmaite przyczyny, zarowno kontrolowane,
jak i niekontrolowane, oraz skutkowaé¢ zjawiskami takimi jak bielenie tkanki, beda-
cego nastepstwem oddzialywania wigzki lasera i zwigzanego z tym zmiany wtasnosci
optycznych tkanki. Ponadto, oprécz normalnych reakcji biochemicznych zachodzacych
w tkance, mozna pobudzi¢ dodatkowe reakcje, poprzez umieszczenie w jej obszarze
specjalnych substancji, jak ma to miejsce w niektorych zabiegach medycznych. Nie bez
wplywu na proces pozostaje kwestia zr6znicowania wartosci parametréw wynikajacych
z cech osobniczych.

Jak wida¢ w powyzszym opisie, matematyczny opis zjawisk zachodzacych podczas
nagrzewania termicznego tkanki moze uwzglednia¢ do$é sporo elementéw, jednak naj-
czesciej sktada sie na niego odpowiednie rownanie przeptywu biociepta, model termicz-
nego uszkodzenia tkanki, a w przypadku rozpatrywania impulsu cieplnego w postaci
wigzki lasera, takze odpowiedniego modelu dystrybucji swiatta w tkance. Catos¢ jest
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uzupeltniona funkcjami zmiennosci od temperatury i/lub uszkodzenia termicznego pa-
rametrow poszczeg6lnych modeli.

Wiadomo réwniez, ze w praktyce medycznej istnieja sytuacje, w ktorych jako narze-
dzie zabiegu wykorzystywany jest laser, natomiast sam zabieg opiera si¢ na obecnym
w tkance tlenie, bedacym podstawa zachodzacych w tkance reakcji. Taki mechanizm
jest podstawa terapii fotodynamicznej, szeroko stosowanym zabiegu onkologicznym.
Powstaje wiec pytanie o to, czy interakcja pomiedzy laserem a tkanka biologiczng
skutkuje jedynie w reakcjach fotochemicznych, czy tez moze, ze wzgledu na mozliwosé
podniesienia temperatury tkanki, a tym samym na jej perfuzje i obecnosé¢ w niej tlenu,

moze mieé szersze znaczenie dla samego zabiegu?

1.1 Luka badawcza

Zarowno modele przepltywu biociepla, jak i dystrybucji tlenu w tkankach stanowia
odrebne, dobrze rozwiniete dziedziny. W literaturze mozna znalez¢ liczne prace doty-
czace wykorzystania jednych lub drugich, brakuje jednak prac taczacych te modele, co
jak wyjasniono wczesniej, z punktu widzenia zjawisk zachodzacych w tkance moze jak
najbardziej mie¢ sens.

W odniesieniu do modeli dystrybucji tlenu przyjmuje sie¢ najczes$ciej uproszczenia
zwigzane z przyjmowaniem parametréow modelu jako statych, czesto nie uwzglednia sie
wplywu temperatury na zjawiska zachodzace w naczyniach wtosowatych, z ktorych tlen
przechodzi do obszaru tkanki. Wiadomo jednak, ze taki wplyw jest, co wiecej doczekatl
sie obszernych badan. Jest to tzw. efekt Bohra, zwiazany ze zmiang powinowactwa
tlenu do hemoglobiny, opisanego poprzez krzywa dysocjacji oksyhemoglobiny. Krzywa
ta stanowi element praktycznie kazdego modelu dystrybucji tlenu.

Predkosé¢ krwi w kapilarze z kolei jest parametrem silnie powigzanym z perfuzja.
O ile perfuzja opisuje obecnos$¢ i ruch krwi w tkance w sposob globalny, uwzglednia-
jac naczynia krwionosne réznego rzedu, to predkos¢ krwi w kapilarze odnosi sie do
pojedynczego naczynia wlosowatego. Co wiecej, perfuzja jest czesto traktowana jako
pewien marker uszkodzenia termicznego tkanki, a w modelach matematycznych jest
czesto wigzana ze zmiang temperatury i/lub wlasnie uszkodzenia termicznego. Zmiana
perfuzji moze sie wiec wigzac¢ ze zmiang predkos$¢ krwi w kapilarze, parametru niezbed-
nego w modelu dystrybucji tlenu.

Juz tylko te dwie istotne cechy modeli przeptywu biociepta i dystrybucji tlenu
wskazuja na luke badawcza dotyczaca braku zaré6wno metodologii, jak i wspolnego
modelu taczacego te dwa zjawiska.

Luka ta oczywiscie ma znacznie szerszy kontekst, zwigzany chocby ze wspomniang
juz wczesniej terapia fotodynamiczna. Jej podstawa jest generowanie w tkance cyto-
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toksycznej postaci tlenu, tzw. tlenu singletowego w wyniku reakcji fotochemicznych
zachodzgcych pomiedzy podstawowsa forma tlenu, czyli tlenu trypletowego a specjalng
substancja zwana fotouczulaczem. Reakcje te wywotywane sa poprzez oddzialywanie
Swiatlem na tkanke. Istniejg warianty terapii, ktore wykorzystuja lokalny wzrost tempe-
ratury jako dodatkowy efekt terapeutyczny, zazwyczaj jednak moce wykorzystywanych
7zrodet Swiatta sa na tyle niskie, ze nie dochodzi do uszkodzenia termicznego tkanki.
Jednak nawet przy niewielkich wzrostach temperatury, moze zosta¢ zmieniona perfuzja
tkanki, a ta, jak juz wspomniano, ma zwiazki z dostepnoscia tlenu w tkance.

W niniejszej pracy zaproponowano modele matematyczne, ktére wypetniaja wspo-
mniang luke badawcza. Ponadto zaprezentowano badania zwiazane z wykorzystaniem
roznych modeli krzywej dysocjacji oksyhemoglobiny, obecnosciag mioglobiny i zjawi-
skiem grupowania mitochondriow, jako czynnikéw przeciwdziatajacych hipoksji w tkan-
kach, a takze analiza wrazliwosci parametréw modelu dystrybucji tlenu. Nalezy tez
zauwazy¢, ze wykorzystywane réwnania, chociaz czesto odnosza sie do substancji che-
micznych, bazuja na prawach i zasadach transportu masy w powiazaniu z prawami

przeplywu ciepla.

1.2 Cel i teza pracy

Celem rozprawy doktorskiej byto wypetnienie istniejacej luki badawczej zwigza-
nej z modelami przeplywu biociepta i dystrybucji tlenu w tkance biologicznej, a takze
reakcji fotochemicznych zachodzacych podczas terapii fotodynamicznej. Mialo to na
celu stworzenie podstaw potaczonej analizy zjawisk opisanych przez wymienione mo-
dele.

W analizie termicznej wykorzystywano réwnanie przepltywu ciepta sformulowane
przez Pennesa, w ktorym uwzgledniono odpowiednie funkcje zrodet wewnetrznych zwia-
zane perfuzja, metabolizmem oraz oddzialywaniem lasera. Dodatkowo wzieto pod uwa-
ge zmiennos$¢ parametrow tkanki w wyniku dzialania podwyzszonej temperatury oraz
uszkodzenia termicznego, a takze odpowiedni model uszkodzenia termicznego tkanki
w postaci calki Arrheniusa.

Model dystrybucji tlenu bazuje na koncepcji walca Krogha, uwzgledniajacego row-
nania dla cignienia parcjalnego tlenu oraz nasycenia oksyhemoglobiny, wraz z r6znymi
modelami krzywej dysocjacji oksyhemoglobiny, niezbednymi do potaczenia obu réwnan
dla obszaru kapilary i tkanki. W zadaniu zwigzanym z obecnoscia mioglobiny w tkance,
wykorzystano réwniez krzywa dysocjacji tej substancji.

Do analizy zjawisk zachodzacych podczas terapii fotodynamicznej wykorzystano
uktad réwnan rozniczkowych dla stezen tlenu trypletowego, tlenu singletowego oraz

fotouczulacza, wraz z odpowiednimi funkcjami zwigzanymi z dostarczaniem tlenu do
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obszaru tkanki. Podstawowy zestaw réwnan uzupelniono réwnaniem dyfuzji optycznej
do opisu propagacji wigzki lasera w obszarze tkanki.

Stworzono efektywne algorytmy numeryczne do rozwiazania zadan bazujace na
metodzie réznic skoniczonych, metodzie elementéw brzegowych i metodzie strzatow,
w wiekszosci w §rodowisku MATLAB, w jego wersjach od R2021b do R2024b.

Teze pracy mozna sformutowac nastepujaco:

Efektywne modelowanie terapii zwigzanych z dostepnosciq tlenu w tkance
wymaga uwzglednienia procesow zwigzanych z przeptywem biociepta i dys-
trybucjg tlenu w tkance, a takze odpowiednich rownan zwigzanych z reak-

cjami chemicznymi zachodzgeymi podczas zabiegu.

1.3 Zakres pracy

Praca sktada sie z dwunastu rozdzialéw, spisu literatury oraz streszczenia w jezyku
polskim i angielskim. Wyniki badan wtasnych zamieszczono w rozdziatach 7-11.

W rozdziale 2 dokonano przegladu wiedzy zwiazanego z modelami przeptywu biocie-
pta. Oméwiono réwnania Pennesa, Cattaneo-Vernotte’a oraz réwnanie z dwoma cza-
sami opoéznien, wraz z warunkami jednoznacznos$ci wymaganymi do ich rozwigzania.
Przedstawiono rowniez efekty zachodzace w tkance podczas jej nagrzewania oraz mo-
del termicznego uszkodzenia tkanki w postaci modelu Arrheniusa.

Rozdzial 3 poswiecono zagadnieniu propagacji swiatla w tkankach biologicznych.
Omowiono zarowno podstawowe parametry optyczne tkanek, jak i podstawowe podej-
Scia matematyczne stosowane do opisu zjawiska.

W rozdziale 4 przedstawiono podstawowe modele krzywej dysocjacji oksyhemoglo-
biny, takie jak modele Hilla, Adaira, Kelmana oraz Dasha, dokonano réwniez ich porow-
nania. Opisano efekt Bohra, zjawisko zwigzane m.in. ze zmiang wartosci temperatury,
polegajace na przesunieciu krzywej dysocjacji. W rozdziale uwzgledniono réwniez in-
formacje o krzywych dysocjacji dla mioglobiny i dwutlenku wegla.

Rozdzial 5 poswiecono modelowi Krogha, ktory jest podstawowym modelem wyko-
rzystywanym w analizie transportu tlenu do tkanki. Zaprezentowano rownania wcho-
dzace w sktad modelu, warunki jednoznacznosci oraz modele zuzycia tlenu, bedace
integralna czescia opisu procesu. W rozdziale przedstawiono roéwniez sposoby wykorzy-
stania modelu.

W rozdziale 6 zawarto informacje dotyczace terapii fotodynamicznej, w ktorej istot-
ng role odgrywa przej$cie pomiedzy réznymi formami tlenu, zachodzace w tkance w wy-
niku oddzialywania na nig $wiatla. Przedstawiono i oméwiono diagram Jabtonskigo,
ktory ilustruje reakcje zachodzace podczas zabiegu oraz oméwiono model matematycz-
ny bazujacy na rézniczkowych réwnaniach reakcji.
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Czes¢ poswiecong badaniom wlasnym rozpoczyna rozdziat 7. Przedstawiono w nim
koncepcje potaczenia miedzy modelami przeptywu ciepta i dystrybucji tlenu, bazujaca
na parametrach tych modeli, czyli na wspotezynniku perfuzji i predkosci krwi w kapila-
rze. Uwzgledniono réwniez wplyw temperatury na krzywa dysocjacji oksyhemoglobiny,
przy czym rozpatrywano rézne modele krzywej, jak i r6zne warunki, ktére moga pano-
waé w tkance.

Glowna czescia kolejnego, 8 rozdziatu byta analiza wrazliwosci modelu dystrybu-
cji tlenu. Wykorzystano podejscie bezposrednie, w ktorym odpowiednie réwnania sg
rozniczkowane po parametrze, dla ktérego wykonywana jest analiza. Przedstawiono
postaci réwnan wrazliwo$ci, oraz wyniki obliczent dla siedmiu parametréw rozpatrywa-
nych zaréwno oddzielnie, jak i tacznie.

W rozdziale 9 pod uwage wzieto czynniki przeciwdziatajace zjawisku hipoksji, kto-
rymi byly obecno$¢ mioglobiny w tkance oraz zjawisko grupowania mitochondriow.
Przedstawiono model matematyczny uwzgledniajacy wspomniang substancje, jak i au-
torska funkcje odnoszaca sie do zjawiska.

Rozdzial 10 zawiera analize modeli przeplywu i reakcji fotochemicznych zacho-
dzacych podczas terapii fotodynamicznej, przy czym na tym etapie modele te byly
rozpatrywane osobno, a skupiono si¢ na pokazaniu potencjalnego wptywu, jaki moze
mie¢ zmieniona perfuzja, wynikajaca z interakcji laser-tkanka biologiczna, na przebieg
zabiegu.

Z kolei w rozdziale 11 przeprowadzono badania, w ktérych uwzgledniono potaczenie
pomiedzy modelem przeptywu biociepta i reakeji fotochemicznych. Przedstawiono kon-
cepcje sposobu modelowania obszaru nowotworu, uwzgledniajaca jego cechy wynikaja-
ce z nieregularnego uktadu naczyniowego oraz procesy z tym zwiazane. W zamierzeniu
model taki moze by¢ pewnego rodzaju cyfrowym blizniakiem dla tkanki nowotworowej,
przydatnym w planowaniu zabiegéw. Wykorzystano réwniez model walca Krogha, do
okreslenia poczatkowego stezenia tlenu trypletowego w tkance.

Rozdzial 12 zawiera wnioski oraz kierunki dalszych badar.

Prace doktorska wykonano w latach 2021-2025 w ramach Wspolnej Szkoty Dok-
torskiej prowadzonej w Politechnice Slaskiej. Badania byly finansowane ze $rodkéw
w ramach projektow:

o Modelowanie wplywu podwyzszonej temperatury na dystrybucje tlenu w tkance
biologicznej — 10/040/BKM22 /0126,

e Numeryczna analiza wplywu zewnetrznego impulsu cieplnego na dystrybucje tlenu
w thance biologicznej — 10/040/BKM23,/0149,

o Numeryczna symulacja dystrybucyi tlenu w tkance biologicznej poddane; dziataniu
zewnetrznego impulsu cieplnego — 10/040/BKM24 /0154,
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o Analiza numeryczna zjawisk cieplnych i dystrybucgji tlenu w tkance biologicznej
poddanej impulsowi cieplnemu — 10/040/BKM25/0165,

o Kompleksowe wsparcie rozwoju Wspdlnej Szkoty Doktorskiej © aktywnosci nauko-

wej doktorantow zwigzanej z potrzebami zielonej i cyfrowej gospodarks — FESL.10.25-

1Z.01-07E7/23.

Praca doktorska wpisuje sie w Priorytetowy Obszar Badawczy POB1: Onkologia

Obliczeniowa i Medycyna Spersonalizowana rozwijany w Politechnice Slaskiej.

1.4 Jednostki stosowane w modelach dystrybucji

tlenu

Obowiazujacym uktadem jednostek jest uktad SI, do ktérego zasad zawartych w do-
kumencie The International System of Units (SI) [1] zastosowano si¢ w tresci pracy.

Nalezy jednak zauwazy¢, ze chociaz zgodnie z przytoczonym dokumentem jednost-
ka cisnienia w uktadzie SI jest paskal [Pa|, to jednoczesnie dopuszcza on stosowanie
milimetra shupa rteci [mmHg]| jako jednostki legalnej w kontekscie medycznym, zwlasz-
cza przy pomiarach ci$nienia krwi oraz ci$nienia parcjalnego gazéw w fizjologii. Nalezy
jednak wyraznie okresli¢ jej relacje z jednostka SI: 1 [mmHg| = 133.322 [Pa].

W przedstawionych w pracy modelach dystrybucji tlenu zmienng niezalezna jest ci-
$nienie parcjalne tlenu, uzycie wiec jednostki [mmHg] jest w petni uzasadnione. W sktad
modeli dystrybucji tlenu wchodzi oczywiscie co najmniej kilka parametrow. W literatu-
rze naukowej, sa wykorzystywane rézne jednostki dla tych samych parametrow, ktore
moga by¢ reprezentowane przez te, uzyte w publikacjach [134, 206, 222|, na potrzeby
pracy nazwane umownie od pierwszych autoréw prac jako McGuire, Whiteley i Zhu.
Zestawy tych jednostek przedstawiono w tabeli 1.1.
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Tab. 1.1: Jednostki stosowane w wybranych pracach dotyczgcych modelowania transportu

tlenu
Parametr Whiteley [206] Zhu [222] McGuire [134]
Stezenie mol cm ™3 M mol cm ™3
Rozpuszczalnosé tlenu mol cm™2 mmHg ™! puM mmHg ™! (31113O2 cm ™3 mmHg ™!
Wspotezynnik — dyfuzji cm? g1 pm? s~1 cm? g1
tlenu w tkance
Wspotezynnik  Krogha, (cm? s71) (um? s~1) (cm? s71)
w tkance - (mol cm™® mmHg™ ') | - (uM mmHg™") | - (emd, cm™® mmHg™!)
Zapotrzebowanie mol cm 3 s71 uM s—1 cmg - 100- em™? min~!
na tlen
Wspotezynnik (cm? s71) (um? s71) (em? s71)
przenoszenia masy -(mol em™3 mmHg~!) | -(uM mmHg™1) (em@, cm™ mmHg™!)
Zdolnoé¢ krwi do mol cm;,> pM em—3 cmg), cmy?

przenoszenia tlenu

Przejscie pomiedzy poszczegolnymi zastawami jednostek przedstawionymi w tabeli
1.1 wymaga przyjecia wartosci nastepujacego przelicznika: 1 [mol Op] = 22400 [cm?O5).

W pracy przyjeto konwencje jednostek zaproponowana przez Whiteleya [206]. Do-
tyczy to w szczegolnosci rozdziatow zawierajacych badania wlasne. Odstepstwo od tego
dotyczy jedynie stezenia, dla ktorego w pracy uzywano dwoch réznych jednostek oraz
zwiazane z tym zroznicowane oznaczenia. W przypadku wykorzystania jednostki zgod-
nej z konwencja Whiteleya bedzie uzywane oznaczenie Cgypstancja [mol cm ™3|, natomiast
w przypadku wykorzystania jednostki zgodnej z konwencja Zhu: [substancja| z jednost-
ka [M] (por. Spis oznaczen). Odstepstwo to wynika z faktu, wykorzystania jednostek
zgodnych z Zhu w dosé okreslonych sytuacjach, np. przy literaturowym opisie reakcji
zachodzacych podczas terapii fotodynamicznej (rozdzial 3). Do opisu warunkéw pa-
nujacych w tkance np. nowotworowej, zwigzanych ze stezeniami réznych substancji,
w literaturze réwniez stosuje sie najczesciej jednostki zgodne z konwencja Zhu [222],

przy czym nie sa podawane podobne przeliczniki jak przytoczony wczesniej dla tlenu
(rozdzialy 4, 7).



2. Przeplyw biociepta

Pod wplywem impulsu cieplnego, czyli gwaltownego podwyzszenia temperatury
w krotkim czasie, w tkankach biologicznych zachodzi szereg proceséow, ktoére moga pro-
wadzi¢ do ich uszkodzenia lub zmiany funkcji. Mechanizmy te obejmuja zmiany na
poziomie komorkowym, tkankowym oraz biochemicznym, a ich doktadne zrozumienie
ma istotne znaczenie w kontekscie terapii medycznych, takich jak hipertermia czy krio-
terapia, ktore polegaja na kontroli temperatury w leczeniu nowotwordw.

W odpowiedzi na wzrost temperatury, jednym z proceséw zachodzacych w komor-
kach jest denaturacja bialek. Biatka enzymatyczne tracg zdolnos¢ do katalizowania
reakcji biochemicznych, co zaktdca podstawowe procesy metaboliczne w komorkach.
W przypadku tkanek nowotworowych, ktére wykazuja ograniczong zdolno$¢ do ter-
moregulacji i sa szczeg6lnie wrazliwe na wzrost temperatury, mechanizm ten odgrywa
wazng role w ich uszkodzeniu i eliminacji [173]. Ponadto, w wyniku wzrostu tempera-
tury dochodzi do uszkodzenia bton komoérkowych. Wzrost ptynnosci lipidéw w btonach
komorkowych prowadzi do zwiekszenia ich przepuszczalnosci, co skutkuje zaktoceniem
rownowagi chemicznej tkanki [76].

Gwaltowne zmiany temperatury wplywaja takze na tkanki na poziomie makroska-
lowym. Jednym z efektow jest rozszerzenie naczyn krwiono$nych oraz zwiekszenie prze-
puszczalnodci $cian naczyn kapilarnych, co prowadzi do obrzeku tkanek [101]. Zjawisko
to moze zmienia¢ lokalne warunki hemodynamiczne, wptywajac na perfuzje i dystrybu-
cje tlenu oraz substancji odzywczych. W warunkach podwyzszonej temperatury moze
rowniez wystapi¢ koagulacja bialek, czyli ich nieodwracalne skrzepniecie, co skutku-
je utrata funkcji komorek oraz struktury tkanek. Proces ten jest szczegodlnie istotny
w kontekécie terapii hipertermii, gdzie celem jest kontrolowane uszkodzenie tkanki no-
wotworowej [173].

Zmiany te maja réwniez wymiar biochemiczny. Pod wplywem impulsu cieplnego
w komorkach dochodzi do aktywacji odpowiedzi stresu cieplnego, w ktorej gtéwng role
odgrywaja bialka szoku termicznego (ang. heat shock proteins, HSP) [68]. HSP pel-
nig funkcje ochronng, stabilizujac uszkodzone biatka oraz wspomagajac ich naprawe.
Dodatkowo, impuls cieplny prowadzi do zwiekszonego wytwarzania reaktywnych form
tlenu, ktére moga uszkadzaé lipidy, biatka oraz DNA, poglebiajac stan zapalny i pro-
wadzac do dalszych uszkodzen komorek [182].
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Rownoczesnie, wzrost temperatury w obrebie tkanek moze prowadzi¢ do zaburzen
w metabolizmie komorkowym. Szczegolnie dotkliwe sa efekty zmniejszonej dostepnosci
tlenu i substratow energetycznych, co prowadzi do zaklocenia produkecji ATP oraz
obnizenia aktywnosci kluczowych szlakow metabolicznych. W kontekscie nowotworow,
gdzie czesto wystepuje juz niewystarczajaca perfuzja, dodatkowe ograniczenie dostepu
tlenu moze przyspieszy¢ procesy martwicy [83,212].

W tabeli 2.1 przedstawiono jedng z mozliwych klasyfikacji efektoéw termicznych

w tkance pod wplywem impulsu termicznego.

Tab. 2.1: Efekty termiczne w tkance podczas nagrzewania [148]

Temperatura [°C| | Efekt biologiczny

37 Normotermia
45 Hipertermia
50 Spadek aktywnosci enzyméw i motoryki komorek
60 Denaturacja bialtek i kolagenu, koagulacja
80 Wzrost przepuszczalno$ci bton komoérkowych
100 Parowanie, termiczna dekompozycja (ablacja)

> 100 Zweglenie

> 300 Zmniejszenie objetosci tkanki

Jak wynika z powyzszego opisu, przeptyw biociepta jest zjawiskiem dosé¢ zlozonym,
a jego modelowanie wymaga uwzglednienia co najmniej kilku elementéw zwigzanych
7 postacig réwnania przeplywu biociepta, warunkami brzegowo-poczatkowymi, funk-
cjami wewnetrznych zrodel ciepla, zmianami parametrow tkanki wywotanych podwyz-

szong temperaturg oraz odpowiednim modelem procesu uszkodzenia tkanki.

2.1 Roéwnania przeplywu biociepta

Transport ciepta w organizmach zywych jest ztozonym procesem, na ktéory wptywa-
ja roézne mechanizmy fizyczne, takie jak przewodzenie, konwekcja zwigzana z przeply-
wem krwi oraz generacja ciepta w wyniku aktywnosci metabolicznej [38,76]. W 1948
roku Harry H. Pennes zaproponowal matematyczny model opisujacy te zjawiska, ktory
do dzis stanowi podstawe analizy transportu ciepta w biologicznych uktadach [52, 75,
101,127,128, 141, 154, 181]. Paraboliczny model Pennesa bazuje na klasycznym row-
naniu przewodnictwa cieplnego Fouriera, rozszerzonym o dodatkowe cztony zwiazane

z wymiang ciepta miedzy tkanka a krwia. Dla nieustalonego pola temperatury rownanie
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to przyjmuje postaé [46,127,138,153-155]:

x € Q: cpa;tﬂ =V(VT) +Q (2.1)
gdzie p |kg m™3| oznacza gestos¢ tkanki, ¢ [J kg™' K™!| to cieplo wlasciwe tkanki,
A [W m~ K71 oznacza wspotezynnik przewodzenia ciepla tkanki, T = T'(x, t) oznacza
temperature tkanki, x to wektor wspétrzednych geometrycznych, ¢ to czas, Q = Q(x, 1)
[W m~3] reprezentuje wydajnos¢ wewnetrznych zrodet ciepta. Ich doktadna natura za-
lezy od specyfiki analizowanego uktadu, jednak ogélnie przyjmuje sie, ze catkowita ilog¢
generowanego lub wymienianego ciepta sktada sie z trzech gtéwnych komponentow:

Q = Qperf + Qmet + Qeazt (22)

gdzie Qe [W m™3| reprezentuje ciepto generowane przez metabolizm komorkowy,
Qext [W m™3] odnosi sie do zewnetrznych zrodet ciepla, takich jak energia dostarczana
w trakcie terapii, ktore wykorzystuja laser [101], fale elektromagnetyczne [101] lub ul-
tradzwigki |52], natomiast Qpers [W m ™3] opisuje wymiang ciepta z krwia przeptywajaca
przez tkanke. W modelu Pennesa zaleznos¢ ta wyrazona jest jako:

Qperf = waCb(Tb - T) (23)

gdzie py, [kg m~3] oraz ¢, [J kg™ K] oznaczaja odpowiednio gestosé i ciepto wlasciwe
krwi, w [s7!] to wspolczynnik perfuzji, a T, odpowiada temperaturze krwi w aorcie.
Roéwnanie Pennesa uwzglednia wplyw drobnych naczyn krwiono$nych oraz proceséw
metabolicznych poprzez odpowiednie funkcje zrodel ciepta [46,138,153] oraz zaktada,
ze temperatura krwi w tetnicach pozostaje stata, natomiast temperatura krwi w zy-
tach odpowiada temperaturze tkanki. Réwnanie Pennesa ma jednak istotne ograni-
czenie — nie pozwala na uwzglednienie wptywu duzych, szeroko rozstawionych naczyn
krwionoénych, ktére moga istotnie wplywa¢ na lokalny bilans cieplny [127,131].

W niektorych przypadkach, zwtaszcza przy modelowaniu zewnetrznych oddzialy-
wan cieplnych na tkanke, ktore prowadza do szybkiego i stosunkowo duzego wzrostu
temperatury, klasyczny model Pennesa moze nie w pelni oddawacé rzeczywiste procesy
fizjologiczne. Alternatywa jest hiperboliczny model przewodnictwa cieplnego, opraco-
wany niezaleznie przez Cattaneo [22] i Vernotte [196], ktory uwzglednia skoriczona
predkos$¢ propagacji ciepta, eliminujac problem nieskoniczonej szybkosci rozchodzenia
sie energii, charakterystyczny dla klasycznego prawa Fouriera. Dzigki temu lepiej opi-
suje dynamike transportu ciepta, szczegélnie w analizach krotkoterminowych zmian
termicznych zachodzacych w tkankach biologicznych. Jego matematyczny zapis przed-

stawia rownanie:

2
T
xEQ:cplaT—l— 0 %Cf (2.4)

gL T
5 T Ta 3t2] VIAVT)+Q + 7,
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gdzie 7, [s] to czas relaksacji, ktory odzwierciedla opdznienie w pojawieniu si¢ strumie-
nia ciepta, a w konsekwencji op6znienie w przewodzeniu ciepta przez tkanke.

Rozwinieciem modelu Cattaneo-Vernotte (CV) jest model z dwoma czasami op6z-
nien (ang. dual-phase lag model, DPL), ktory wprowadza dodatkowe op6znienie w re-
akcji temperatury na zmiane strumienia ciepta [113,114,192,210,217,218]:

)
ot

orT 0T

E + qu (25)

xEQ:cp[ 5

] = V(AVT) + TTQ VAV +Q + 7,
gdzie 7r [s|] oznacza czas termalizacji, ktory przedstawia opdznienie gradientu tempe-
ratury spowodowane przewodzeniem ciepta przez struktury o malych rozmiarach.

Nalezy podkresli¢, ze przy zalozeniu 7 = 0 w réwnaniu (2.5) otrzymujemy row-
nanie Cattaneo-Vernotte’'a, natomiast gdy dodatkowo 7, = 0, sprowadza si¢ ono do
klasycznego rownania Pennesa. Oznacza to, ze rownanie (2.5) stanowi bardziej ogol-
ng posta¢ modeli opisujgcych przewodnictwo cieplne w tkankach, obejmujac zaréwno
rownanie (2.4), jak i (2.1) jako szczegolne przypadki.

Istotnym wyzwaniem zwigzanym z zastosowaniem réwnania Cattaneo-Vernotte oraz
modelu z dwoma czasami op6znien jest precyzyjne wyznaczenie warto$ci parametrow 7,
i 77, ktore zazwyczaj sa okreslane eksperymentalnie. Mimo tej trudnosci, oba modele sa
wykorzystywane w analizie transportu ciepta w tkankach biologicznych. Rownanie CV
wykorzystano m.in. do opisu procesu nagrzewania tkanek [89,140|, do analizy nieusta-
lonego przewodnictwa ciepta w o$rodkach o zmiennych przestrzennie wtasciwosciach
termicznych [158], a takze do modelowania powstawania oparzen skornych [85,123].
Z kolei model DPL zastosowano w analizie oddzialywania promieniowania laserowego
na tkanki biologiczne [217,218|, jak i do opisu procesu zamrazania tkanek biologicz-
nych [139,146]. Model DPL zastosowano rowniez do opisu rozktadu temperatury w na-
czyniu krwiono$nym i otaczajacej tkance z guzem, uwzgledniajac op6Znienia przewo-
dzenia ciepta oraz heterogenicznosé krwi [129]. W literaturze zaproponowano réwniez,
podejscia umozliwiajace wyznaczenie wartosci czaséw opoznien 7, i 7, ktore znaczaco
wplywaja na doktadnosé predykeji modelu [6,213].

Innym podejsciem do modelowania transportu ciepta w tkance biologicznej jest trak-
towanie jej jako osrodka porowatego, podzielonego na dwie strefy: naczyniowa (obej-
mujaca naczynia krwionosne) oraz pozanaczyniowa (sama tkanke) [6,7,213]. W takim
ujeciu matematyczny opis zjawiska opiera sie na uktadzie dwoch réwnan rézniczkowych,
ktore niezaleznie okreslajg rozklad temperatury w krwi oraz w tkance. Przy przyjeciu
odpowiednich zatozen modelowych, mozna uzyskaé¢ tzw. uogélnione réwnanie z dwoma
czasami opoznient (ang. generalized dual-phase lag model, GDPL), w ktorym uwzgled-
niono czynniki sprzezenia oraz czasy opoznieni [213]. Do opisu pola temperatury dla obu



2. Przeplyw biociepla 24

tych podobszaréw zastosowano model porowaty z dwoma réwnaniami [131,137,213]:

or
x e Q: (1—€)p67 = (1—6))\V2T+06AGDPL(T1,—T)

ot (2.6)
+ waCb(Tb - T) + (1 - 5)Qmet + (]- - g)Qext
T, )
X e : EPLCh E + VT, -u| = e VT, + OéAGDpL(T — Tb) (2 7)

+ w,Obe(T - Tb) + <C:Cgmet,b + ngxt,b

gdzie £ to porowatos¢, czyli stosunek objetosci krwi do caltkowitej objetosci rozpatry-
wanego obszaru tkanki [105,130,211], u [m s™!| oznacza wektor predkosci przeplywu
krwi, o [W m~2 K~!| jest wspolczynnikiem wymiany ciepta pomigdzy krwia a otaczaja-
ca tkanka, natomiast Agppr [m? m™3] okresla powierzchnie kontaktu miedzy ukladem
naczyniowym a tkanka odniesiong do jednostki objetosci. Indeks dolny b odnosi sie do
obszaru naczyn krwionosnych.

Wspotcezynnik sprzezenia definiuje sie jako [137,213):

G = aAgppr +wep (2.8)

Po odpowiednich przeksztalceniach matematycznych 80,131, 191] rownania (2.6)
oraz (2.7) mozna zapisa¢ jako jedno rownanie, w ktorym niewiadoma jest temperatura
tkanki 7"

| or T , 0,
x€Q: Coy ((% + rqaﬁ) = Aosy (v T+ v T])
+ G<Tb - T) + 8(CQmet,b + Qext,b) + (]- - 5)<Qmet + Qe:pt) (29)
Tq Ceff anet,b aC2las,b - anet 8Q€xt
1 —e)pe [5 ( o oo )T T T

gdzie Cepp [J m™3 K] to efektywne ciepto wlasciwe.
Z kolei temperatura krwi T}, okreslana jest przy uzyciu zaleznosci [137]:

eppcp 0Ty
T, =T — — 2.10
’ G ot (2:10)
Czasy opdznien 7, oraz 7p w rownaniu (2.9) wyrazone sa poprzez [213]:
e(1 —¢)pcppey
= ——— 2.11
Tq GCeff ( )
1—¢)A
_ (1 —2)may (2.12)

T GAy
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gdzie:
Aeff = E)\b + (1 — 6))\ (213)

Cepr =eppcy + (1 —€)pc (2.14)

Na podstawie teorii osrodkow porowatych opracowano réowniez model trojtempera-
turowy, ktory w sposob analogiczny do modelu dwutemperaturowego opisanego roéwna-
niami (2.6) i (2.7) opiera sie na trzech rownaniach przewodnictwa ciepta |6,12,93,147].
Opisuja one rozktad temperatury w tkance, krwi tetniczej oraz krwi zylnej. Parametry
modelu, takie jak czasy relaksacji oraz wspotczynniki sprzezenia, zostaty okreslone na
podstawie wlasciwosci strukturalnych tkanek miekkich, w tym $rednic naczyn krwiono-
$nych, predkosci perfuzji krwi oraz wspotczynnikow wymiany ciepta miedzy naczyniami
krwiono$nymi a otaczajaca je tkanka. Tak skonstruowany model umozliwia odwzoro-
wanie procesOw wymiany ciepta w organizmach zywych w sposéb uwzgledniajacy ich
ztozona, wieloskalowa nature.

Rownanie Pennesa zostalo wybrane w niniejszej pracy jako model opisujacy trans-
port ciepta w tkankach biologicznych ze wzgledu na jego szerokie zastosowanie i ugrun-
towana pozycje w literaturze naukowej. Pomimo pewnych ograniczen, takich jak za-
tozenie natychmiastowej propagacji ciepta, rownanie Pennesa pozostaje podstawowym
narzedziem w analizie przeplywu biociepta, zwlaszcza w badaniach dotyczacych hi-
pertermii terapeutycznej, kriochirurgii oraz oceny wplywu czynnikéw zewnetrznych
na temperature tkanek. Model ten uwzglednia mechanizmy wymiany ciepta, takie jak
przewodnictwo cieplne, metabolizm oraz efekt perfuzji krwi, co pozwala na odwzoro-
wanie proceséw termicznych w organizmach zywych. Jego stosunkowo prosta forma
matematyczna ulatwia implementacje numeryczng i interpretacje wynikoéw, co czyni je
praktycznym wyborem w modelowaniu proceséw cieplnych w kontekscie prowadzonych
badan.

W kontekscie rozwigzywania réwnan przeptywu ciepta w tkankach biologicznych,
konieczne jest zastosowanie odpowiednich warunkéw poczatkowych i brzegowych. W za-
leznoéci od charakterystyki badanego uktadu, wybor warunkéw brzegowych ma kluczo-
we znaczenie dla uzyskania prawidtowego rozwigzania. Jako warunki brzegowe stosuje
sie warunki Dirichleta, Neumanna i Robina. Warunek Dirichleta zaktada, ze tempera-
tura na brzegu obszaru przyjmuje zadana, ustalona wartosé¢ [23,142]:

X € Fli T:To, (215)

gdzie Tj oznacza znane pole temperatury.
Warunek Neumanna definiuje przypadek, w ktorym na brzegu obszaru zadany jest
strumien ciepla |23,142|:

x € I'y: ¢q=-AVT -n=q (2.16)
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gdzie gy [W m™2] to dystrybucja strumienia ciepla, a n jest wektorem normalnym do
powierzchni brzegu.

Ostatni z czesto stosowanych warunkéw brzegowych to warunek Robina, ktory sta-
nowi polaczenie warunkéw Dirichleta i Neumanna. Jest on wykorzystywany, gdy za-
chodzi wymiana ciepta pomiedzy badana tkanka a jej otoczeniem [23,142]:

x € I's: ¢g=-AVT -n=ao(T —T,mw) (2.17)

gdzie Ty, to temperatura otoczenia.

Zmodyfikowany warunek brzegowy Robina, ktory uwzglednia zar6wno emisyjnosé
powierzchni, jak i efekt parowania, jest stosowany, gdy promieniowanie cieplne i odpa-
rowywanie substancji znaczaco wpltywaja na bilans energetyczny uktadu. Ze wzgledu
na zalezno$¢ od czwartej potegi temperatury, warunek ten przyjmuje posta¢ nielinio-
wa [12,23,37]:

X € FJ L qg= O{(T - Tamb) + EemSUSB(T4 - T(f b) + Gevp <218>

m

gdzie qe,p [W m™2] to strumien ciepta wynikajacy z parowania powierzchni, &.,,s 0zna-
cza emisyjnos¢ powierzchni, ogp [W m~2 K™%] to stala Stefana-Boltzmana (csp =
5.67-1078).

Warunek brzegowy czwartego rodzaju, zwany réwniez warunkiem idealnego kon-
taktu, opisuje ciagltos¢ temperatury oraz strumienia cieplnego na styku dwéch réznych
podobszarow. W odniesieniu do tkanek biologicznych sytuacja taka ma miejsce np.
w tkance skornej, ktora jest struktura wielowarstwows (naskorek, skora wlagciwa, war-
stwa podskorna) [63,188|. Stosuje sie go w sytuacjach, gdy dwa materialy o réznych
wlasciwosciach termicznych stykaja sie ze soba, a wymiana ciepta zachodzi na ich
wspolnej granicy [23,142]:

Tj = Tj+1
—/\JVTJ N = —Aj+1v7}+1 -1

W przypadku rozpatrywania nieustalonego przeptywu biociepta nalezy uwzglednic¢

rowniez warunki poczatkowe. Wymagaja one znajomosci rozktadu temperatury w ca-
tym obszarze w chwili poczatkowej t = 0, co mozna zapisaé jako:

t=0:T = This (2.20)

gdzie T;,;; oznacza poczatkowa temperature w danym osrodku.
Dodatkowo, w przypadku rownan opisujacych przepltyw biociepta z uwzglednieniem
czasOw opoOznien, zaklada sie, ze [121,213]:
orT

t=0: 5 =0 (2.21)

Warunek ten odzwierciedla zalozenie o poczatkowej réwnowadze dynamicznej ukla-

du przed rozpoczeciem procesu przewodzenia ciepta.
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2.2 Parametry termofizyczne tkanki

Parametry termofizyczne tkanek biologicznych odgrywaja wazng role w modelo-
waniu procesOw wymiany ciepta, szczegdlnie w kontekscie terapii termicznych, takich
jak ablacja cieplna czy leczenie nowotworéw za pomoca laseréw. Do najwazniejszych
parametréow naleza wspotczynnik przewodzenia ciepla, objetosciowe ciepto wlasciwe,
predkos¢ perfuzji krwi oraz sktadnik metaboliczny, ktore zmieniaja sie wraz z tem-
peratura, wptywajac na dynamike transportu energii w tkance. Liczne badania eks-
perymentalne przeprowadzone na roéznych gatunkach ssakéw i dla roéznych rodzajow
tkanek potwierdzily, ze parametry termofizyczne wykazuja istotng zaleznosé od tem-
peratury [117,144,179|. Réwniez w niniejszej pracy uwzgledniono wplyw temperatury
na przewodnictwo cieplne oraz objetosciowe cieplo wlasciwe w odniesieniu do tkanki
ludzkiej.

Przewodnictwo cieplne tkanki A okresla jej zdolnosé¢ do transportu ciepta i zalezy
zarowno od temperatury, jak i od jej sktadu. W artykule [149] omo6wiono modelowa-
nie przewodnosci cieplnej tkanek w kontekscie leczenia nowotworéw za pomocs terapii
laserowej. Graficzne przedstawienie tej zaleznosci znajduje sie na rysunku 2.1, nato-
miast je] matematyczny opis przedstawia ponizsze rownanie (wymagana temperatura
w Kelwinach):

A(T) = 0.6489 + 0.0427 arc tg [0.0252 - (T' — 315.314)]  [Wm'K™'| (2.22)
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Rys. 2.1: Zaleznos¢ wspotezynnika przewodzenia ciepta od temperatury [149]
Podobnie, objetosciowe cieplo wlasciwe C' = ¢p (iloczyn ciepta wlasciwego i gesto-

$ci) okresla zdolnosé tkanki do magazynowania ciepta. W niniejszej pracy wykorzystano
zaleznos$¢ przedstawiona w [60], w ktorej pojemnosé cieplna jest funkcja przewodnictwa
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cieplnego. Wybor tej zaleznosci wynika z jej empirycznego odniesienia do tkanki ludz-
kiej. Wykres ilustrujacy te zaleznos¢ znajduje sie na rysunku 2.2, a jej matematyczny

opis okresla rownanie:

C(A) = (3.385A+2.17) - 10°  [Jm~*K "] (2.23)

%108

4.55

0.6 0.62 0.64 0.66 0.68 0.7
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Rys. 2.2: Zaleznosé objetosciowego ciepta wlasciwego od przewodnosci cieplnej [60]

W modelowaniu transportu ciepta w tkankach biologicznych mozna przyjmowac,
ze objetosciowe ciepto wlasciwe nie zalezy bezposrednio od temperatury, lecz od prze-
wodnoéci cieplnej. Takie podejscie wynika zaréwno z analizy eksperymentalnych danych
pomiarowych, jak i z wlasciwosci fizycznych tkanek. Badania wykazaly, ze w przypad-
ku wielu tkanek, zwlaszcza tych o wysokiej zawarto$ci wody, istnieje silna korelacja
pomiedzy przewodnoscig cieplna a dyfuzyjnoscig termiczna [60]. Oznacza to, ze zmia-
ny przewodnoéci cieplnej moga by¢ skutecznie wykorzystywane do okreslenia objeto-
sciowego ciepla wlasciwego, bez koniecznosci wprowadzania dodatkowej zaleznosci od
temperatury. Taka zalezno$¢ wynika bezposrednio z definicji dyfuzyjnosci termicznej
a [m? s7!|, ktora jest okreslona jako [60,117,179]:

o= (2.24)

Podejscie, ktorego przyktadem jest funkcja (2.23) pozwala na bardziej precyzyjne
odzwierciedlenie procesoéw wymiany ciepta w réznych typach tkanek. Umozliwia row-
niez lepsze dopasowanie wynikow symulacji do danych eksperymentalnych, zwtaszcza
w przypadku tkanek takich jak trzustka, tkanka moézgowa czy miesnie szkieletowe, dla
ktorych zaleznosé przewodnosci cieplnej od temperatury zostata potwierdzona w ba-
daniach.
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2.3 Modelowanie termicznego uszkodzenia tkanki

W wielu przypadkach modelowania przeptywu biociepta staje sie niezbedne uwzgled-
nienie uszkodzenia termicznego tkanki w wyniku podwyzszonej temperatury, przy czym
moze to by¢ zwiazane zaréwno z niekontrolowanym (jak w przypadku oparzen termicz-
nych) jak i z kontrolowanym (rézne przypadki termoterapii) oddzialywaniem termicz-
nym. Dotyczy to wiec w szczegdlnosci zadan, w ktorych pozadana jest odpowiedz na
pytanie, czy i po jakim czasie nastapita termiczna destrukcja tkanki, jak réwniez za-
dan, w ktorych konieczne lub celowe staje sie uwzglednienie zmian wartosci parametrow
tkanki w wyniku postepujacego uszkodzenia termicznego.

Jednym z podejs¢ do matematycznego modelowania zmian w strukturze tkanki jest
zastosowanie catki Arrheniusa (ang. Arrhenius integral, injury/damage integral). For-
mula ta, opracowana w 1884 roku przez szwedzkiego chemika Svantego Arrheniusa,
stuzy do opisu zalezno$ci miedzy temperatura a szybkoscia reakcji chemicznych, a jego
zastosowanie w kontekscie tkanki biologicznej, pozwala na uwzglednienie wptywu pod-
wyzszonej temperatury na procesy destrukcyjne zachodzace w komérkach, co mozna
wyrazi¢ w postaci [3,80,101,113,153]:

Arr(x,t) = A/Ot exp [_Rfo,t)] dt (2.25)

gdzie A [s7!] to wspolezynnik zderzen efektywnych, R [J mol™! K| to uniwersalna sta-
la gazowa (R = 8.314472), E |J mol™!| oznacza energie aktywacji, T' |K| temperature,
tf" to czas koricowy analizy.

Przyjmuje sie, ze nieodwracalne zniszczenie tkanki nastapito, gdy:

Arr(x,t) > 1 (2.26)

A stopien zniszczenia tkanki w wyniku oddziatywania termicznego odpowiada udzia-

towi zniszczonych komorek w catkowitej objetosci tkanki Fp, co jest wyrazone jako |76]:

Ceetl.0 — Ceen(t)

FD(X’ t) B Ceell,0

=1—exp(—Arr(x,t)) (2.27)
gdzie ceo oznacza poczatkowa koncentracje zdrowych komorek, natomiast ce.(t) to
koncentracja komoérek po czasie ¢, rozumianym jako czas oddzialywania cieplnego. Jak
wynika z powyzszej zalezno$ci, dla wartos$ci progowej Arr = 1, 63% komorek jest
trwale i nieodwracalnie uszkodzonych termicznie. Warto réwniez zauwazy¢, ze stopien
uszkodzenia tkanki na poziomie 99% jest uzyskiwany dla wartosci Arr = 4.6, co rOwniez
jest czasami stosowanym kryterium.

Cecha modelu Arrheniusa jest to, ze wyznaczone uszkodzenie termiczne jest nieod-

wracalne, poniewaz wartos¢ catki zawsze bedzie rosnaé¢, lub pozostawa¢ na tym samym
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poziomie. Z drugiej strony, wiadomo, ze w rzeczywistej tkance biologicznej, zwlaszcza
w przypadku umiarkowanych wzrostéow temperatury, moze w naturalny sposéb usta-
pi¢. Niewatpliwie jest to pewien mankament tego modelu, co jednak nie przeszkadza
w tym, aby byt to najszerzej stosowany model uszkodzenia termicznego tkanki. W li-
teraturze pojawiaja sie propozycje metod wspoélpracujacych z modelem Arrheniusa,
w rodzaju algorytmu ustepowania uszkodzenia termicznego tkanki (ang. tissue thermal
injury withdrawal algorithm, TTIW) [76,81]. Sa tez prace, w ktorych postulowane jest
uwzglednianie dodatkowego wspotczynnika wplywajacego na powrdt tkanki do stanu
natywnego, a wynikajacego z obecnosci tlenu w tkance [40,42].

Parametry calki Arrheniusa (A i F) sa wyznaczane zawsze razem. W tabeli 2.2
zamieszczono przykladowe wartosci tych parametrow, ktore najczeéciej pojawiaja sie

w literaturze.

Tab. 2.2: Wartosci parametrow A i E dla réznych tkanek [63,185]

Tkanka A s E [J mol™}]
Watroba 7.39-10% | 2.58-10°
Skora 1.80-10° | 3.27-10°
Martwe komorki 2.98-10% | 5.06-10°
Tkanka z naczyniami wlosowatymi | 1.98-10'%¢ | 6.67-10°
Naskorek 3.10-10%® | 6.20-10°
Aorta 5.60-10%% | 4.30-10°
Skoagulowane bialko 7.39-1037 | 2.58-10°

Jak widaé¢, wartosci parametréw A i E s silnie uzaleznione od rodzaju analizo-
wanej tkanki, co podkresla znaczenie indywidualnych badan eksperymentalnych dla
roznych typow tkanek biologicznych. Proces ten opiera sie na poddaniu probek tkanki
dzialaniu stalej temperatury przez okreslony czas Tggmage, ktory odpowiada progowi jej

zniszczenia. Wowczas wzor catkowy przyjmuje postac:

E
1= ama, eA €x - 2.28
domage S P l RT(X)] (2:28)
gdzie warto$¢ 1 wynika z kryterium martwicy komorkowej.
Aby umozliwi¢ analityczne wyznaczenie parametréow A i E, powyzsza zalezno$¢
logarytmuje sie obustronnie:

In(1) = In(7aamage) + In(A) +In (exp [— RY?(X)D (2.29)
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co upraszcza sie do:

E
=1 In(A) — 2.
0 n(Tdamage) + n( ) RT(X) ( 30)
Ostatecznie otrzymujemy zalezno$¢ liniowa [204]:
E 1
1 =—.———In(A 2.31
H(Tdamage) R T(X) n( ) ( 3 )

Na podstawie danych eksperymentalnych konstruuje sie wykres In(74umage) W funk-
cji 1/T(x), z ktorego mozna odczytaé¢ wartosci wspotezynnikow E/R oraz In(A) (Rys.
2.3). W ten sposob uzyskuje sie empiryczne dopasowanie parametrow modelu Arrheniu-
sa, umozliwiajace precyzyjne modelowanie wpltywu temperatury na degradacje tkanek

biologicznych.
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Rys. 2.3: Wykres czasu ekspozycji In(7Tggmage) W funkcji odwrotnej temperatury tkanki
1/T(x) [63,204]

Jednym z parametrow tkanki biologicznej jest wspotezynnik perfuzji w, ktéry moze
by¢ traktowany jako pewien wskaznik uszkodzenia termicznego tkanki. Jedna z obec-
nych w literaturze funkcji wigzacych warto$¢ catki Arrheniusa z wartoscia perfuzji jest
doswiadczalna funkcja zaproponowana przez Abrahama i Sparrowa [3|:

Wo, Arr =0
14 25Arr — 260Ar12)w,, 0 < Arr < 0.1
w(Arr) = ( & ) " (2.32)
(1 — Arr)wy, 0.1 <Arr<1
0, Arr > 1

gdzie wy to poczatkowa wartosé perfuzji, dla tkanki w stanie normotermii.
Interpretacja tej zaleznosci wskazuje, ze dla niewielkich wartosci Arr (od 0 do 0.1)
dochodzi do rozszerzenia naczyn krwionosnych, co moze stanowi¢ mechanizm kompen-
sacyjny organizmu wobec rosnacej temperatury. W zakresie Arr od 0.1 do 1, perfu-
zja stopniowo maleje, co §wiadczy o narastajacych uszkodzeniach termicznych naczyn.
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Natomiast gdy warto$¢ Arr przekroczy jeden, perfuzja catkowicie ustaje, co oznacza
wystapienie trwalego uszkodzenia termicznego tkanki.

Na rysunku 2.4 przedstawiono przebieg calki Arrheniusa oraz odpowiadajaca mu
krzywa zmiany wspolezynnika perfuzji obliczonego na podstawie funkeji (2.32).

Ll 6

| J |
" ‘ ‘ . o
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Rys. 2.4: Przebieg catki Arrheniusa oraz wspotczynnika perfuzji w(Arr)



3. Oddzialywanie §wiatla na tkanke
biologiczng

Oddzialywanie promieniowania $wietlnego, w tym wiazki laserowej, z tkanka bio-
logiczna stanowi ztozony proces fizykochemiczny, ktéry moze prowadzi¢ do szeregu
efektow biologicznych, zaleznych od parametrow swiatta oraz wlasciwosci optycznych
o$rodka biologicznego. Do podstawowych mechanizméw fizycznych opisujgcych propa-
gacje Swiatta w tkance naleza: absorpcja, rozpraszanie, odbicie, zalamanie i transmisja.
Kazdy z tych proceséw wplywa na gltebokos$¢ penetracji promieniowania, przestrzenny
rozktad energii oraz rodzaj wywolywanej reakcji biologicznej.

Absorpcja energii $wietlnej przez tkanke wigze sie bezposrednio z obecno$cia chro-
moforéow, takich jak melanina, hemoglobina, bilirubina czy woda, ktore selektywnie po-
chlaniaja $wiatto w zaleznosci od dhugosci fali [73]. Proces ten jest zasadniczo zwigzany
z drganiami czasteczek medium absorbujacego, ktére po pochtonieciu energii promie-
niowania elektromagnetycznego przechodza w stan wzbudzony. W wyniku tego zjawiska
energia S$wiatla zamieniana jest na cieplo, co prowadzi do lokalnego wzrostu temperatu-
ry oraz zmniejszenia intensywnosci fali elektromagnetycznej w miare jej przechodzenia
przez medium [205]. Absorpcja odgrywa kluczowa role w powstawaniu efektow fototer-
micznych, a takze w zjawiskach fotochemicznych i fotoablacyjnych.

Selektywnos¢ absorpcji promieniowania przez tkanki biologiczne wynika z obecnosci
roznych chromoforow, ktorych charakterystyki absorpcyjne s silnie zalezne od dtugosci
fali. W pasmie ultrafioletu (100 nm =+ 380 nm) oraz $wiatla widzialnego (380 nm -+
780 nm) glownymi substancjami absorbujacymi sa biatka i pigmenty biologiczne, takie
jak melanina czy hemoglobina. Natomiast w zakresie podczerwieni (780 nm + 1 mm),
dominujacym absorbentem staje sie woda. Wtasnie w zakresie od okoto 600 nm do 1200
nm absorpcja i rozpraszanie przez wiekszo$¢ sktadnikéw tkanki jest relatywnie niskie, co
umozliwia glebsza penetracje¢ promieniowania. Ten przedziat dtugosci fali jest okreslany
jako "okno biologiczne" lub "okno terapeutyczne". Zostalo ono zaznaczone kolorem
zOktym na rysunku 3.1, ktory przedstawia widmo absorpcyjne wybranych chromoforow
biologicznych.
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Rys. 3.1: Widmo absorpcyjne wody, melaniny i hemoglobiny

Rozpraszanie $wiatla w tkance wynika z jej strukturalnej niejednorodnosci, obec-
nosci komorek, organelli, wtokien kolagenowych czy granic miedzy réznymi o§rodkami.
Powoduje to zmiane kierunku propagacji promieniowania, bez koniecznosci zmiany je-
go energii. Rozpraszanie moze by¢ wielokrotne i zalezy od rozmiaru oraz refrakcyjnego
kontrastu elementow rozpraszajacych wzgledem otaczajacego medium [190]. Jego efek-
tem jest rozmycie wigzki i redystrybucja energii w objetosci tkanki, co znacznie wplywa
na skutecznos$¢ penetracji swiatta do glebiej potozonych struktur.

Z kolei odbicie §wiatta zachodzi na granicach miedzy o$rodkami o r6znych wspot-
czynnikach zatamania, np. pomiedzy powietrzem a powierzchnia skory, co moze skut-
kowa¢ znaczng utrata energii jeszcze przed wniknieciem wigzki do wnetrza tkanki.
Zatamanie (refrakcja) prowadzi natomiast do zmiany kierunku propagacji promienio-
wania w zwigzku z przechodzeniem przez osrodki o réznej gestosci optycznej. Wreszcie,
transmisja odnosi sie do ilodci $wiatta, ktora przenika przez dana warstwe biologiczna,
co w duzym stopniu zalezy od dtugosci fali — promieniowanie bliskiej podczerwieni ce-
chuje sie relatywnie duza zdolnoscia penetracji w glab tkanek, w przeciwienistwie do
promieniowania o mniejszej dtugosci fali (np. ultrafioletowego), ktore ulega silniejszej
absorpcji i rozpraszaniu |73].

W zaleznosci od wlasciwosci wiazki §wiatta, takich jak moc, dtugosé fali, czas trwa-
nia impulsu czy tryb emisji, oraz od charakterystyki optycznej tkanki, $wiatto moze
wywolywaé rézne efekty biologiczne. Wyréznia sie m.in.:

e Efekty fotochemiczne, ktére odgrywaja istotna role w procesach takich jak foto-
biomodulacja czy terapia fotodynamiczna. W terapii tej, zastosowanie znajduje
selektywna aktywacja fotosensybilizatorow, ktore po naswietleniu $wiattem o od-
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powiedniej dtugosci fali generuja reaktywne formy tlenu, prowadzac do selektyw-
nego niszczenia komorek patologicznych, np. nowotworowych [8,43].

e Efekty fototermiczne, wykorzystujace lokalne podgrzewanie tkanki w wyniku ab-
sorpcji promieniowania. Znajduja one zastosowanie w koagulacji, waporyzacji czy

termolizie naczyn krwionosnych [164] (por. rozdziat 2).

e Efekty fotoablacyjne polegaja na precyzyjnym usuwaniu tkanek w wyniku oddzia-
tywania wysokoenergetycznych impulséw Swietlnych, zazwyczaj o bardzo krotkim
czasie trwania (np. femtosekundowym) i wysokiej intensywnosci. Proces ten za-
chodzi bez istotnego uszkodzenia termicznego otaczajacych struktur i jest szcze-
golnie wykorzystywany w chirurgii refrakcyjnej oka oraz w zabiegach dermatolo-
gicznych, takich jak usuwanie zmian skornych [72].

e Efekty fotojonizacyjne wystepuja w wyniku dziatania ultrakrotkich impulsow la-
serowych o bardzo wysokiej energii, ktore prowadzg do wielofotonowej jonizacji
czasteczek oraz powstania plazmy w obrebie tkanki. Proces ten moze skutkowacé
gwaltowng ekspansja materiatu i wytworzeniem fali uderzeniowej, co z kolei pro-
wadzi do mechanicznych uszkodzen tkanek. Efekty te wykorzystywane sa m.in.

w mikrochirurgii, usuwaniu kamieni nerkowych oraz stomatologii [198].

Zdolnosé $wiatta do wywolywania powyzszych efektow wykorzystywana jest w licz-
nych dziedzinach medycyny, takich jak dermatologia, onkologia, okulistyka, stomato-
logia czy chirurgia. Precyzyjne dopasowanie parametrow zrodia swiatta do wiasciwosci
tkanki oraz oczekiwanego efektu terapeutycznego pozwala na uzyskanie wysokiej selek-
tywnosci dziatania przy minimalizacji uszkodzen otaczajacych, zdrowych tkanek.

3.1 Parametry optyczne tkanki

Charakterystyka oddzialywania $wiatta z tkanka biologiczna jest Scisle determi-
nowana przez jej wlasciwosci optyczne. Podstawowymi parametrami optycznymi sa:
wspolczynnik absorpcji, wspétczynnik rozpraszania oraz wspétczynnik anizotropii roz-
praszania.

Wspotezynnik absorpcji p, [em™!| okresla prawdopodobienistwo pochloniecia fotonu
przez tkanke na jednostke dlugosci drogi. Pochtonieta energia moze zosta¢ zamieniona
na ciepto lub wykorzystana w procesach fotochemicznych. Poniewaz jednak swiatto
w tkance ulega nie tylko absorpcji, lecz réwniez rozpraszaniu, dla pelniejszego opisu
propagacji promieniowania w o§rodku wprowadza sie caltkowity wspotczynnik ttumienia

e [em™!], bedacy suma obu zjawisk [30]:

[t = Ha + fs (3.1)
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Srednia droga swobodna fotonéw miedzy kolejnymi zdarzeniami absorpcji lub roz-

praszania opisana jest przez odwrotnosé tego wspotczynnika:
1

Pomocnym parametrem ilustrujacym wzgledny udziat absorpcji i rozpraszania w ttu-

mieniu $wiatta w tkance jest optyczne albedo agpic [205]:

s s
Qoptic = — = 3.3
P e e A s (3:3)

Dla os$rodkéw silnie absorbujacych albedo przyjmuje wartosci bliskie zeru, nato-

miast w przypadku dominujgcego rozpraszania dazy do jednosci. W sytuacji, gdy oba
wspotcezynniki sa porownywalne, albedo wynosi okoto 0.5. W tzw. "oknie terapeutycz-
nym" (600 nm <+ 1200 nm), wartosci albedo sa zazwyczaj wysokie, co sprzyja gltebszej
penetracji promieniowania w gtab tkanki.

Wspolezynnik rozpraszania i, [cm ™| okresla czestosé zmiany kierunku propagacji
fotonow w wyniku oddzialywan z mikroskopowymi niejednorodnosciami, takimi jak
organelle komorkowe, blony komorkowe czy wlokna kolagenowe [190]. W wiekszosci
tkanek biologicznych rozpraszanie ma charakter silnie anizotropowy, co oznacza, ze
fotony sa preferencyjnie rozpraszane w kierunku zgodnym z kierunkiem pierwotnym.
Wiasciwos¢ te opisuje wspolczynnik anizotropii g, ktory przyjmuje wartosci od —1
(rozpraszanie wsteczne) do +1 (rozpraszanie w przod), przy czym g = 0 oznacza roz-
praszanie izotropowe. W tkankach biologicznych wartosci g mieszcza sie w zakresie
0.7 =+ 0.99 [148,205].

Ze wzgledu na wysoka anizotropowo$¢ rozpraszania, czesto stosuje sie zredukowa-
ny wspolezynnik rozpraszania p, [em™!|, ktory uwzglednia kierunkowo$é propagacji
Swiatla:

i, = (1= ) (3.4)

W przypadkach, gdy swiatlo ulega wielokrotnemu rozpraszaniu, bardziej adekwat-
nym parametrem niz p; jest efektywny wspotczynnik ttumienia piesp, ktory lepiej od-
daje zachowanie promieniowania w glebszych warstwach tkanki. Dla osrodkéw silnie
rozpraszajacych i stabo absorbujacych, mozna go oszacowac ze wzoru:

err = /310 (a + 1£) = \/3ta(pta + (1 — 9)) (3.5)

Z kolei gteboko$¢ penetracji $wiatta 9, definiuje sie jako odwrotno$¢ efektywnego

wspolczynnika ttumienia:
1
op =
Hef f
Podobnie jak w przypadku parametréow termofizycznych tkanki, parametry optycz-

(3.6)

ne moga zmienia¢ swoja wartos¢ w wyniku podwyzszonej temperatury lub uszkodzenia
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termicznego. Na ogol przyjmuje sie, ze w takim przypadku zmianie (wzrostowi) ule-
ga warto$¢ wspolczynnika rozpraszania, podczas, gdy warto$¢ wspolczynnika absorpcji
pozostaje na stalym, lub zblizonym do statego poziomie. Sposroéd dostepnych w litera-
turze funkcji zwigzanych z takimi zmianami [108, 148, 163, 166] warta szczegolnie jest
uwagi zaproponowana przez Glenn i wspotautorow [54] funkcja wiazaca wartosé zredu-
kowanego wspolczynnika rozpraszania 7z wartoscia catki Arrheniusa (rys. 3.2, przyjeto
My nar = 10 fem™], 11} 4o, = 40 [em™]):

H(ATT) = 1 gt XP(=ATT) + 11 gop[1 — exp(—Arr)] (3.7)

dzie p!, . ipl . tozredukowane wspolczynniki rozpraszania dla tkanki zdrowej (nat
g :us,nat :us,den

i uszkodzonej termicznie (den).
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Rys. 3.2: Przebieg zredukowanego wspotczynnika rozpraszania pl,(Arr)

3.2 Model propagacji swiatla w tkankach

Modelowanie propagacji $§wiatta w tkankach biologicznych stanowi istotny element
analiz fizyko-optycznych w medycynie i biologii, szczegbdlnie w konteksécie procedur
diagnostycznych i terapeutycznych wykorzystujacych swiatto. Jego celem jest oszaco-
wanie rozkladu natezenia promieniowania w osrodku biologicznym, uwzgledniajac jego
wlasciwosci optyczne, a w szczegdlnoscei absorpcje oraz rozpraszanie. W kontekécie za-
stosowan biomedycznych rozkltad ten rozdziela sie zazwyczaj na dwie gtéwne sktadowe:
nierozproszong oraz rozproszonag.

Zrodlo promieniowania, takie jak laser, generuje wewnetrzny sktadnik zrodtowy
Quas (por. rozdzial 2.1), ktory opisuje sie jako iloczyn wspolezynnika absorpcji p, i cal-
kowitego natezenia promieniowania ¢ [Wm~?| [30,95]:

Qlas = ,ua¢ (38)
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Catkowite natezenie promieniowania mozna zapisa¢ jako sume sktadowych: nieroz-

proszonej ¢. [Wm™2| i rozproszonej ¢4 [Wm™2:

¢ =¢c+ ¢a (3.9)

Sktadowa nierozproszona odpowiada za ttumienie promieniowania zgodnie z pra-
wem Beer-Lamberta, ktore opisuje spadek intensywnosci $wiatta przechodzacego przez
osrodek absorbujacy i rozpraszajacy [95,113]:

be = o exp(—j117) (3.10)

gdzie ¢y oznacza powierzchniowe natezenie promieniowania (irradacje), = to wspol-
rzedna w obszarze tkanki. Nalezy jednak pamietaé, ze prawo Beer-Lamberta jest do-
ktadne jedynie dla §wiatta nierozproszonego i w o$rodkach silnie rozpraszajacych jego
zastosowanie jest ograniczone. Dla wiekszosci tkanek biologicznych, w ktorych udzial
rozpraszania znacznie przewyzsza absorpcje, sktadowa rozproszona dominuje. W takich
przypadkach do opisu propagacji Swiatta stosuje sie rOwnanie transportu radiacyjne-
go (ang. radiative transfer equation). Rownanie to uwzglednia zmienno$¢ natezenia
promieniowania wzgledem polozenia i kierunku propagacji oraz procesy rozpraszania
i absorpcji. Ma ono postaé¢ [30,41,205,216|:

dJ(I‘, S) Mt

_ P ' N dw’ 11
= ped(rs) + 4 /4ﬁp<s,s>J<r,s>dw (3.11)

gdzie J(r,s) [W em™2 sr™!] to radiancja, czyli natezenie promieniowania w punkcie
r w kierunku s na jednostkowy kat brytowy dw’. Funkcja p(s,s’) to funkcja fazowa
rozpraszania, okreslajgca prawdopodobienistwo, ze promieniowanie rozproszone z kie-
runku s’ zostanie przekierowane w kierunek s. Rownanie to ma charakter calkowo-
rézniczkowy i jego bezposrednie rozwiazanie dla osrodkow charakteryzujacych sie duza
niejednorodnoscia i silnym rozpraszaniem, jest zwykle obciazone znacznymi kosztami
obliczeniowymi. W zwiazku z tym stosuje sie metody przyblizone.

Najczesciej wykorzystywanym przyblizeniem jest réwnanie dyfuzji optycznej, kto-
re pozwala na uproszczony opis przestrzennego rozktadu sktadowej rozproszonej przy
zalozeniu, ze rozpraszanie znaczaco dominuje nad absorpcja (u) > p,) [30,39,74,95]:

r € Q: DV2¢y — ptadq + pape = 0 (3.12)

gdzie D oznacza wspoOlczynnik dyfuzji.
Wspoétcezynnik dyfuzji D zalezy od catkowitego efektywnego wspotczynnika ttumie-
nia i wyraza si¢ wzorem [57|:
1 1

D=——=—1— 3.13
31 3(Ha + L) (313)
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W literaturze funkcjonuja réwniez inne modele przyblizone. Jednym z klasycznych
rozwigzan stosowanych w przypadku warstw silnie rozpraszajacych jest model Kubelki-
Munka, ktory opiera sie na dwoch przeciwnie skierowanych strumieniach $wiatta oraz
uwzglednia wspotezynniki absorpcji i rozpraszania [30,100,104]. Model ten jest szcze-
goblnie uzyteczny przy analizie cienkich warstw optycznie rozpraszajacych, na przyktad
w badaniach spektrofotometrycznych, gdzie mozliwe jest uzyskanie rozwigzan anali-
tycznych.

Innym podejéciem, szeroko stosowanym ze wzgledu na wysoka dokltadno$é odwzo-
rowania propagacji promieniowania, jest metoda Monte Carlo [30,205,216,217|. Polega
ona na statystycznym modelowaniu trajektorii fotonéw w o$rodku, uwzgledniajacym
losowe procesy rozpraszania i absorpcji. Pomimo wysokich wymagan obliczeniowych,
metoda ta jest uznawana za jedng z najbardziej precyzyjnych w kontekscie symulacji
rozktadu promieniowania w osrodkach niejednorodnych.

Na koniec warto réwniez wspomnie¢ o przydatnym podejsciu opartym na teorii
dyfuzji, jakim jest tzw. metoda szerokiej wiazki laserowej (ang. broad beam laser me-
thod, BBL). Metoda ta znajduje zastosowanie w systemach o prostych geometriach,
gdzie wymagane jest szybkie, ale wiarygodne przyblizenie natezenia promieniowania
w osrodku. Zaktada ona, ze $rednica wigzki $wiatta padajacego na powierzchnie tkanki
jest znacznie wieksza od glebokoSci penetracji promieniowania, co pozwala na spro-
wadzenie analizy do problemu jednowymiarowego. W takim ujeciu rozktad strumienia

swiatta w funkeji glebokosci moze byé¢ opisany wyrazeniem [7,53]:
ki k3
olo) = n [ oxp (417 — e (117 (3.14)
517 517

gdzie C5, C5, ki, k3 to parametry dopasowywane na podstawie wynikow symulacji
Monte Carlo.



4. Krzywe dysocjacji

Poniewaz tlen jest w organizmie zywym przenoszony przez krew, pojawia si¢ kwe-
stia opisu zawartosci jednej substancji w drugiej, wraz z uwzglednieniem ewentualnych
zmian. Obecnos$é tlenu w krwi moze przybiera¢ dwie formy: wigzan chemicznych two-
rzacych oksyhemoglobine i wolnych czasteczek. Stezenie tych wolnych czasteczek jest
opisywane przez ci$nienie parcjalne tlenu. Gdy ci$nienie parcjalne spada, oksyhemoglo-
bina uwalnia tlen, mozliwe sa réwniez reakcje odwrotne. Zalezno$¢ miedzy nasyceniem
hemoglobiny tlenem a ci$nieniem parcjalnym tlenu jest opisana krzywa dysocjacji oksy-
hemoglobiny. Takie krzywe, jak zostanie to przedstawione w dalszych rozdziatach, sa
tez niezbednym elementem opisu matematycznego w modelach dystrybucji tlenu. Krzy-
we dysocjacji sg tez zwiazane z innymi substancjami, takimi jak dwutlenek wegla lub
mioglobina, cho¢ z pewnoécig tematyka z nimi zwigzana nie doczekata sie tak licznej
literatury i modeli, jak krzywa dysocjacji oksyhemoglobiny.

W swojej istocie krzywa dysocjacji oksyhemoglobiny (ang. ozyhemoglobin dissocia-
tion curve, ODC) opisuje w sposob ilosciowy zdolnosé przenoszenia tlenu przez he-
moglobine i jej dostepnos¢ dla tkanek. Krzywa ta jest wyznaczana eksperymentalnie
w standaryzowanych warunkach laboratoryjnych, a jej ksztalt zalezy od szeregu pa-
rametrow fizjologicznych, takich jak temperatura, pH, stezenie dwutlenku wegla oraz
poziom 2,3-bisfosfoglicerynianu (2,3-DPG) w erytrocytach.

Zmiany tych parametréw wplywaja na powinowactwo hemoglobiny do tlenu, co
prowadzi do przesuniecia krzywej dysocjacji. Zjawisko to znane jest jako efekt Boh-
ra, w ktorym wzrost stezenia dwutlenku wegla lub spadek pH prowadzi do obnizenia
powinowactwa hemoglobiny do tlenu i przesuniecia krzywej w prawo. Odwrotnie, w wa-
runkach wysokiego pH i niskiego stezenia dwutlenku wegla (np. w ptucach), obserwuje
sie przesuniecie krzywej w lewo — zjawisko to okresla sie jako efekt Haldane’a. Oba
efekty maja fundamentalne znaczenie dla adaptacyjnego mechanizmu transportu tlenu
w organizmie [33, 34, 58|.

Zalezno$¢ ta zilustrowana jest na rysunku 4.1, ktory przedstawia typowy przebieg
krzywej dysocjacji oksyhemoglobiny, tj. zalezno$¢ pomiedzy procentowym wysyceniem
tlenem a parcjalnym cignieniem tlenu w krwi tetniczej. Jej ksztalt mozna modyfikowaé

poprzez zmiany nastepujacych parametrow [34,65,177,183]:

e Cisnienie parcjalne tlenu (Pp,) — wzrost Po, powoduje zwiekszenie wysycenia
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oksyhemoglobiny tlenem. W niskim Fp,, charakterystycznym dla tkanek, hemo-
globina tatwiej oddaje tlen.

e Cisnienie parcjalne dwutlenku wegla (Poo,) — wplywa na réwnowage wiazania
tlenu i powoduje zmniejszenie zdolnosci hemoglobiny do wigzania tlenu w warun-
kach wysokiego Pco,.

e pH krwi — w srodowisku kwasnym (niskie pH) powinowactwo hemoglobiny do
tlenu maleje, co utatwia jego uwalnianie w tkankach.

e Temperatura — wyzsza temperatura sprzyja oddawaniu tlenu (np. w aktywnych
metabolicznie tkankach), natomiast nizsza zwieksza powinowactwo hemoglobiny
do tlenu (np. w ptucach).

e Stezenie [DPG| — wyzsze stezenie 2,3-DPG zmniejsza powinowactwo hemoglobiny
do tlenu, utatwiajac jego oddawanie; niskie stezenie sprzyja wigzaniu tlenu.

100 g
TpH, | Temp., | P, . | [DPG]
1=a50

90 -

Sy, [%]

40 60 80 100
PO2 [mmHg]

Rys. 4.1: Wplyw efektu Bohra na ksztatt krzywej dysocjacji oksyhemoglobiny

Krzywa dysocjacji oksyhemoglobiny byta szeroko badana zaréwno teoretycznie,
jak 1 empirycznie, w celu doktadnego odwzorowania zaleznoSci miedzy wysyceniem
hemoglobiny tlenem a ci$nieniem parcjalnym tlenu w réznych warunkach fizjologicz-
nych [4,18, 44,90, 151, 177,207]. W niniejszym rozdziale zostana przedstawione pod-
stawowe modele, najczesciej pojawiajace sie w literaturze oraz wykorzystane w pracy.
Dodatkowo zostana omoéwione informacje na temat krzywej dla mioglobiny oraz dwu-
tlenku wegla.
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4.1 Model Hilla

Model Hilla to jedno z najwczesniej zaproponowanych i jednoczesnie najczesciej
wykorzystywanych matematycznych uje¢ krzywej dysocjacji oksyhemoglobiny. Zostat
on zaprezentowany przez Hilla w 1910 roku i opiera si¢ na zatozeniu kooperatywnosci
w wigzaniu tlenu przez czasteczke hemoglobiny, co oznacza, ze przytaczenie jednej cza-
steczki tlenu utatwia wigzanie kolejnych [64]. Standardowa forma modelu Hilla opisana
jest rownaniem |55,134, 206, 222
g,
Sub(Po,) = By + Py (4.1)
gdzie Sy, to stopiefi wysycenia hemoglobiny tlenem, Po, [mmHg| oznacza cisnienie
parcjalne tlenu we krwi, P5o [mmHg| okresla warto$¢ ci$nienia tlenu, przy ktorej hemo-
globina osigga 50% wysycenia, n to tzw. wspotczynnik Hilla, bedacy miarg kooperatyw-
nosci. W praktyce obliczeniowej czesto zachodzi potrzeba przeksztalcenia zaleznosci, by

uzyska¢ odwrotnosé¢ krzywej, tj. wyrazenie Po,(Sup,). Dla modelu Hilla ma ona posta¢:

Sy >711 (4.2)

Po,(Sup) = Pso | ———
0, (Sb) 50 (1 ~ S

W modelu Hilla parametr Psy stanowi wskaznik powinowactwa hemoglobiny do
tlenu — im wyzsza jego wartos¢, tym mniejsze jest to powinowactwo, a tlen latwiej
uwalniany jest do tkanek (np. podczas wysitku fizycznego lub w warunkach obnizonego
pH). Z kolei wspoétezynnik n odzwierciedla stopien kooperatywnosci wiazania tlenu.
Wartosé n = 1 oznacza brak kooperatywno$ci, natomiast n > 1 wskazuje na dodatnia
kooperatywnos¢ charakterystyczna dla hemoglobiny [64,145].

Dokladnos¢ modelu Hilla ogranicza sie do zakresu saturacji 20 + 80%, a przy
skrajnych wartosciach ci§nienia parcjalnego tlenu (ponizej 20 mmHg i powyzej 80
mmHg) jego dopasowanie do danych eksperymentalnych staje sie mniej precyzyjne
[33,109,151,159|. Pomimo tego, model ten wciaz znajduje szerokie zastosowanie w ana-
lizach klinicznych, eksperymentalnych oraz obliczeniowych. Rowniez ze wzgledu na in-
tuicyjnosc¢ interpretacji parametréw modelu, stal sie on podstawg dla wielu modyfikacji
i rozszerzen, zaréwno empirycznych, jak i fizykochemicznych, czego przyktadem moze
by¢, oméwiony w jednym z dalszych podrozdzialéw, model Dasha i Bassingthwaigh-
te’a [33].

Eksperymentalne badania wykazuja, ze parametry modelu Hilla Psy i n sg silnie
zalezne od temperatury oraz stezenia 2,3-DPG. W tabelach 4.1 i 4.2 przedstawiono
wartodci tych parametrow w funkcji temperatury dla dwoéch pozioméw 2,3-DPG: nor-
malnego i obnizonego, zgodnie z danymi literaturowymi [65].
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Tab. 4.1: Parametry modelu Hilla dla r6znych temperatur — normalny poziom 2,3-DPG [65]

T [°C] 23 | 30 | 37 | 44
Pso [mmHg] | 12.3 | 17.3 | 27.0 | 35.9
n 2.39 | 2.35 | 2.57 | 2.45

Tab. 4.2: Parametry modelu Hilla dla réznych temperatur — niski poziom 2,3-DPG [65]

T [°C] 23 | 30 | 37 | 44
Pso [mmHg] | 8.1 | 11.1 | 17.7 | 23.8
n 2.28 | 2.39 | 2.50 | 2.49

Nalezy zauwazy¢, ze w powyzszych tabelach wystepuja dwie wartosci temperatur
charakterystyczne dla zadan przeptywu biociepta: 37°C, odpowiadajacej warunkom
fizjologicznym organizmu ludzkiego, oraz 44°C, uznawanej za prog, powyzej ktorego
dochodzi do uszkodzen termicznych tkanek [61,86,133,199]. Wobec tego, na potrze-
by obliczen realizowanych w ramach niniejszej pracy przyjeto nastepujace funkcje dla
parametrow n i Psg na podstawie tabeli 4.1 dla normalnego poziomu 2,3-DPG:

27, T < 37°C

Py =< 1.2714-T — 20.0429, 37°C < T < 44°C (4.3)
35.9, T > 44°C
92.57, T < 37°C

n=1{ —0.0171 T + 3.2043, 37°C < T < 44°C (4.4)
2.45, T > 44°C

Istnieja oczywidcie inne zaleznoéci pozwalajace opisywaé zmiane parametréw mo-

delu Hilla, czego przyktadem moze byé zaleznosé¢ przedstawiona w pracy [209]:
APsy = 0.733 - AT + 0.214 - APco, — 0.002 - (APgo,)? +0.004 - AT - APco, (4.5)

gdzie A Py oznacza zmiane wartosci Psg wzgledem warunkow referencyjnych (40 mmHg
Pco,, temperatura 37°C), natomiast AT i APqo, oznaczaja roznice temperatury i ci-
$nienia parcjalnego COs wzgledem wartosci standardowych.

4.2 Model Adaira

Model Adaira nalezy do najwczes$niejszych fizykochemicznych opiséw procesu wig-
zania tlenu przez hemoglobine. Opracowany przez Adaira w 1925 roku [4], model ten
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do dzi$ uznawany jest za jeden z bardziej precyzyjnych modeli opisujacych krzywa dy-
socjacji hemoglobiny w warunkach standardowych, ktory przez dekady stanowit punkt
odniesienia w badaniach fizjologicznych.

W przeciwienistwie do podejécia Hilla, ktore traktuje wigzanie tlenu jako jednorodny
proces charakteryzowany jednym wspotczynnikiem kooperatywnosci, model Adaira za-
ktada sekwencyjne przytaczanie czasteczek tlenu do czterech centréw aktywnych hemo-
globiny. Przyjmuje on istnienie stanéow posrednich, w ktorych czasteczka hemoglobiny
jest czesciowo wysycona tlenem, i dla kazdego z tych etapéw przypisuje oddzielne state
rownowagi. Takie podejscie pozwala na znacznie bardziej szczegélowe odwzorowanie
przebiegu procesu wiazania tlenu z hemoglobina [33,159].

Schemat reakcji opisanych przez Adaira mozna przedstawic¢ jako [159]:

k!
02 + Hb4(02)i_1 <k—1> I’Ib4(()2)i7 Z - 1, 2, 3, 4 (46)
Na podstawie tej reakcji uzyskano posta¢ analityczna funkcji wysycenia hemoglo-

biny tlenem w zaleznosci od ci§nienia parcjalnego tlenu [48,159]:

a1 Po, + 2a2P3, + 3a3P3, 4 4a4P3,

Stb(Po,) =
2 4(1+a1P02 + ax Pg, + asPg, —|—a4P32)

(4.7)

gdzie a1-a4 to wspdlezynniki dopasowane eksperymentalnie. Przyktadowe wartosci, sto-

sowane w wielu analizach, to [48]:
ar = 25671072, ay = 7.7734-107%, a3 =44710"°%, a4 =2.251-10"°

Model Adaira, mimo duzej doktadno$ci w calym zakresie cisnien parcjalnych, posia-
da istotng wade obliczeniowa: nie istnieje jego odwrotna forma analityczna, co utrudnia
bezposrednie wyznaczanie ci$nienia parcjalnego tlenu na podstawie znanego stopnia
wysycenia hemoglobiny Sp,. W praktyce oznacza to koniecznosé stosowania metod
numerycznych. 7Z tego powodu w zastosowaniach obliczeniowych czesto korzysta sie
z modeli pochodnych, takich jak dopasowanie Kelmana.

4.3 Model Kelmana

Model zaproponowany przez Kelmana w 1966 roku [90] stanowi jedno z najbardzie;
znanych empirycznych dopasowan krzywej dysocjacji oksyhemoglobiny do danych eks-
perymentalnych. Zostat opracowany z my$la o zastosowaniach praktycznych, takich jak
szybka konwersja ci$nienia parcjalnego tlenu na saturacje oraz odwrotnie, w warunkach
fizjologicznych krwi ludzkiej (pH = 7.4, T = 37°C, Pco, = 40 mmHg) [90].

W odro6znieniu od modeli fizykochemicznych, takich jak model Adaira, podejscie

Kelmana nie uwzglednia mechanizmu molekularnego wigzania tlenu z hemoglobing.
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Nie opiera sie na kinetyce reakcji chemicznych ani na zalozeniu stanéw posrednich
utlenienia. Zamiast tego wykorzystuje czysto matematyczne podejécie, polegajace na
aproksymacji danych eksperymentalnych i dopasowaniu funkcji nieliniowej w celu od-
wzorowania krzywej dysocjacji w zakresie ci$nien parcjalnych tlenu od 0 do 100 mmHg.
Warto jednak zaznaczy¢, ze model ten zostal dopasowany wytacznie dla warunkow refe-
rencyjnych i nie uwzglednia wptywu takich zmiennych jak pH, temperatura czy stezenie
2,3-DPG, co ogranicza jego zastosowanie w analizach dynamicznych [33].

Model definiuje osobne zaleznosci dla dwoch przedzialéow - ponizej i powyzej 12
mmHg [90, 206]:

b1P02 + bgP%w P02 <12 mmHg,
St (Po,) = a1 Po, + a2 P3, + azP3, + Pg, Py, > 12 mmHg (4.8)
CL4—|-CL5PO2 —|—CL6P(2)2 —|—CL7P82 +Pé2’ Oy # .

gdzie wspotcezynniki aq-a; oraz by, by zostaly wyznaczone poprzez dopasowanie krzywej
do danych uzyskanych eksperymentalnie |90, 206]:

by = 0.003683, by = 0.000584
a; = —8532.2289, ag = 2121.401, a3 = —67.073989
ay = 935960.87, a5 = —31346.258, ag = 2396.1674, a; = —67.104406

4.4 Model Dasha i Bassingthwaighte’a

Model opracowany przez Dasha i Bassingthwaighte’a, zaprezentowany w 2010 ro-
ku [33], stanowi jedno z najbardziej zaawansowanych i kompleksowych matematycznych
uje¢ krzywej dysocjacji oksyhemoglobiny. Model ten stanowi rozwiniecie klasycznego
ujecia Hilla, w ktorym parametry Psy i n przeksztalcono w funkcje pH, Pco,, tem-
peratury, stezenia 2,3-DPG oraz Po,. W ten sposob model integruje efekty Bohra
i Haldane’a, co pozwala na uwzglednienie interakcji miedzy O, i CO5 z hemoglobing
w roznych stanach fizjologicznych i patologicznych [34].

Model bazuje na réwnaniu opartym na zatozeniach réwnowagi chemicznej dla utle-

nowanej hemoglobiny, wyrazonym jako:

Kivo,[O
g — Kino,[0)

1+ Ko, (0] (49)

gdzie Kypo, to pozorny wspotezynnik Hilla dla wigzania tlenu, a [Os] [uM] to stezenie
tlenu w erytrocytach.
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Z kolei parametr Ko, definiowany jest jako:

K, (kg[coz} {1 - [F]T%] } + { L [I_{{ | }> (4.10)
K4[CO,] {1 + [fli] } + {1 + Eg]}

gdzie Kk, k%, k) to stale rownowagi, a Kk, k3, ki i ki to stale jonizacji. Formula ta

Kipo, =

opiera sie na rozszerzonym roéownaniu rownowagi dla uktadéw buforowych hemoglobi-
ny i uwzglednia wigzanie zaréwno COs,, jak i jonow H*, co pozwala na modelowanie
efektow Bohra i Haldane’a w sposob ilosciowy [33].

Zaleznos¢ parametru k) od zmiennych fizjologicznych okresla:

= () (LY (Cod ) DRaly Ty
4 146 M 57.5 1M 1.31 mM 4.65 mM 1310 K
(4.11)

gdzie kJ to stala rownowagi dla wigzania tlenu przez hemoglobine, a parametry ng-n4

to wyktadniki odpowiednich zmiennych, odzwierciedlajace ich wplyw na powinowac-
two hemoglobiny do tlenu. W pracy [34] sa one okreslane na podstawie zaleznosci,
biorgcych pod uwage zaréwno wymienione powyzej state, jak i dodatkowe parametry
np. rozpuszczalnosé tlenu we krwi.

Model zawiera rozbudowang formute opisu zmiennosci Psy w zalezno$ci od parame-

trow fizjologicznych:

Psy = 26.8 — 21.279(pH — 7.24) + 8.872(pH — 7.24)*
+0.0482(Pco, — 40) + 3.64 - 107°(Pco, — 40)?
+ 765.63([DPG] — 0.00465) — 19660.89([DPG] — 0.00465)*
+1.4945(T — 37) + 0.04335(T — 37)* + 0.0007(T — 37)*

(4.12)

Konstrukcja modelu zostata oparta na opisie reakcji chemicznych rownowagi zacho-
dzacych pomiedzy hemoglobing a czasteczkami tlenu i dwutlenku wegla. Tym samym
uwzglednia on ztozono$é¢ oddziatywan molekularnych oraz wplyw parametréow srodo-
wiskowych, wykraczajac poza podejscie czysto empiryczne. W modelu uwzgledniono
rowniez dodatkowe parametry fizjologiczne, takie jak rozpuszczalnosé tlenu, stezenie
hemoglobiny czy hematokryt, ktorych warto$ci zaczerpnieto z innych prac i ktére mo-
ga by¢ stosowane niezaleznie od funkcji saturacji.

W artykule [33| przedstawiono rowniez wyniki numeryczne ukazujace wplyw zmian
poszczegdlnych parametrow fizjologicznych na ksztatt krzywej dysocjacji oksyhemoglo-
biny. Analizowano oddzielnie wptyw kazdego z parametréow, zaktadajac pozostate na

poziomie referencyjnym, co pozwolilo przeanalizowa¢ mechanizmy odpowiedzialne za
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przesuniecia krzywej ODC. Analogiczne podejécie zastosowano dla odwréoconej krzywej
(rysunek 4.2).

pH = 7.24, [DPG] = 4.65 [mM], T = 37°C

Pco =40 mmHg, [DPG] = 4.65 [mM], T = 37°C
2

100

90 [

80 [

70 -

60 -

S S
o s0f '_'
w§ U?
40 -
30
20
10
0 I | I I
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
P02 [mmHg] P02 [mmHg]
(a) (b)
pH=7.24,P ., =40 mmHg, T =37°C pH =7.24, P ., =40 mmHg, [DPG] = 4.65 [mM]
100 T —2 T T 100 T . T _
90 90 -
80 - 80
70 70 -
. 60f . 60f
B &2
o 50¢ = st
I I
n 7]
40 40
30 30
——[DPG] = 3.0 [mM]
20 ——[DPG] = 4.5 [mM] 201
[DPG] = 6.0 [mM]
10 =———[DPG] = 7.5 [mM] | 10
——— [DPG] = 9.0 [mM]
0 | | L I 0 | | | I
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
P02 [mmHg] P02 [mmHg]
(c) (d)

Rys. 4.2: Wplyw parametrow fizjologicznych na krzywa dysocjacji oksyhemoglobiny: (a)
pH, (b) cisnienia parcjalnego dwutlenku wegla, (c) stezenia 2,3-DPG, (d) tempe-
ratury

Model Dasha i Bassingthwaighte’a, mimo licznych zalet, posiada réwniez pewne
ograniczenia. Przede wszystkim, nie istnieje jego analityczna posta¢ odwrotna — zalez-
no$¢ Po,(Shp) musi by¢ wyznaczana metodami numerycznymi. W artykule przedsta-
wiono tylko przyktadowe wyniki obliczen tej zaleznosci dla warunkow referencyjnych,
bez podania og6lnego wzoru umozliwiajacego szybkie odwrécenie modelu w zmiennych

warunkach fizjologicznych. W praktyce numerycznej oznacza to konieczno$¢ stosowania
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procedur iteracyjnych, co moze znaczaco wydtuzac czas obliczen, szczegdlnie w symula-
cjach wymagajacych wielu wywotan modelu. Autorzy udostepnili kod zrédtowy imple-
mentujacy wyjsciowg funkcje nasycenia ODC, co pozwala na weryfikacje poprawnosci
wzorow i bezposrednia implementacje modelu. Jednakze odwrotna funkcja nie zostata
zaimplementowana w opublikowanym kodzie, a ponadto w tresci artykutu znajduja sie
drobne bledy typograficzne wymagajace korekty przy implementacji.

4.5 Por6ownanie modeli ODC

Ocena przydatnosci modeli opisujacych krzywa dysocjacji oksyhemoglobiny wyma-
ga ich bezposredniego poréwnania w typowych warunkach fizjologicznych. Istotnym
aspektem analizy jest zarowno ksztalt funkcji bezposredniej Syy(Po,), jak i jej po-
sta¢ odwrotna Po,(Sup), ktora jest czesto wykorzystywana w modelowaniu proceséw
transportu gazéw oddechowych. Wsr6d omawianych modeli jedynie model Hilla po-
siada analityczna posta¢ odwrotna, natomiast w pozostatych przypadkach zaleznos¢
Po,(Sup) musi by¢ wyznaczana numerycznie.

Na rysunku 4.3 przedstawiono poréwnanie podstawowych krzywych dysocjacji oraz
ich odwrotno$ci dla modeli Hilla, Adaira, Kelmana oraz Dasha i Bassingthwaighte’a.
Symulacje wykonano przy zatozeniu warunkow referencyjnych: 7' = 37°C, pH = 7.4,
Pco, = 40 mmHg oraz standardowe stezenie 2,3-DPG. Zakres Py, obejmowal wartosci
od 0 do 100 mmHg. W og6lnym ujeciu przebiegi wszystkich krzywych sa do siebie zbli-
zone. Roznice miedzy modelami staja sie jednak wyrazniejsze przy analizie okreslonych
przedzialéow. Aby umozliwi¢ bardziej szczegdtowe poréwnanie, przedstawiono krzywe
ODC i ich odwrotnosci w trzech zakresach ci$nienia parcjalnego tlenu: niskim (do 20
mmHg), $rednim (20 + 80 mmHg) oraz wysokim (powyzej 80 mmHg) oraz w trzech
zakresach saturacji: do 20%, 20 + 90%, powyzej 90% (rys. 4.4).

W zakresie wysokiego wysycenia (powyzej 90%) model Hilla wykazuje odchylenia
wzgledem pozostatych modeli, co wynika z jego ograniczonej zdolno$ci odwzorowania
zachowania hemoglobiny przy pelnym nasyceniu tlenem. Modele Adaira oraz Dasha
i Bassingthwaighte’a wykazuja lepsze dopasowanie do danych fizjologicznych w tym
zakresie (rys. 4.4f). Model Kelmana charakteryzuje sie natomiast specyficzna nielinio-
woscia z wyraznym przejsciem przy Po, = 12 mmHg, ktore wynika z przyjetej funkeji
(4.8) (rys. 4.4a).
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Rys. 4.3: Poréwnanie wybranych modeli ODC (a) oraz ich odwréconych zaleznosci (b) dla

warunkdow fizjologicznych

Warto réwniez zwrdci¢ uwage na podobienistwo pomiedzy modelem Hilla a mode-
lem Dasha i Bassingthwaighte’a. Zbiezno$¢ ich przebiegéw wynika oczywiscie z faktu
oparcia modelu Dasha i Bassingthwaighte’a na modelu Hilla. Dopiero w zmiennych
warunkach fizjologicznych, z uwzglednieniem wptywu pH, temperatury, ciSnienia CO,
oraz 2,3-DPG, krzywe te zaczynaja wykazywaé¢ wyrazne roznice.

Szczegbdtowa analiza wplywu doboru modelu krzywej dysocjacji oksyhemoglobiny na
wyniki numeryczne przeprowadzono w rozdziale dotyczacym modelowania dystrybucji
tlenu w nagrzewanej tkance, gdzie bezposrednio zestawiono wpltyw wybranego modelu
dysocjacji na ci$nienie parcjalne tlenu.
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4.6 Krzywa dysocjacji mioglobiny

Mioglobina (Mb) jest biatkiem wystepujacym glownie w miesniach poprzecznie
prazkowanych, odpowiedzialnym za magazynowanie i utatwienie transportu tlenu we-
wnatrzkomoérkowego. Proces wigzania i uwalniania czasteczki tlenu przez mioglobine

mozna opisaé prosta reakcja rownowagowa [48|:
Mb + Oy = MbO, (4.13)

W odréznieniu od hemoglobiny, ktora jest tetramerem, mioglobina sktada sie z poje-
dynczego tancucha polipeptydowego zawierajacego jedna grupe hemowa, a zatem moze
zwigzaé wylgcznie jedng czasteczke tlenu. Z tego powodu jej powinowactwo do tlenu nie
podlega zjawisku kooperatywnodci, ktore wystepuje w przypadku hemoglobiny. Brak
tego efektu prowadzi do charakterystycznego hiperbolicznego ksztaltu krzywej dyso-
cjacji (rys. 4.5). Oznacza to, ze powinowactwo mioglobiny do tlenu pozostaje state,
niezaleznie od stopnia jej wysycenia. Matematyczny opis wysycenia mioglobiny tlenem
przy danym ci$nieniu parcjalnym tlenu w tkance P, ma postac [55]:

By

L

(4.14)

gdzie Sy, to stopien wysycenia mioglobiny tlenem, Psoyp to warto$é cisnienia parcjal-
nego tlenu, przy ktorym 50% czasteczek mioglobiny jest wysycone tlenem.
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Rys. 4.5: Krzywa dysocjacji mioglobiny
Wartosci parametru Psoa, podawane w literaturze mieszeza sie w przedziale od

2 do 5.3 mmHg [15,47,55,56,88,112,116, 134, 172|. Roznice w raportowanych warto-

Sciach wynikaja gtéwnie z metodologii pomiaréw oraz warunkoéw eksperymentalnych,
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pochodzenia probki (gatunek, typ tkanki) i zastosowanych technik oznaczeniowych.
Na podstawie wykresu (rys. 4.5) mozna zauwazy¢, ze wzrost wartosci Pso v, wiaze sie
ze spadkiem powinowactwa mioglobiny do tlenu, co skutkuje przesunieciem krzywej
dysocjacji w prawo.

Z uwagi na brak efektu kooperatywnoéci, krzywa mioglobiny nie ulega przesunie-
ciom w odpowiedzi na zmiany takich parametréow jak pH, temperatura, stezenie dwu-
tlenku wegla czy 2,3-DPG. W literaturze nie opisano mechanizméw modulujacych po-
winowactwo mioglobiny do tlenu w zakresie poréwnywalnym do efektéw Bohra i Hal-
dane’a obserwowanych w przypadku hemoglobiny. Dlatego tez mioglobina czesto trak-
towana jest jako stabilny bufor tlenowy w warunkach fizjologicznych, umozliwiajacy
magazynowanie tlenu w tkankach oraz jego lokalne uwalnianie w warunkach niedotle-

nienia.

4.7 Krzywa dysocjacji dla dwutlenku wegla

Transport dwutlenku wegla (COy) we krwi zachodzi trzema gtownymi drogami:
poprzez rozpuszczenie w osoczu, konwersje do jonow wodoroweglanowych (HCO3) oraz
wigzanie z hemoglobina w postaci karbaminohemoglobiny (HbCO,). Reakcje tworzenia
karbaminohemoglobiny opisuje rownanie [189]:

Hb-NH, + CO, 2 Hb-NH-COO™ + H (4.15)

gdzie Hb-NH, oznacza wolng grupe aminowa hemoglobiny, a Hb-NH-COO™ to karba-
minohemoglobina.

Krzywa dysocjacji dla COs (ang. carbon diozide dissociation curve) przedstawia
zaleznos¢ miedzy stopniem wysycenia hemoglobiny dwutlenkiem wegla a ci$nieniem
parcjalnym COs, jak pokazano na rysunku 4.6. W przeciwienstwie do krzywej dysocjacji
tlenu, krzywa dysocjacji dla COy ma przebieg zblizony do liniowego i nie wykazuje
efektu kooperatywnosci. Jej potozenie i nachylenie zaleza jednak od takich czynnikéw
jak pH, temperatura, stezenie 2,3-DPG oraz parcjalne ci$nienie tlenu, co zwigzane jest
z efektem Haldane’a [33,189).

Dla COs nie istnieje powszechnie stosowany uniwersalny wzor analityczny opisujacy
krzywa dysocjacji. W literaturze naukowej wykorzystuje sie gtownie modele empirycz-
ne, ktore opisuja catkowita zawartos¢ dwutlenku wegla we krwi w funkcji jego cisnienia
parcjalnego, uwzgledniajac okreslone warunki fizjologiczne [49,69,91,180].
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Rys. 4.6: Krzywa dysocjacji dla COq

Podobnie jak w przypadku tlenu, jeden z najbardziej zaawansowanych modeli krzy-
wej dysocjacji zostal zaproponowany przez Dasha i Bassingthwaighte’a [33]:

Kubco,[COs)
1+ KHb002 [COQ]

Stbco, = (4.16)

gdzie [CO,] oznacza stezenie rozpuszczonego COs we krwi, a Kypco, to stala rownowagi
wigzania COs z hemoglobina, zalezna od parametrow fizjologicznych, w postaci:

ko ks k) (1 + [}kﬁ]) + (1 + [Iﬁ%]> [O,]

Kavco, = (1 N [Zﬂ) K, (1 + E?) 183

(4.17)

Uwzglednienie krzywej dysocjacji CO, jest istotne w bardziej ztozonych modelach
wymiany gazowej, szczeg6lnie na poziomie mikrokrgzenia. W tzw. modelach wieloko-
morowych, odwzorowujacych dyfuzje i transport gazéow w kapilarach, krzywa dysocja-
cji COq pelni role analogiczna do krzywej dysocjacji dla tlenu, umozliwiajac doktadne
odwzorowanie dynamicznych zmian stezenia CO, we krwi w zaleznosci od lokalnych

warunkow fizjologicznych.



5. Model Krogha

W 1919 roku August Krogh, duriski lekarz, fizjolog, péZzniejszy laureat Nagrody
Nobla w dziedzinie medycyny z 1920 roku, przedstawitl koncepcje modelu, bedacego do
dzisiejszych czasow podstawa modeli dystrybucji tlenu [103]. W modelu tym kapilara
jest traktowana jako Zrodlo tlenu, a otaczajacy ja obszar tkankowy przyjmuje postac
symetrycznego cylindra o promieniu zapewniajacym efektywne dotlenienie catego ob-
szaru. Kazdy taki cylinder, zwany walcem Krogha, stanowi idealizacje rzeczywistego
uktadu mikronaczyn oraz komoérek i reprezentuje najmniejsza jednostke funkcjonalng
odpowiedzialng za wymiane gazows miedzy krwia a tkanka (rys. 5.1).

Taka struktura znajduje odzwierciedlenie zwlaszcza w miesniach szkieletowych,
gdzie naczynia wlosowate ukladaja sie rownolegle do witokien miesniowych |71, 103,
159, 202]. Natomiast od strony zachodzacych w takim uktadzie zjawisk przyjeto, ze
tlen transportowany jest w tkance na drodze dyfuzji, wynikajacej z gradientu ci$nienia
parcjalnego tlenu.

model Krogha

Sl

tkanka biologiczna

‘/f\ =
k '

walec Krogha
(a) (b)

Rys. 5.1: Idea modelu Krogha (a) oraz walca Krogha (b)

Narys. 5.1b przedstawiono schemat geometryczny walca Krogha, w ktorym parame-
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try to: Ly — dtugosé kapilary, R, — promien kapilary, R; — promien cylindra tkankowego,
up — predkosé przeptywu krwi w kapilarze, (). — obszar kapilary oraz ), — obszar tkanki.

Krogh prowadzit swoje badania nad transportem tlenu w trzech gtéwnych obsza-
rach: analizowal szybkos¢ dyfuzji tlenu w tkankach, strukture anatomiczng naczyn
wlosowatych i ich rozmieszczenie wzgledem komorek, a takze mechanizmy regulujace
dopltyw krwi, ktore wptywaja na dostepnosé¢ tlenu zaréwno w stanie spoczynku, jak
i podczas wysitku [202].

Model oparty byt wiec na solidnych fundamentach fizjologicznych, choé¢ oczywiscie
nie byto mozliwe jego sformutowanie bez przyjecia pewnych uproszczen (por. podroz-
dzial 5.1). Z matematycznego punktu widzenia model obejmuje réwnania rozniczkowe
dla kapilary i otaczajacej ja tkanki, w ktorych zmienna zalezng jest ci$nienie parcjal-
ne tlenu. Opis ten moze by¢ rozszerzony o zaleznosci uwzgledniajace saturacje hemo-
globiny w kapilarze oraz mioglobiny w tkance, a elementami taczacymi poszczegodlne
réwnania sa odpowiednie krzywe dysocjacji [48,55, 78,79, 83,206, 212|.

Ostatecznie model byl podstawg wielu pézniejszych badar, obejmujacych m.in. ana-
lize pracy miesni podczas wysitku [134,135], obecnosé tkanki nowotworowej [62], proces
angiogenezy [175,206] oraz rozne terapie ukierunkowane na poprawe dostarczania tlenu
do komoérek [200,222].

Model statl sie réwniez kamieniem milowym w badaniach nad dystrybucja tlenu
w organizmie i do dzi§ inspiruje rozwdj bardziej ztozonych koncepcji opisujacych per-
fuzje oraz metabolizm komorkowy [55,202|. Znaczenie modelu wynika z jego prostoty
i jednoczesnie zdolnosci do uchwycenia wpltywu mikroanatomicznej struktury naczyn
na efektywno$é wymiany gazowej. Krogh, tworzac ten opis, zrewolucjonizowal rozu-
mienie oddychania tkankowego, przenoszac je z poziomu jedynie phlucnego na poziom
lokalnych proceséw zachodzacych w mikrokrazeniu.

5.1 Podstawowe réwnanie Krogha-Erlanga

Jak wspomniano wczesniej, w modelu Krogha przyjeto szereg upraszczajacych za-
tozen, ktére pozwalaja zredukowaé ztozonosé fizjologicznego problemu do postaci ana-
litycznie rozwiazywalne;j.

Po pierwsze, zalozono, ze zuzycie tlenu w tkance jest stale i jednorodne, nieza-
leznie od lokalizacji. Przyjmuje sie¢, ze ciSnienie parcjalne tlenu przy Scianie kapilary
odpowiada Sredniemu ci$nieniu wewnatrz naczynia, co oznacza pominiecie oporu we-
wnatrznaczyniowego (ang. intravascular resistance, IVR). Zaklada sie rowniez, ze roz-
puszczalno$é i dyfuzyjnoséé tlenu w tkance sa jednakowe w calej objetosci, a wiec nie
wystepuja lokalne réznice wlasciwosei fizykochemicznych [55,159).

Kolejnym uproszczeniem jest pominiecie dyfuzji osiowej (czyli wzdtuz osi kapilary),
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ktora uznana zostala za nieistotna wzgledem dominujacej dyfuzji radialnej. Dodatkowo
przyjeto stan ustalony transportu, co eliminuje konieczno$¢ uwzgledniania zaleznosci
od czasu.

W sferze geometrii, jak juz wczesniej wspomniano, model zaktada, ze wszystkie
kapilary sa rownolegle, nie rozgaleziaja sie i sa rozmieszczone w przestrzeni tkanko-
wej w sposob rownomierny. Kazda kapilara zaopatruje otaczajacy ja obszar tkankowy
niezaleznie od sgsiednich naczyn, a ilos¢ dostarczanego tlenu (zalezna od przeptywu
krwinek czerwonych i nasycenia hemoglobiny przy wejsciu do naczynia) jest jednakowa
dla kazdej kapilary. Zaktada sie rowniez, ze tylko kapilary biorg udziat w dostarczaniu
tlenu do tkanki, a inne elementy mikrokrazenia, takie jak tetniczki, zytki czy przetoki
tetniczo-zylne, sa pomijane [55,159].

Nalezy takze doda¢, ze powyzsze uproszczenia prowadzg do zalozenia, iz wigzanie
tlenu przez hemoglobine jest natychmiastowe, co implikuje, ze szybkos¢ tej reakcji nie
ogranicza catego procesu dyfuzji.

Uwzgledniajac powyzsze uproszczenia, rozktad ci$nienia parcjalnego tlenu Py(r)
w cylindrycznym obszarze tkankowym (rys. 5.1b) opisuje réwnanie:

1 P,
re: Ktrd <7ﬂdt> = My (51)

gdzie r |cm| to wspohrzedna promieniowa, P, [mmHg]| jest ci$nieniem parcjalnym tlenu,
K, [(em? s71)(mol em™ mmHg )] to wspotezynnik Krogha, M [mol cm™3 s~!| oznacza
zapotrzebowanie tkanki na tlen.

Do rozwigzania tego réwnania wymagane sa warunki brzegowe. Pierwszy z nich
okredla cidnienie parcjalne tlenu przy Scianie kapilary. Przyjmuje sie, ze tlen przenika
do tkanki z wartoscia odpowiadajaca Sredniemu ci$nieniu w kapilarze [55,159]:

r=R.: P=Fh (5.2)

gdzie P, to ci$nienie parcjalne tlenu w kapilarze.

Drugi warunek dotyczy zewnetrznej granicy walca tkankowego. Zaktada sie, ze sa-
siednie jednostki nie wymieniaja miedzy sobg tlenu, co oznacza zerowy gradient ci$nie-
nia parcjalnego przy brzegu cylindra [55,159]:

dP,
r = R . _— = O 53
S 5.3

Na podstawie powyzszych zalozeri otrzymuje sie rozwiazanie analityczne, funkcjo-

nujace w literaturze jako rozwiazanie Krogha-Erlangera w postaci [27,55,159]:
MO MOR? T

Py(r) :P”JFTIQ(Tz_Ri)_TIQIHE (5-4)
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Rozwiazanie to, oparte wyltacznie na podstawowych parametrach geometrycznych
i fizjologicznych, stanowi podstawe dla bardziej ztozonych modeli perfuzji i metaboli-
zmu tkankowego. Z jego analizy wynika, ze najnizsze cisnienie parcjalne wystepuje na
granicy obszaru tkanki (r = Ry;), w tzw. ,Smiertelnym rogu”, czyli w obszarze szczegol-
nie podatnym na rozwdj hipoksji lub anoksji [55,71,159].

Elementy opisu matematycznego zaproponowanego przez Krogha i Erlangera by-
ly z czasem modyfikowane, uwzgledniajac dodatkowe zjawiska. Oprocz opisu procesu
zuzycia tlenu, przedstawionego w kolejnym podrozdziale, istotna kwestiag byt warunek
brzegowy przyjmowany na $cianie kapilary (r = R.). Wiadomo bylo, ze stanowi ona
pewng bariere w procesie dyfuzji tlenu z krwi do tkanki, co spowalnia przenikanie tlenu
z kapilary do otaczajacej tkanki. W efekcie ciSnienie parcjalne tlenu w tkance bezpo-
Srednio przy naczyniu moze by¢ nizsze niz $rednie ci$nienie w $wietle naczynia, mimo
cigglego przeptywu bogatej w tlen krwi.

W niektorych pracach uwzglednia si¢ wspomniany juz opdér wewnatrznaczyniowy,
ktory opisuje sie za pomoca warunku brzegowego w postaci [55,78,79,83, 159, 206]:

dP,
r=R,: QWRcthJ = —kmass(P, — P) (5.5)
r

gdzie Kpass [(sz s 1) (mol cm ™3 mmHg_l)} to wspolczynnik przenoszenia masy.

W powyzszym warunku strumien dyfuzyjny, wyrazony zgodnie z prawem Ficka,
jest rownowazony przez transport przez Sciane kapilary, ktory modelowany jest jako
proporcjonalny do réznicy ci$nienn parcjalnych miedzy krwig a tkanka. Wspotczynnik
kmass odzwierciedla catkowity opor, jaki uktad naczyniowy stawia przenikaniu tlenu,
czyli im wieksza jego wartosé, tym mniejszy opor. A warto$é¢ wspolczynnika uwzgled-
nia zarowno wlasciwosci fizykochemiczne (np. rozpuszezalnosé, dyfuzja), jak i aspekty
strukturalne mikrokrazenia, takie jak obecno$¢ i zachowanie erytrocytow, czyli krwinek
czerwonych.

W fizjologicznych warunkach kapilary maja srednice mniejsza niz nieodksztatcony
erytrocyt, co sprawia, ze komorki te ulegaja deformacji i przemieszczaja sie w poje-
dynczym szeregu. Takie zachowanie wplywa na organizacje przeptywu krwi i warunki
wymiany gazowej, a tym samym na efektywng wartosé k,,.ss. W szczegolnosci powstaje
przyscienna warstwa osocza, ktora zwieksza opor dyfuzyjny oraz modyfikuje rozktad
predkosci przepltywu krwi i dostepnosé tlenu w sasiedztwie §ciany naczynia [98,193|. Te
zjawiska istotnie modyfikuja wartosé kqss, a jego zalezno$¢ od hematokrytu oraz dys-
trybucji erytrocytow bywa silnie nieliniowa [118,119|. Typowo obserwuje sie, ze wzrost
hematokrytu zwicksza zdolnos¢ krwi do przenoszenia tlenu, ale jednocze$nie pogrubia
warstwe osocza przy Scianie naczynia, zmniejszajac efektywny £,,qss. Dodatkowo obec-
no$¢ i ruch krwinek zmieniajg lokalny rozktad predkosci przeptywu oraz wplywaja na
gradienty stezenia tlenu w osoczu [55,160]. Ze wzgledu na zlozonosé tych wszystkich
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zjawisk, ich pelne odwzorowanie w modelach matematycznych wymagaloby odtworze-
nia tréjwymiarowej dynamiki przeptywu i deformacji erytrocytow. Zamiast tego, ich
wplyw ujmuje sie posrednio poprzez zastosowanie usrednionych parametrow takich jak
wtasnie wspotczynnik k4.

Wspoétczynnik ks powiazany jest bezposrednio z bezwymiarowa liczba Sherwooda
(Sh), bedaca odpowiednikiem liczby Nusselta dla transportu masy. Liczba ta opisuje
stosunek catkowitego strumienia masy (np. tlenu) do strumienia dyfuzyjnego w sytu-
acji czysto molekularnej i zalezy od geometrii naczynia, warunkéw przeptywu, rodzaju
transportowanego sktadnika oraz, w przypadku krwi, od obecnosci i zachowania ele-
mentoéw morfotycznych (czyli komorkowych sktadnikow krwi, takich jak erytrocyty,
leukocyty i trombocyty) [55]. Przykladowo, wartosci liczby Sherwooda w kapilarach
o promieniu R, =~ 2.5 um mieszcza sie w zakresie od 1.5 do 3.0, przy czym wartosci te
uzyskuje sie na podstawie symulacji uwzgledniajacych obecno$¢ krwinek czerwonych
w uproszczonych modelach naczyniowych [134].

7 fizycznego punktu widzenia, wspotczynnik ks taczy zjawiska konwekcyjnego
transportu tlenu wewnatrz kapilary, jego dyfuzji przez osocze i $ciane naczynia oraz
dalszej dyfuzji do tkanek. Istnieje rowniez powigzanie pomiedzy k,..ss a lokalnym ci-
$nieniem parcjalnym tlenu w krwi, zaleznym z kolei od stopnia nasycenia hemoglobiny.
W ten sposéb, mimo ze erytrocyty nie sa jawnie modelowane, ich obecnos¢ wptywa na
poziom k455 poprzez mechanizmy wigzania i uwalniania tlenu, odwzorowywane krzy-
wa dysocjacji oksyhemoglobiny [119,160|. Dzieki temu podej$ciu mozliwe jest opisanie
proceséw wymiany gazowej w sposob ciagly i zgodny z zasadami zachowania masy, bez
koniecznoéci petnej symulacji struktury krwi.

W literaturze spotyka sie zaréwno podejscia empiryczne, jak i analityczne do wyzna-
czania k,,qss, czesto na podstawie symulacji przeptywu krwi w uproszczonych modelach
naczyniowych, bez pelnego odwzorowania otaczajacej tkanki [51,55,175,176].

5.2 Modele zuzycia tlenu

Transport tlenu w tkankach jest procesem ztozonym, ktory zachodzi w wyniku dyfu-
zji pasywnej z mikrokrazenia do komorek, gdzie tlen jest wykorzystywany w procesach
metabolicznych [103]. Zuzycie tlenu w tkance jest gtownie zalezne od cisnienia parcjal-
nego tlenu F;, a takze od charakterystyki tkanek i obecno$ci enzymow odpowiedzial-
nych za reakcje biochemiczne w mitochondriach [55]. Istnieje co najmniej kilka modeli
matematycznych, ktore opisuja te zjawiska, a wybor odpowiedniego modelu zalezy od
konkretnych warunkow i zalozen, takich jak rodzaj reakcji chemicznych, szybkosé¢ zu-
zycia tlenu oraz dostepno$¢ tlenu w tkance. Mozna wyréznié cztery podstawowe typy
kinetyki reakcji chemicznych zuzywajacych tlen, ktére moga by¢ stosowane w modelach



5. Model Krogha 59

zuzycia tlenu w tkance [19,159]:

a)

Kinetyka zerowego rzedu zaktada, ze szybkos¢ zuzycia tlenu jest stata, niezalezna
od ci$nienia parcjalnego tlenu P, pod warunkiem, ze tlen jest dostepny powy-
zej pewnego minimalnego poziomu. Matematycznie, model ten przedstawia sie
nastepujaco:

M, = Mo, £i>0 (5.6)

0, P,=0

gdzie M, to zuzycie tlenu, natomiast My, czyli zapotrzebowanie na tlen, od-
powiada maksymalnej szybkosci jego zuzycia. Model ten jest czesto stosowany
w sytuacjach, gdy stezenie tlenu jest stosunkowo wysokie i nie ogranicza znaczg-
co procesow metabolicznych. Jak widad, jest to model, ktory zostal wykorzystany
w opisie matematycznym zaproponowanym przez Krogha (por. rownanie (5.1)).

Kinetyka pierwszego rzedu opisuje reakcje, w ktorych szybkosé zuzycia tlenu jest
proporcjonalna do lokalnego stezenia tlenu w tkance:

Mt - kcon,-Plﬁ (57)

gdzie k.., jest stata reakcji. Model ten moze by¢ odpowiedni w warunkach niskiego
stezenia tlenu, gdzie szybkosé¢ metabolizmu jest silnie zalezna od dostepnosci
tlenu.

Mieszana kinetyka zerowego i pierwszego rzedu taczy cechy obu opisanych powy-
zej modeli. Przy wysokich stezeniach tlenu, szybkosé zuzycia zbliza sie¢ do warto-
Sci stalej (kinetyka zerowego rzedu), natomiast przy niskich stezeniach staje sie
proporcjonalna do ci$nienia parcjalnego tlenu (kinetyka pierwszego rzedu):

07 Pt - O
Mt = kconljta 0< Pt < Mokc_oib
Mo, P, > Mok,,!

con

(5.8)

Kinetyka Michaelisa-Mentena jest najczesciej stosowana w modelach metaboli-
zmu tlenowego, zwlaszcza w kontekscie mitochondridow, ktore sa glownymi miej-
scami zuzycia tlenu w komorkach. Model ten uwzglednia nasycalno$é¢ enzymow
oraz opisuje szybkosé¢ reakcji jako funkcje stezenia tlenu. Rownanie Michaelisa-
Mentena dla zuzycia tlenu ma postac:

Moy Py

= - 5.9
-Pt + Pcrit ( )

t
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gdzie P,..; to ci$nienie parcjalne tlenu, przy ktorym szybkos¢ reakcji osiaga po-
towe swojej maksymalnej warto$ci. Dla wartosci P, znacznie mniejszych od P..;,
kinetyka Michaelisa-Mentena przechodzi w kinetyke pierwszego rzedu. Z kolei,
gdy P..; dazy do zera, kinetyka ta zbliza sie do kinetyki zerowego rzedu [159].
Kinetyka Michaelisa-Mentena jest szczeg6lnie przydatna w modelach zuzycia tle-
nu w warunkach, w ktérych zuzycie tlenu jest ograniczone przez dostepnosc tlenu,
co ma miejsce w przypadku hipoksji, gdy cisnienie parcjalne tlenu spada ponizej
wartodci krytycznych. Model ten uwzglednia efekt nasycenia metabolizmu tleno-
wego, co ma znaczenie w przewidywaniu reakcji tkanki na zmiany w dostepnosci
tlenu [55].

Tlen w tkance zuzywany jest glownie przez mitochondria, czyli drobne organelle
komorkowe, zwane czasami ,elektrowniami komorek”, odpowiedzialne za wytwarzanie
energii w postaci ATP. W wiekszosci klasycznych modeli zaktada sie jednorodny roz-
ktad mitochondriéw, a tym samym réwnomierne zuzycie tlenu w catym obszarze tkan-
kowym. Jednak obserwacje mikroskopowe wykazaty, ze mitochondria moga wykazywac
tendencje do grupowania sie w poblizu naczyn wlosowatych, szczeg6lnie w intensywnie
metabolizujacych tkankach, takich jak mie$nie szkieletowe. Ich lokalne zageszczenie pro-
wadzi do zwiekszonego zuzycia tlenu w bezposrednim sasiedztwie kapilar oraz wzgled-
nie niskiego zapotrzebowania w dalszych rejonach [134]. Taki rozktad mitochondriow
powoduje powstawanie gradientu tlenu, a w skrajnych przypadkach moze ograniczac
dostepnosé tlenu w bardziej oddalonych cze$ciach tkanki.

Efekt grupowania mitochondriéw w modelach matematycznych jest na ogot uwzgled-
niany poprzez wprowadzenie przestrzennie zaleznej funkcji zapotrzebowania na tlen
My(r), ktora odzwierciedla ich nieréwnomierne rozmieszczenie |79, 134]:

R, — R
Rc <71 < -t e : mmitoMO

M, = Mumito '
o o= Be g0 (510
Mmito

Parametr m,,;, okresla stopien lokalnego zwiekszenia zapotrzebowania na tlen
w strefie okotokapilarnej. Takie ujecie umozliwia elastyczne odwzorowanie r6znych sce-
nariuszy przestrzennego rozmieszczenia mitochondriéw przy zachowaniu niezmiennej
$redniej konsumpcji tlenu w calym cylindrze. W modelu zaproponowanym przez McGu-
ire’a [134] przyjeto warto$¢ my,i, = 2, co odpowiada podwojeniu zapotrzebowania na

tlen w centralnej strefie.
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5.3 Roéwnanie dla obszaru kapilary

Jak juz wczesniej wspomniano w rozdziale 4, iloé¢ tlenu dostarczanego do tkanek
w normalnych warunkach zalezy od zawartosci tlenu we krwi, przy czym moze ona
przybieraé¢ formy wigzan chemicznych tworzacych oksyhemoglobine lub wolnych cza-
steczek. Stezenie wolnych czasteczek jest opisywane przez ci$nienie parcjalne tlenu,
a zalezno$¢ miedzy nasyceniem hemoglobiny tlenem a cignieniem parcjalnym tlenu jest
opisana krzywa dysocjacji oksyhemoglobiny. Z tego wzgledu, matematyczny opis dys-
trybucji tlenu powinien uwzgledniaé¢ obie formy jego obecnosci we krwi. Dla stanu
nieustalonego jest to [206,222]:

OP, 0P,
Qp 782';1) = V(O(plelVPb) - U/bOéplaiZb + Preact

(7’, Z) e aSHb GSHb (5.11)
ﬁbw — V(HbDHbVSHb) — Ublib? — Preact

3 mmHg™!| rozpuszczalno$é tlenu w plazmie, D, i Dy [cm? s71

gdzie ay [mol cm™
to wspolezynniki dyfuzji odpowiednio tlenu w plazmie i hemoglobiny, &; [mol cm;;? ]
okredla zdolnos¢ krwi do przenoszenia tlenu przy pelnym wysyceniu hemoglobiny, wu,
[cm s7!] to predkosé przeptywu krwi w kapilarze, natomiast preqe [mol cm™ s71 to tzw.
sktadnik reakcji. W zalozeniu réwnania sa taczone, a jedna ze zmiennych zaleznych jest
zastepowana druga w oparciu o definicje krzywej dysocjacji oksyhemoglobiny Sy, (FPy)
lub odwro6conej krzywej dysocjacji Py(Swp), co przykladowo prowadzi do [206,222]:

nP," ' P P, nb""' Py, 2
O + K = | & D + — K D V P
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Roéwnanie to obejmuje zaréwno sktadniki dyfuzyjne i konwekeyjne, jak rowniez nie-

liniowe cztony wynikajace z rézniczkowania funkcji dysocjacji hemoglobiny (w tym
przypadku réwnania Hilla). Takie sformutowanie czyni uktad réownan nieliniowym, co
istotnie zwicksza ztozonos¢ numeryczna rozwiazania. Nalezy podkresli¢, ze wykorzysta-
nie funkcji Hilla znaczaco upraszcza proces sprzezenia, poniewaz jej postac¢ analityczna
pozwala na bezposrednie rozniczkowanie. W przypadku zastosowania bardziej zaawan-
sowanych modeli krzywych dysocjacji, sprzezenie miedzy zmiennymi moze by¢ znacznie
trudniejsze do uzyskania, a w skrajnych przypadkach prowadzi¢ do problemoéw ze sta-

bilno$cia obliczenn. Warto rowniez zaznaczy¢, ze rOwnanie to opisuje stan nieustalony,
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natomiast przejécie do opisu stanu ustalonego mozliwe jest poprzez przyjecie zerowej
wartosci pochodnych wzgledem czasu.

Ze wzgledu na to, ze ci$nienie parcjalne tlenu w kapilarze czesto traktuje sie jako
wielkos¢ ustalong, w praktyce obliczeniowej powszechnie stosuje si¢ uproszczone modele
wymagajace jedynie zdefiniowania warunku jednoznacznosci na wlocie naczynia. Takie
podejécie pozwala znaczgco ograniczyé¢ ztozono$é obliczeniows, a jego zastosowanie
jest szczegoblnie uzasadnione w modelach opartych na koncepcji walca Krogha, gdzie
przyjmuje sie jednorodny rozktad cisnienia parcjalnego tlenu w przekroju poprzecznym
naczynia [134]:

2€ Qe TR2ukyV Sty = —kmass(Py — P;)

(5.13)
2=0: By=Pyiniet

gdzie P, ;nier 0znacza ciSnienie parcjalne krwi na wlocie kapilary.

Warto w tym miejscu wyjasni¢, ze zatozenie statego cisnienia parcjalnego lub nasy-
cenia hemoglobiny tlenem wynika z fizjologicznego faktu, ze czerwone krwinki bedace
no$nikiem tlenu, maja wiekszg $rednice niz naczynia wlosowate, w wyniku czego sa

niejako przepychane przez kapilare [98,193].

5.4 Rownanie dla obszaru tkanki

W analogii do réwnania dla obszaru kapilary, w modelowaniu transportu tlenu
w tkance uwzglednia sie rowniez obecnos$é mioglobiny, ktéra wiaze tlen w sposob od-
wracalny. W tkance tlen wystepuje zar6wno w postaci rozpuszczonej, jak i zwigzanej
z mioglobina, co prowadzi do koniecznosci opisu jego dystrybucji za pomoca uktadu
dwoch sprzezonych rownan. Takie podejscie zostato szczegoltowo opisane w [48, 206],
gdzie przedstawiono opis zmian cisnienia parcjalnego tlenu P, oraz stezenia utlenowa-

nej mioglobiny Sy, w stanie ustalonym:

4 DV2P; = —proaes + M
P R St (5.14)

2
CMbDMbv SMb = Preact

3 mmHg™!] oznacza rozpuszczalnosé tlenu w tkance, D; [cm? s71 jest

gdzie a; [mol ecm™
wspotczynnikiem dyfuzji tlenu w tkance, ¢y, [mol cm ™3| to stezenie mioglobiny, a Dy,
[em? s71 to wspotezynnik dyfuzji oksymioglobiny.

Rownania te zostaja potaczone poprzez zastosowanie krzywej dysocjacji mioglobiny
(por. podrozdzial 4.6). Ostatecznie rozklad cisnienia parcjalnego tlenu w tkance P,(r)
opisuje réwnanie rézniczkowe sformulowane w cylindrycznym uktadzie wspotrzednych
[48, 159, 206]:

r € Q : KiV°Py + v Dain VS (Pr) = My(Py) (5.15)
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> mmHg™!)] to wspolezynnik Krogha, ktéry mozna wyrazié

gdzie K; [(cm? s7)(mol cm™
jako [55,206,222]:

Kt = OétDt (516)

Nalezy podkresli¢, ze jesli tlen w tkance znajduje sie w stezeniu powyzej 13 mmHg,
to wplyw transportu ulatwionego przez mioglobine mozna zaniedba¢. W przeciwnym
wypadku jej udzial jest znaczacy i staje sie dominujacym czynnikiem utatwiajacym
dyfuzje tlenu w warunkach hipoksji [206].

W analizie iloSciowej stanu utlenowania tkanki pomocny jest skumulowany rozktad
ciSnienia parcjalnego Fo,, taki jak przedstawiono na rysunku 5.2. Krzywa ilustruje
frakcje tkanki, dla ktorej Po, jest réwne lub nizsze od wartosci podanej na osi pozio-
mej, w zakresie od 0 do 100 mmHg. Na przyklad, odczytanie wartosci z osi pionowej
dla niskich wartosci Po, (np. 5 + 10 mmHg) pozwala na okreslenie procentu tkanki
doswiadczajacej niedoboru tlenu. Wysokie wartosci frakcji tkanki przy niskim Pp, wska-
zuja na znaczace obszary niedotlenione, co ma istotne implikacje w kontekscie fizjologii
tkanki, jej metabolizmu oraz potencjalnego rozwoju stanéw patologicznych. Taki roz-
ktad jest nieoceniony w diagnostyce, ocenie skutecznosci interwencji terapeutycznych
oraz w badaniach podstawowych nad mikrosrodowiskiem tkankowym.
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Rys. 5.2: Skumulowany rozktad cisnienia parcjalnego tlenu P, w obszarze tkanki
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5.5 Zastosowania modelu Krogha

Model Krogha, pierwotnie opracowany w celu opisu dyfuzji tlenu z naczyn wtosowa-
tych do otaczajacych tkanek, dzieki swojej przejrzystej strukturze matematycznej zna-
lazl zastosowanie takze w szerszym spektrum zagadnienn biomedycznych, biofizycznych
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oraz inzynieryjnych. Jego rozszerzenia umozliwiaja uwzglednienie transportu innych
substancji, reakcji chemicznych, a takze zjawisk wielofazowych i konwekcyjnych.

Model Krogha stanowi fundament wielu rozszerzonych modeli sprzezonego trans-
portu réznych gazéow oddechowych i czasteczek czynnych biologicznie. Przyktadowo,
w pracy Liiin. [111] zastosowano model Krogha o czterech koncentrycznych warstwach
(erytrocyty, osocze, ptyn srodmiazszowy oraz komoérki miazszu) do badania kinetyki
znacznikow radioaktywnych °O-O, oraz O-wody. Model uwzglednial wymiane sub-
stancji pomiedzy warstwami oraz zmiennos$¢ wzdtuz osi naczynia, przy zatozeniu braku
gradientoéw radialnych. Rozktad stezenia tlenu w stanie ustalonym postuzyt nastepnie
do analizy sprzezonej dynamiki izotopow, co umozliwito oszacowanie zuzycia tlenu
w miesniu sercowym na podstawie danych eksperymentalnych.

W innym podejsciu, Schacterle i wsp. [171] opracowali stacjonarny model transpor-
tu tlenu i dwutlenku wegla w tetniczkach otoczonych przez réwnomiernie roztozona
sie¢ naczyn kapilarnych. Uwzgledniono tu efekty fizjologiczne, takie jak efekt Bohra
(przesuniecie krzywej dysocjacji Oy w obecnosci COs) i efekt Haldane’a (wplyw Oj na
zdolnos$é wiazania COq przez hemoglobine). Model ten wykazal, ze preznosé COy we
krwi szybciej osiaga rownowage z otaczajaca tkanka niz preznosé O,.

Dash i Bassingthwaighte [32] zaproponowali zaawansowany, czterowarstwowy mo-
del o zmiennosci wzdtuz osi kapilary, w ktérym analizowano sprzezony transport O,
i CO,, uwzgledniajac dodatkowo obecno$¢ jonoéw wodoroweglanowych i wodorowych.
Chociaz model ten nie rozwigzywal réwnan w kierunku radialnym, pozwalal na efek-
tywne obliczenia zar6wno w warunkach ustalonych, jak i dynamicznych.

Model Krogha odegrat istotna role w badaniach mikrosrodowiska nowotworowego.
Kirkpatrick i in. [99] wykorzystali model Krogha do badania transportu tlenu i glukozy
w kontekscie guzow nowotworowych. Wykazali oni, ze chociaz glikoliza ma ograniczo-
ny wplyw na poziom hipoksji w nowotworach, to samo zuzycie tlenu przez komorki
ma kluczowe znaczenie dla jej rozwoju. Ponadto, uwzglednienie zréznicowanego roz-
miaru cylindréw tkankowych zwiekszato frakcje hipoksyjna w poréwnaniu do modeli
z pojedynczym, usrednionym cylindrem.

Lamkin-Kennard i wsp. [107] opracowali model uwzgledniajacy sprzezony trans-
port tlenu i tlenku azotu (NO) w przekrojach tetniczek, bez uwzgledniania transportu
wzdtuznego. Ich symulacje wykazaly, ze zwiekszone stezenie NO w tkance moze pro-
wadzi¢ do zwickszenia dostarczania tlenu w odlegte rejony, co wynika z odwracalnego
hamowania mitochondrialnej konsumpcji Os przez NO.

Model Krogha znajduje rowniez szerokie zastosowanie w wielu dziedzinach biologii,
inzynierii biomedycznej, a nawet geofizyki i inzynierii odwiertowej. Przejrzystosé¢ jego
konstrukcji oraz mozliwo$¢ stosowania réznych modyfikacji sprawiaja, ze jest on czesto
podstawa dla modeli bardziej ztozonych.
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Jednym z popularnych obszaréw zastosowania modelu Krogha jest biofizyka trans-
portu ciepta w tkankach. Cylindryczna geometria modelu Krogha jest wykorzystywana
do opisu lokalnej dyfuzji ciepta wokét naczyn krwionosnych w kontekscie hipertermii
terapeutycznej oraz ablacji cieplnej. Przyktadowo, model byt rozwijany w pracach do-
tyczacych przewodnictwa cieplnego wokot naczyn w kontekscie zastosowan medycznych
i planowania terapii [28,203]. W wielu modelach biociepta (np. opartych o réwnanie
Pennesa) model Krogha stosowany jest jako lokalny model mikroprzeptywu w symula-
cjach rozkladu temperatury.

Koncepcja Krogha znajduje roéwniez szerokie zastosowanie w modelach opisujacych
mikrokrazenie w miesniach szkieletowych. W pracy Lo i inni [115] wykorzystano wersje
modelu Krogha do opisu dynamicznych zmian utlenowania miesni przy roéznych po-
ziomach aktywnosci. Tego typu modele (tzw. microcirculation units, MCU) stanowia
podstawe dla rozwoju bardziej ztozonych symulacji fizjologicznych. Modele MCU moga
obejmowa¢ wiele kapilar i tkanek, ale lokalnie przyjmuja geometrie i zalozenia zgodne
z modelem Krogha.

Model Krogha, zwtaszcza w rozszerzonych wersjach uwzgledniajacych dynamiczna
reorganizacje naczyn, wykorzystywany byt takze do opisu angiogenezy, czyli procesu
tworzenia nowych naczyn krwionosnych. Przykladowo, w pracy Secomb i inni [175]
wykorzystano model Krogha jako lokalny komponent w symulacjach dostosowujacych
strukture mikrokrazenia do zapotrzebowania metabolicznego tkanki.

Model Zhu i in. [222| zostal rozwiniety w kontekscie terapii fotodynamicznej (PDT),
jednak jego struktura matematyczna oparta jest na rozszerzeniu klasycznego modelu
Krogha. Uwzglednia on zaréwno dynamiczna dyfuzje tlenu, jak i rozpad zwigzkéw
fotouczulajacych.

Symetria cylindryczna stosowana w klasycznym modelu Krogha znajduje rowniez
zastosowanie w analizach przeplywu plynéw i transportu masy w skatach porowatych
otaczajacych odwierty. Klasyczny model Theisa [187] opisuje radialne zmiany ci$nienia
w odpowiedzi na eksploatacje ztoza, co stanowi formalng analogie do dyfuzji tlenu
z kapilary do otaczajacej tkanki.

W badaniach z zakresu geotermii i inzynierii zt6z, szczegolng uwage poswieca sie
dyfuzji znacznikéw z kanatow przepltywowych do porowatej matrycy skalnej. Jak po-
kazali Pruess i Ho |66, 161], dyfuzja znacznikéw z kanatu przeplywowego do otacza-
jacej matrycy skalnej prowadzi do opdznienia ich transportu i wydtuzenia czasu ich
obecnosci w uktadzie porowatym, co wplywa na dynamike zmian stezenia. Zjawisko
to przypomina wymiane gazéw w mikrokrazeniu, gdzie kapilara odpowiada kanatowi
przeplywowemu, a tkanka pelni role otaczajacego rezerwuaru dyfuzyjnego.



6. Terapia fotodynamiczna

Terapia fotodynamiczna (ang. photodynamic therapy, PDT) to selektywna, mini-
malnie inwazyjna metoda leczenia nowotworow, w ktorej kluczowa role odgrywaja trzy
elementy: fotouczulacz (fotosensybilizator, ang. photosensitizer), $wiatto o odpowied-
niej dtugosci fali oraz tlen obecny w tkance (forma trypletowa 0,). Po zaabsorbowa-
niu energii $wietlnej fotouczulacz przechodzi do stanu wzbudzonego, co inicjuje reakcje
fotochemiczne prowadzace do generacji reaktywnych form tlenu (ang. reactive ozygen
species), w tym przede wszystkim tlenu singletowego 'O,, uznawanego za gléwny czyn-
nik cytotoksyczny w PDT [2,9].

W poréwnaniu z konwencjonalnymi metodami leczenia, takimi jak chirurgia, che-
mioterapia czy radioterapia, PDT wykazuje szereg istotnych zalet. Fotouczulacze mo-
ga wykazywaé naturalng zdolno$¢ do preferencyjnego gromadzenia sie w nowotworach,
a naswietlanie ogranicza si¢ do konkretnego miejsca, co zwicksza selektywnosé terapii.
Dzieki temu PDT moze by¢ stosowana wielokrotnie w tym samym miejscu, zwykle
nie prowadzi do blizn, moze by¢ stosowana ambulatoryjnie i jest relatywnie niedroga
w poréwnaniu do innych metod leczenia raka |21, 31].

Jak kazda metoda terapeutyczna, takze PDT ma swoje ograniczenia. Skutecznosé
leczenia zalezy od obecnoéci tlenu w tkance, co sprawia, ze obszary hipoksyjne lub oto-
czone martwicg moga nie reagowaé na terapie. Ograniczona penetracja $wiatta w glab
tkanek stanowi przeszkode w leczeniu gleboko zlokalizowanych guzéw. Ponadto, nie-
ktore fotouczulacze moga powodowaé nadwrazliwosé na swiatlo, a leczenie nowotwordw
o rozsianym charakterze, takich jak przerzuty, jest obecnie technicznie trudne do prze-
prowadzenia [21,31].

Terapia fotodynamiczna znajduje szerokie zastosowanie kliniczne zaréwno w lecze-
niu nowotworéow, jak i chorob nieztosliwych. W onkologii PDT stosuje sie w terapii
nowotworow skory, przetyku, glowy i szyi, ptuc, pecherza moczowego, szyjki macicy,
przewodu pokarmowego oraz nieczerniakowatego nowotworu skory. Metoda ta wyka-
zuje rowniez skuteczno$¢ w leczeniu schorzeri dermatologicznych (takich jak tradzik,
brodawki, fotostarzenie, tuszczyca, malformacje naczyniowe, hirsutyzm, bliznowce i ty-
sienie plackowate), okulistycznych (np. centralna retinopatia surowicza i neowasku-
laryzacja rogowki), sercowo-naczyniowych (miazdzyca i zylaki przelyku), stomatolo-
gicznych (liszaj ptaski jamy ustnej), neurologicznych (choroba Alzheimera), reuma-
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tologicznych (reumatoidalne zapalenie stawow) oraz gastroenterologicznych (choroba
Crohna) [21,31,96,110,157|.

6.1 Mechanizmy reakcji zachodzacych podczas PDT

Wyréznia sie dwa podstawowe mechanizmy reakcji zalezne gltéwnie od dostepnosci
tlenu w Srodowisku guza:

e Mechanizm typu I dominuje w warunkach ograniczonego dostepu do tlenu, typo-
wych dla obszaré6w hipoksyjnych w nowotworze. W tym przypadku fotouczulacz
wzbudzony do stanu trypletowego oddziatuje z biomolekutami (np. lipidami, bial-
kami), inicjujac reakcje prowadzace do tworzenia wolnych rodnikéw, takich jak
anionorodnik ponadtlenkowy (O3 ), rodnik hydroksylowy (-OH) czy nadtlenki
organiczne [21,31,110,215]. Te formy tlenu wywoluja szereg reakcji tancucho-
wych prowadzacych do uszkodzenia bton komoérkowych, bialek i DNA komoérek
nowotworowych [136,157|.

e Mechanizm typu II zachodzi w srodowiskach bogatych w tlen, gdy fotouczulacz
w stanie trypletowym przekazuje swoja energie czasteczce tlenu w stanie try-
pletowym (30,), powodujac jej przeksztalcenie w reaktywna forme tlenu, czy-
li tlen singletowy (1O,). Ten stan wzbudzony charakteryzuje sie silnymi wla-
Sciwodéciami utleniajacymi, co prowadzi do nieodwracalnego uszkodzenia struk-
tur komorkowych, zwlaszcza lipidow blonowych i biatek. Tlen singletowy jest
uwazany za glowny efektor cytotoksyczny w klasycznej terapii fotodynamicz-
nej [2,21,31,110,157]

Dominujacy mechanizm fotodynamiczny zalezy nie tylko od wtasciwosci fotouczula-
cza, ale rowniez od lokalnych warunkéw mikroérodowiska nowotworu, takich jak poziom
tlenu czy obecno$¢ biomolekut redukujacych. W praktyce oba mechanizmy moga wspot-
istnie¢, a ich wzgledny udzial moze sie dynamicznie zmienia¢ w czasie terapii [21,31].

Ztozonosé¢ procesow zachodzacych podczas PDT zostata zilustrowana diagramem
Jabtoriskiego (rys. 6.1), ktory ukazuje podstawowe przemiany fotofizyczne i fotoche-
miczne charakterystyczne dla terapii typu II, gdzie gtéwnym czynnikiem cytotoksycz-
nym jest tlen singletowy (1Oy).
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Rys. 6.1: Diagram Jabtonskiego

Symbole przedstawione na diagramie oznaczajg odpowiednio: Sy - stan podstawowy
fotouczulacza, S; — stan wzbudzony singletowy, natomiast Tg, — stan trypletowy fo-
touczulacza. Symbolami 2O, i 'Oy oznaczono odpowiednio tlen czgsteczkowy w stanie
trypletowym i singletowym. Appr reprezentuje stezenie akceptora tlenu singletowego
z wylaczeniem czasteczek fotouczulacza. Wszystkie oznaczenia ko-k; odnosza sie do
stalych reakcji chemicznych, ktorych szczegolowe znaczenie oraz jednostki (np. [s7!]
lub [s7' uM™1]) zostaly podane w [221].

Proces rozpoczyna sie od absorpcji fotonu (stata kg) przez czasteczke fotouczulacza
znajdujaca sie w stanie podstawowym Sy, co powoduje jej przejscie do wzbudzonego
stanu singletowego S;. Ze stanu S; czasteczka moze powroci¢ do stanu podstawowego
poprzez emisje fluorescencji (stala k3) lub ulec przejsciu miedzysystemowemu (stata ks )
do stanu trypletowego T, co jest kluczowym etapem umozliwiajacym dalsze reakcje
fotodynamiczne.

Stan trypletowy fotouczulacza Tg, moze ulec dezaktywacji na kilka sposobéw: po-
przez emisje fosforescencji (stata ky), przez przekazanie energii czasteczce tlenu w stanie
trypletowym (mechanizm typu II, stala ks), prowadzace do powstania tlenu singleto-
wego (1Os), lub (w przypadku reakeji typu I niewskazanej na diagramie) przez bezpo-
Srednig reakcje z substratem.

Powstaly tlen singletowy 'O, jest wysoce reaktywny i niemal natychmiast reaguje
z czasteczkami w swoim najblizszym otoczeniu. Gléwne drogi jego dezaktywacji to
reakcje z biologicznymi strukturami komorkowymi (stata k;), reakcja z fotouczulaczem
prowadzaca do jego nieodwracalnej degradacji (fotowybielanie, stala k;), oraz emisja
fosforescencji (stata kg, diugosé fali = 1270 [nm]).
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6.2 Techniczne aspekty terapii fotodynamicznej

Skuteczno$¢ PDT opiera si¢ na jakosci uzytego fotouczulacza, czyli substancji fo-
towrazliwej, ktora w idealnym przypadku powinna wykazywa¢ selektywnosé¢ wzgledem
komorek nowotworowych, stabilno$é chemiczna, brak toksycznos$ci w stanie nieaktyw-
nym oraz wysoka reaktywnosé¢ po aktywacji swiatlem. Oczekuje sie rowniez, ze bedzie
tatwo wydalana z organizmu oraz minimalizowa¢ dzialania niepozadane. Niestety, jak
dotad nie opracowano fotouczulacza spelniajacego wszystkie te wymagania jednocze-
$nie, co wynika z duzego zréznicowania struktur komoérkowych i wlasciwosci mikrosro-
dowiskowych réznych nowotworow [8,157,167,215].

Leczenie rozpoczyna sie najczesciej od dozylnego podania fotouczulacza, obecnie
najczesciej w postaci pochodnych hematoporfiryny w dawce 2.5 + 5 [mg kg™!| ma-
sy ciala. Substancja ta, rozprowadzona droga krwiono$na po organizmie, gromadzi sie
w tkance nowotworowej w czasie 24 + 72 godzin od podania. Nalezy pamietac¢, ze
zwickszona retencja fotouczulacza wystepuje rowniez w skorze oraz niektoérych narza-
dach wewnetrznych, takich jak watroba, nerki czy §ledziona, co zwigzane jest z ich
powinowactwem do barwnikow porfirynowych [157,162,170,201].

Zwiazki porfirynowe, nalezace do pierwszej generacji fotouczulaczy, to najczesciej
wykorzystywane w PDT nanoczastki. Ich modyfikacje strukturalne pozwalaja uzyskaé
formy hydrofobowe (wiazace sie z lipidami), rozpuszczalne w wodzie formy hydrofilowe
(anionowe lub kationowe) lub amfifilowe, zawierajace czesci obu wymienionych form, co
umozliwia interakcje z roznymi strukturami komérkowymi. Cechuja sie one niska tok-
sycznoscig w ciemno$ci i wysoka absorpcja promieniowania $wietlnego. Druga generacja
obejmuje bardziej zaawansowane pochodne, takie jak chloryny, bakteriochloryny czy
ftalocyjaniny, ktore maja silniejsze pasma absorpcji w zakresie fal o wiekszej dlugosci,
co umozliwia skuteczniejsza penetracje gtebokich warstw tkanki. Obecnie rozwijane sg
rowniez fotouczulacze trzeciej generacji, bazujace na strukturach drugiej generacji, ale
dodatkowo modyfikowane w celu poprawy selektywnosci gromadzenia sie w nowotwo-
rach oraz skutecznosci dostarczania do tkanek docelowych [96,110,165,167].

Jak juz wspomniano, naswietlanie tkanek prowadzone jest zwykle 24 + 72 godziny
po podaniu fotouczulacza, po wcze$niejszym precyzyjnym zlokalizowaniu zmian cho-
robowych za pomoca diagnostyki fotodynamicznej. Typowe dawki energii mieszcza
sie w zakresie 10 + 250 [J cm™2], przy Sredniej gestosci mocy 15 =+ 300 [mW cm™2]
i czasie naswietlania trwajacym 15 <+ 30 minut. W przypadku stosowania pochodnych
hematoporyny, promieniowanie wykorzystywane do aktywacji fotouczulacza ma zwykle
dtugos¢ fali 625 + 640 nm, cho¢ generalnie fotouczulacze wykazuja zwiekszona absorp-
cje w nieco szerszym zakresie: 400 < 700 nm. Cho¢ gteboko$¢ penetracji d, wzrasta
wraz z dlugoscig fali, przekroczenie progu okoto 850 nm powoduje spadek zdolnosci

wzbudzania tlenu singletowego, co ogranicza skuteczno$¢ terapeutyczna. Mozna wiec
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powiedzie¢, ze optymalny zakres dtugosci fali $wietlnej wykorzystywanej w PDT miesci
sie w ,,oknie terapeutycznym /biologicznym” [5,31,106,157| (por. rozdzial 3).

Wraz ze wzrostem dlugosci fali zwieksza sie zdolnosé $wiatta do przenikania w glab
tkanek. Swiatto niebieskie wykazuje dziatanie powierzchniowe i jest stosowane w le-
czeniu zmian naskorkowych. Swiatto zielone dociera do skéry wlasciwej, natomiast
czerwone osiaga najwieksza gltebokosé¢ penetracji d,, siegajac kilku milimetrow, co czy-
ni je preferowanym wyborem w leczeniu nowotwordéw skéry oraz zmian zlokalizowanych
glebiej [16,70]. Tabela 6.1 przedstawia orientacyjne zakresy dtugosci fal $wiatta widzial-
nego wraz z odpowiadajacymi im gtebokosciami penetracji d, w skore ludzka [143,190].

Tab. 6.1: Zakres dlugosci fal swiatta widzialnego i orientacyjna glebokos¢ penetracji o,
w skore ludzka [143]

Barwa $wiatla Dtugosé fali [nm] Gtlebokos¢ penetracji
Jp [mm]
Czerwona 622 + 780 4 +10
Pomaranczowa 097 + 622 3+14
Zotta 577 + 597 3
Zielona 492 = 577
Niebieska 455 =+ 492 1
Fioletowa 390 + 455 1

W terapii fotodynamicznej stosuje sie rozne zrodla $wiatta, w tym lasery, diody
LED, lampy halogenowe oraz ksenonowe. Wybor odpowiedniego zrodla zalezy przede
wszystkim od charakterystyki absorpcyjnej fotouczulacza oraz gtebokosci zmiany nowo-
tworowej. Lasery emituja promieniowanie monochromatyczne i koherentne, umozliwia-
jac precyzyjne dostarczenie $wiatta, ale wymagaja dodatkowych uktadéw optycznych
do rozszerzenia wiazki na wiekszy obszar. Diody LED sg tansza alternatywa, emitujac
Swiatlo mniej spdjne, ale termicznie bezpieczne, tatwe w uzyciu i dostepne w réznych
dhugosciach fal, czesto w formie elastycznych matryc $wietlnych. Lampy konwencjo-
nalne (np. ksenonowe czy halogenowe) moga by¢ stosowane z odpowiednimi filtrami
spektralnymi i §wiatlowodami, jednak wiaza sie z ryzykiem nadmiernego nagrzewania
tkanki 16,31, 96].

W zaleznosci od lokalizacji guza stosuje sie [96]:

e PDT powierzchniowa — dla zmian skérnych i §luzéwkowych,

e PDT interstycjalng — z uzyciem swiatlowodéw wprowadzanych bezposrednio do
wnetrza guza (>1 cm glebokosci).
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7 uwagi na wysoka fotowrazliwos¢ skéry i oczu po terapii PDT, pacjenci musza
unikaé¢ ekspozycji na §wiatto dzienne przez kilka dni po zabiegu. Zabiegi moga by¢
powtarzane w odstepach 7 + 14 dni, a ich liczba zalezy od histopatologii nowotworu,
jego rozmiaru, ukrwienia oraz dostepnosci tlenu czasteczkowego [157,170].

Podczas ekspozycji tkanek na $wiatlo o natezeniu 200 + 300 [mW c¢m™?| moze
doj$¢ do efektu hipertermicznego, polegajacego na wzroscie temperatury tkanki do
45 =+ 50°C. W takim przypadku obserwuje sie wspoltdzialanie efektu fototoksycznego
i cieplnego, co moze znaczaco zwiekszyé skutecznos$é terapii, zwlaszcza w przypad-
ku guzow z ograniczonym dostepem tlenu. Hipertermia wspomaga uszkodzenia bton
komoérkowych, zwieksza dyfuzje tlenu i fotosensybilizatora, a takze moze wywolywac
niezalezne mechanizmy $mierci komorek [16,29,36,157].

6.3 Model matematyczny PDT

Matematyczny opis terapii PDT opiera sie na modelu kinetyki reakcji fotofizycznych
i fotochemicznych, ktorych skutkiem jest generacja tlenu singletowego O, bedacego
glownym efektorem cytotoksycznym w mechanizmie PDT typu II. Pelny model ba-
zuje na uktadzie réwnan rézniczkowych zwyczajnych, opisujacych dynamike stanow
fotouczulacza oraz przemiany tlenu trypletowego w singletowy (rys. 6.1). Zgodnie z li-
teratura (97,200, 220], model uwzglednia sze$¢ sprzezonych réwnarn, opisujacych kon-
centracje nastepujacych form czasteczek:

e fotouczulacz:

— [Sp] — stan podstawowy fotouczulacza,
— [S1] — stan singletowy fotouczulacza (stan wzbudzony),

— [Ts,] — stan trypletowy fotouczulacza,
e tlen:

— [20s] — tlen trypletowy (stan podstawowy),
— [*Oy] - tlen singletowy (stan wzbudzony),

e akceptor:
— [Appr] — stezenie akceptora dla tlenu singletowego.

Na podstawie powyzszych zmiennych, model opisuje dynamike ukladem réwnan
rozniczkowych:

d[So]

dt

= —ko[So] — k1['O2]([So] + ) + ka[Ts,][*Oa] + ks[S1] + ka[Ts,] (6.1)
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df’tﬂ — (ki + ks)[S1] + KolSo) (6.2)

Wl g )P0 — kalT,] + ks[5 (6.3)

d[Z?Q] = —Saka[Ts,][*Oa] — ke[ O] + Pppr (6.4)

d[ld?ﬂ — 1 ([So] 4 Geor)[10n] + Saka[Ts,][F0s] — ks['0s] — kr[Apprl[[0a]  (6.5)
Wror) _ 4 faeprl01) (68)

gdzie Pppr to parametr dostarczania tlenu, d.,. oznacza wspoétczynnik korekcji dla
niskiego stezenia fotouczulacza, a Sa okresla wydajnos¢ przejscia energii.

Pomimo kompletnosci tego modelu, jego stosowanie napotyka szereg ograniczen.
Po pierwsze, czasy zycia stanow Sy, Ts, oraz 'O, sa bardzo krotkie (rzedu nanosekund
do mikrosekund), co oznacza, ze reaguja lub ulegaja rozpadowi niemal natychmiast
po wygenerowaniu. W zwigzku z tym przyjmuje sie, ze ich zmienno$¢ w czasie jest

znikoma, co prowadzi do quasi-stacjonarnych zaltozen:

d[S,]
dt

d[TSo}
dt

d['O,]
dt

~ 0, ~ 0 (6.7)

~ 0,

Drugim istotnym ograniczeniem jest trudnosé¢ w wyznaczeniu doktadnych wartosci
parametréow kinetycznych oraz ich zaleznosci od lokalnych warunkéw biologicznych.
Wymagana jest znajomos$¢ wielu wspotczynnikow (k;, Sa, deor, itd.), ktorych pomiar
in vivo jest bardzo ograniczony [97].

Z tych powodow, w zastosowaniach praktycznych model pelny upraszcza sie do tzw.
trojrownaniowego modelu PDT, ktory zachowuje dynamike systemu, ale redukuje licz-
be zmiennych do obserwowalnych i kontrolowalnych parametrow. Model zredukowany
opiera sie na trzech podstawowych réwnaniach: zmianie stezenia fotouczulacza, tlenu
trypletowego oraz tlenu singletowego [81,82, 97,200, 220]:

d[*O, OS]\ sy _ O]
dt + (5 [302] + 6) [ 02] - 7vbsupa wsup - wsup,mam (1 - [BOQ]im‘t> (68)
d[SU] ¢([SO] + 5607“)[302] _
d[loﬂreact gb[SOHBOQ]
— = <§[302} e ) (6.10)

t=0: [SO} = [SO]inita [302] = [SOQ]inita [102]react,init =0 (611)
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gdzie [So], 202, [POg)init oraz [*O2)react [#M] oznaczaja odpowiednio stezenie foto-
uczulacza, stezenie tlenu w stanie trypletowym, poczatkowe stezenie tlenu w stanie
trypletowym (przed PDT) oraz stezenie tlenu singletowego powstatego w wyniku re-
akcji. Parametr ¢ [Wm™2| oznacza calkowite natezenie promieniowania (por. rozdzial
3.2). Parametry fotochemiczne PDT obejmuja: parametr 3 [mol cm™3], czyli stezenie
progowe wygaszania tlenu (ang. quenching threshold concentration), o [cm3 mol™!] to
wspo6lezynnik fotowybielania (ang. specific photobleaching ratio), & [cm? mW—! s7!]
to szybkos$é zuzycia tlenu na jednostke mocy promieniowania (ang. specific oxygen
consumption rate), oraz d., |mol cm™3|, bedacy korekta dla niskich stezen fotouczula-
cza (ang. low concentration correction term). Natomiast 1, [mol em™ s71] oznacza
szybko$¢ dostarczania tlenu (ang. ozygen supply rate), a Ysupmaer [mol cm™3 s71 to
maksymalna szybko$¢ dostarczania tlenu (ang. mazimum oxygen supply rate).

W przeciwienistwie do pelnego modelu PDT, opartego na siedmiu réwnaniach r6z-
niczkowych, w ktéorym dynamike reakcji opisuja stale reakcji (ko-k7), uproszczony
model trojrownaniowy wykorzystuje efektywne parametry fotochemiczne, takie jak
B, o, & oraz .. Stanowig one kombinacje bazowych statych reakcji i upraszczaja
model, grupujac zlozone procesy (np. fotowybielanie czy zuzycie tlenu) w postaci bar-
dziej ogbdlnych wspoétczynnikow. Takie podejscie pozwala na redukcje liczby réwnan
bez utraty kluczowej dynamiki zjawisk, a szczegoly matematycznego przejscia pomie-
dzy modelami przedstawiono m.in. w [97,220].



7. Analiza zmian ci$nienia parcjalnego
tlenu w tkance pod wplywem

impulsu cieplnego

W niniejszym rozdziale przedstawiono koncepcje potaczenia modeli przeptywu bio-
ciepta oraz dystrybucji tlenu, dla zadania zwigzanego z oddzialywaniem zewnetrznego
impulsu cieplnego na tkanke. Koncepcja ta opiera sie na zalezno$ci pomiedzy parame-
trami zwigzanymi z obecnoscig krwi, czyli wspolezynnikiem perfuzji oraz predkoscia
krwi w kapilarze. Dodatkowo, zmiany wynikajace z podwyzszonej temperatury w tkance
uwzgledniono poprzez efekt Bohra, czyli zmiane parametrow krzywej dysocjacji hemo-
globiny (ODC).

Chociaz w literaturze bez problemu mozna odnalezé¢ informacje o szczegédlnych ce-
chach krzywych dysocjacji, zwlaszcza zakresow, w ktorych doktadnie opisuja one za-
leznos¢ nasycenia hemoglobiny od cisnienia parcjalnego, to jednak brak jest informacji
o tym, jak model ODC wplywa na dystrybucje tlenu w warunkach podwyzszonej tem-
peratury tkanki. W zwiazku z tym poddano analizie model dystrybucji tlenu, w kto-
rym uwzgledniono cztery rozne krzywe dysocjacji: Hilla, Adaira, Kelmana oraz Dasha
i Bassingthwaighte’a. W przypadku tej ostatniej uwzgledniono wptyw dodatkowych
parametréow fizjologicznych, takich jak pH oraz ci$nienie parcjalne dwutlenku wegla
(por. rozdzial 4).

Model przeptywu biociepta w tkance stanowi sze$cienny obszar tkanki mieckkiej,
w ktorej opis rozktadu temperatury oparto na réwnaniu Pennesa, z wykorzystaniem
funkcji zmienno$ci od temperatury lub uszkodzenia termicznego dla parametrow tkanki.
Natomiast dla zagadnienia dystrybucji tlenu, wykorzystano osiowosymetryczny model
walca Krogha, z uwzglednieniem kinetyki zuzycia tlenu zgodna z réwnaniem Michaelisa-
Mentena.

Rozwiazanie zagadnienia przewodnictwa ciepta uzyskano przy uzyciu jawnego sche-
matu metody réznic skonczonych, natomiast rozktad cisnienia parcjalnego tlenu wy-
znaczono metoda strzaléw. Do obliczen wykorzystano srodowisko MATLAB R2022b.
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7.1 Model matematyczny

Na rysunku 7.1a zaprezentowano trojwymiarowy obszar tkanki biologicznej, dla kto-
rej przeprowadzono analize termiczna. Gorna powierzchnia (oznaczona jako I'y) zostata
poddana dzialaniu zewnetrznego impulsu cieplnego w postaci nierbwnomiernego stru-
mienia ciepta. Na rysunku 7.1b pokazano walec Krogha, czyli model wykorzystywany
do opisu dystrybucji tlenu w tkance.

Cylinder Krogha reprezentuje obszar tkanki otaczajacy naczynie wlosowate, jednak
jego wymiary sg znacznie mniejsze w porownaniu do szesciennej domeny wykorzystanej
w analizie cieplnej. W niniejszej analizie przyjeto: 1.5 x 1.5 x 1.5 cm dla modelu prze-
plywu ciepta oraz odpowiednio R. = 2.5 ym, R; = 25 pm, L; = 500 pm dla cylindra
Krogha.

Z uwagi na znaczne réznice skali, model mozna traktowac¢ jako zagadnienie wielo-
skalowe. Ze wzgledu na te rozbieznosci wymiarowe, nie modelowano petnej struktury
kapilarnej, lecz skoncentrowano sie na pojedynczym cylindrze Krogha, ktory zgodnie

z zalozeniami ma reprezentowaé srednie warunki w tkance (por. rozdzial 5) [62,222].
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Rys. 7.1: Domeny obliczeniowe rozwazane w modelu przeptywu ciepta (a) i dystrybucji
tlenu (b)

W modelu zwigzanym z analiza termiczng wyr6zniono cztery punkty Ni-N,, dla
ktorych analizowano przebiegi wybranych parametrow, w tym wspotczynnika perfuzji.
Dla wybranych chwil czasowych przeprowadzono dodatkowo obliczenia z wykorzysta-
niem modelu dystrybucji tlenu.
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Przeptyw ciepta w obszarze tkanki {2 opisano réwnaniem Pennesa, uzupelionym

odpowiednimi warunkami brzegowymi i poczatkowymi (por. rozdzial 2) [78,138,153]:

orT
xeN: OE = ()\VT) + Qperf + Qmet
X € FO .4 = qo, t < texp; q= O, > tea:p (71)
xel.: ¢g=0

t=0: T = Enit
przy czym zewnetrzny impuls cieplny dziatajacy na brzeg I'y opisano za pomoca funkcji:

2(x? + 22
Qo(1,2) = qo.maz €XD (—(122)
rimp

(7.2)

natomiast funkcja zrodet ciepla zwigzanych z perfuzjg opisana jest wzorem [78,153|:
Qperf(x, t) = wa[Tb - T(X, t)] (73)

gdzie A [W m™ K™!] to wspolezynnik przewodzenia ciepla tkanki, C' [J m™ K™!] to
objetosciowe cieplo wlasciwe odpowiednio tkanki i krwi, Qe [W m ™3] to metaboliczne
zrodlo ciepla, Qperp [W m™2] oznacza zrodlo ciepla zwiazane z perfuzja, ¢o [W m 2]
to brzegowy strumien ciepla, t.,, [s| to czas ekspozycji, a Tj,; oznacza poczatkowy
rozklad temperatury, gome: [W m™2] oznacza maksymalna wartos¢ strumienia ciepla,
natomiast 7, to promieit impulsu, C, |[J m™® K™!] oznacza objetosciowe cieplo wla-
Sciwe, T, odpowiada temperaturze krwi tetniczej, w [s7!] to wspotezynnik perfuzji.

Tkanka poddana dziataniu zewnetrznego impulsu cieplnego moze ulec uszkodze-
niu termicznemu. Jako model uszkodzenia termicznego tkanki wykorzystano schemat
Arrheniusa (por. podrozdziat 2.3) (84,101,149, 153]:

Arr(x, t7) = " Aexp l—E] dt (7.4)
’ 0 RT(x,t) '
gdzie A [s7!] to wspolezynnik zderzeni efektywnych, R [J mol™' K~!] to uniwersalna
stala gazowa, E |J mol™!| oznacza energi¢ aktywacji.

Poniewaz uszkodzenia termiczne tkanki moga prowadzi¢ do degradacji znajdujacej
sie w niej sieci naczyn krwiono$nych, wspotczynnik perfuzji opisano za pomoca funkcji,
ktora odwzorowuje charakterystyczne zmiany zachodzace w tkance podczas podwyz-
szania temperatury, zgodnie ze wzorem (por. podrozdzial 2.3) [3,78,79).

(1+25Arr — 260Arr?)wy, 0< Arr < 0.1
w(Arr) = (1 — Arr)wo, 0.l <Arr <1 (7.5)
0, Arr > 1



7. Analiza zmian cisnienia parcjalnego tlenu w tkance pod wplywem impulsucieplnego 77

gdzie wy to poczatkowa wartosé perfuzji, dla tkanki w stanie normotermii.

Parametry termofizyczne tkanki moga réwniez ulega¢ zmianie w wyniku wzrostu jej
temperatury. Na potrzeby analizy przyjeto, ze przewodnosé¢ cieplna A zostala przyjeta
jako zalezna od temperatury (wyrazonej w kelwinach), natomiast objetosciowe ciepto
wlasciwe C traktowane jest jako zalezne od przewodnosci cieplnej. 7Z tego wzgledu
przyjeto nastepujace zaleznosci [60,149] (por. podrozdzial 2.2):

A(T) = 0.6489 + 0.0427 arc tg[0.0252 - (T — 315.314))] (7.6)

C(\) = (3.385\ +2.17) - 10° (7.7)

Dla modelu walca Krogha (rys. 7.1b) stosuje sie odrebne réwnania dla kierunku

promieniowego i osiowego. Dla kierunku promieniowego (por. podrozdzial 5.1) (62,78,
79):

1d [ dP, MyP,
Q: Ki—— |r— | = M,(P, M,(P) = ————
TSk rdr (Tdr) ((F2), «(F) Pt + P
dP,
r=R.: 27chth—t:—kmass(Pb—Pt) (7.8)
T
dP,
=R: —=0
" ¢ dr

gdzie r |cm| to wspohrzedna promieniowa, P, [mmHg]| jest ci$nieniem parcjalnym tlenu,
K, [(cm? s7')(mol cm ™ mmHg )] to wspolezynnik Krogha, My [mol cm™ s™!] oznacza
zapotrzebowanie tkanki na tlen, ky,qss [(Cm2 s71)(mol cm ™3 mmHg’l)} to wspotezyn-
nik przenoszenia masy. W analizowanym modelu sktadnik M,(F;), opisujacy zuzycie
tlenu w tkance, zostal sformulowany na podstawie kinetyki Michaelisa-Mentena.

Natomiast wzdluz cylindra Krogha cisnienie parcjalne tlenu w kapilarze P, ulega
zmianie, co opisuje nastepujaca zaleznos¢ (por. podrozdzial 5.3) [134]:

d [SHb(Pb)] — —kmaSS(Pb . Pt)
dz (7.9)
z2=0: Py= Pyiniet

z€ Q. WRZublib

gdzie u, [em s7!] oznacza predkosé przeptywu krwi, a s, [mol cm,? || okresla zdol-
nos¢ krwi do przenoszenia tlenu przy pelnym nasyceniu hemoglobiny, P, ;e 0znacza
ciSnienie parcjalne krwi na wlocie kapilary, Suy,(P,) to nacycenie obliczanie w oparciu
o przyjety model krzywej dysocjacji oksyhemoglobiny.

Model przeptywu ciepta oraz model dystrybucji tlenu sg ze soba powiazane za po-
$rednictwem parametréw zwigzanych z przepltywem krwi: wspotczynnika perfuzji w oraz
predkosci przeptywu krwi w kapilarze u,,. Poniewaz wspotczynnik perfuzji zalezy od cal-
ki Arrheniusa, predkos¢ przepltywu krwi w kapilarze zmienia sie w zaleznosci od stopnia
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uszkodzenia termicznego 25, 79):

2

R
up = w(Arr)Ltﬁtz (7.10)

WRgub
w =
WR%Lt

gdzie L; [um] to dtugosé kapilary, R, [um] promieni kapilary, R; [pm| promien cylindra
tkankowego (por. rysunek 5.1b).

Jak wspomniano weczeéniej, celem analizy byto m.in. zbadanie znaczenia przyjetego
modelu ODC w analizie zmian ci$nienia parcjalnego w tkance pod wplywem impulsu
cieplnego. Przeprowadzono obliczenia dla trzech modeli:

o Hilla (por. podrozdzial 4.1) [65,134,222):
P’Vl
Stv(Po,) = 52— 7.11
Hb( 02) P82+Pg;% ( )
e Adaira (por. podrozdziat 4.2) [55]:

a1 Po, + 2a2P82 + 3a3P82 + 4a4Pé2

Sun(Po,) = (7.12)
4 (1 + a1P02 + CLQP(%Q + CL3P82 + a4P(%2)
e Kelmana (por. podrozdzial 4.3) [206]:
b Po, + b2 P3,, Po, < 12 mmHg,
Sub(Po,) =1{  a1Po, + aaP3, + asP3, + P, (7.13)

as + asPo, + agP3, + a7 Py, + P8’ Fo, > 12 mmHg.

Przy czym, wartosci wspotczynnikow dla krzywych Adaira i Kelmana zostaly za-
warte w podrozdziatach wskazanych powyzej.

Model Hilla jest najpopularniejszym modelem krzywej dysocjacji, prostym i po-
siadajacym analityczna posta¢ odwroconej krzywej (por. wzor (4.2)), przez co jest
najczesciej wykorzystywanym modelem ODC. Jednak w literaturze poddaje sie, ze od-
wzorowuje on relacje pomiedzy ciSnieniem parcjalnym tlenu a nasyceniem hemoglobiny
jedynie w zakresie 20 <+ 80% [33,151]. Krzywe wedtug modeli Adaira i Kelmana przed-
stawiane sg jako te, ktore sa dokladniejsze od modelu Hilla. Ponadto w dalszej czesci
analizy wykorzystano model Dasha i Bassingthwaighte’a (por. podrozdziat 4.4):

(7.14)

do zbadania oddziatywania pH oraz ci$nienia parcjalnego dwutlenku wegla Pco,.

Na rysunku 7.2 przedstawiono schemat blokowy ilustrujacy zalezno$ci pomiedzy
poszczegdlnymi elementami zastosowanego podejscia obliczeniowego. W analizie ciepl-
nej wykorzystywane sa parametry termofizyczne, ktore sa aktualizowane dynamicznie
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w odpowiedzi na zmiany temperatury. Po oszacowaniu stopnia uszkodzenia tkanki ob-
liczany jest wspotczynnik perfuzji, a jego nowe wartosci uwzgledniane sg w kolejnym
kroku obliczen. Na podstawie wspotczynnika perfuzji wyznaczana jest predkosé prze-
ptywu krwi, ktora stanowi parametr wejsSciowy w modelu rozktadu tlenu. Analiza prze-
plywu biociepta zostalta przeprowadzona jako nieustalona, natomiast model transportu
tlenu traktowano jako ustalony. Oznacza to, ze rozklad ci§nienia parcjalnego tlenu wy-
znaczano jedynie dla wybranych chwil czasowych, na podstawie wynikéw uzyskanych
w modelu przeptywu ciepla.

parametry
ermofizyczne zalezn
od temperatury

A

model i kodzeni
dane tkanki przeptywu moade Uksz IS' zenia
biociepta tkanki
4

krzywa dysocjacji
oksyhemoglobiny

perfuzyjne o perfuzja zalezna od
Zradto ciepta uszkodzenia tkanki

predkosé krwi model dystrybucji
zalezna od perfuzji s tlgnuy J P
dane walca
Krogha

Rys. 7.2: Przeptyw danych pomiedzy poszczegdlnymi elementami rozwazanego modelu

7.2 Metody rozwiazania

Na etapie implementacji numerycznej do rozwigzania zagadnienia przeptywu bio-
ciepta w tkance zastosowano jawny schemat metody réznic skoriczonych, natomiast
zadanie wyznaczenia rozktadu tlenu rozwiazano z wykorzystaniem metody strzatow.

W metodzie r6znic skoniczonych wykorzystano 7-punktowa gwiazde, przedstawio-
ng na rysunku 7.3, wraz z odpowiadajacymi jej definicjami ilorazéw réznicowych,
gdzie h oznacza krok siatki [126,141].
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L+, k @

©) ®1i,], k-1

is js I'L+1

Rys. 7.3: 7-punktowa gwiazda roznicowa stosowana w analizie przepltywu ciepta w tkance

[lorazy roznicowe mozna zapisa¢ jako zaleznosci:

or\’ Tt -t oT\’ ! Tt -t
\om =l g = A
L1/ 105,k L1/ 0.5,k
oT\’ R oT\’ ™ Tt it
Ao e e P — =t (119)
L2/ i 405k L2/ j-05k
f-1 f—1 f—1 f-1 f—1 f—1
or T T oT T T
5 = gy ) e
L3/ i k+0.5 L3 ) i k=05
gdzie postaci Ao, wynikaja z zastosowania $rednich harmonicznych:
2X0\e
Aow = Ce=1,....6 7.16
TN (7.16)

Dla wezta centralnego mozna zatem zapisac:

f-1 f-1 f-1
61‘1 81‘1 0 al‘g 8902 0 61‘3 a{L‘g 0
. (7.17)
1 _ _
- EZ)\OS(TJ LT
e=1
Ooraz
or T -1 (7.18)

ot At
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Wstawiajac zaleznosci (7.17), (7.18) oraz (7.3) do rownania Pennesa (7.1) otrzymuje
sie:
Ty -1

¢ At

e _ _ _
= 2; Xoe (T = T ™ + Co(Ty = T{ ™) + Qe (7.19)
Po wykonaniu przeksztalcen, ostateczne réwnanie dla wezta centralnego gwiazdy

roznicowej mozna przedstawi¢ w nastepujagcej postaci:

wa At

T =T{"+ -

At S _
S N (T =T +
e=1

_ At
i (T, — T + UQ”M (7.20)

Stosujac jawny schemat metody réznic skonczonych, istotne jest zdefiniowanie i spraw-
dzenie warunku stabilnosci. Dla rownania (7.20) warunek ten przyjmuje postaé:

At & CywAt
1— — — > 21
Ch? ; e =g 20 (7.21)
co prowadzi do zaleznosci:
At < ¢ (7.22)

1 6
ﬁ 621 )\Oe + wa

W przypadku warunku brzegowego drugiego rodzaju, rownanie Pennesa zapisuje
sie w podobny sposob jako:

6
TOf _ (1 _ %t Aoefe waAt> T()]Ll

h? C
A (G NoeBe ot | s @oe(Be — 1) 7.23
P8 (kg =) -

e=1

e=1 e=1

At _ At
+ Hwa(Tb - T()f 1) + UQmet

W powyzszym réwnaniu ¢, oznacza strumien ciepta padajacy na brzeg e, natomiast
wspotezynnik [, przyjmuje wartosé¢ 0 dla weztow lezacych na brzegu, na ktory pada
strumien ciepla, oraz wartos¢ 1 w pozostatych przypadkach.

Do rozwigzania modelu dystrybucji tlenu w kierunku promieniowym zastosowa-
no metode strzalow [13,59,92]. Metoda ta polega na zastapieniu zagadnienia brze-
gowego (ang. boundary value problem, BVP) odpowiednim zagadnieniem poczatko-
wym (ang. initial value problem, IVP). Warunek brzegowy zadany na wybranym brze-
gu [spoor rozwazane] dziedziny traktowany jest jako warunek poczatkowy, natomiast
drugi warunek poczatkowy nalezy oszacowaé. Otrzymane rozwiazanie w punkcie ,dru-
giego brzegu” I'yy,4e¢ nalezy poréwnac z narzuconym tam warunkiem brzegowym. Pro-
cedura ta powtarzana jest iteracyjnie do momentu, gdy wartos¢ rozwigzania IVP bedzie

zgodna z warunkiem brzegowym zadanym na I';;yges.
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Do rozwigzania IVP mozna zastosowac¢ jedna z klasycznych metod numerycznych
dla réwnan rozniczkowych zwyczajnych (ODE), natomiast do wyznaczania kolejnych
wartodci brakujacego warunku poczatkowego czesto wykorzystuje sie metody przyblizo-
nego rozwigzywania réwnan nieliniowych, takie jak metoda bisekcji, metoda siecznych,
metoda Newtona czy funkcja fzero w srodowisku MATLAB (kombinacja metod bi-
sekcji, siecznych oraz interpolacji kwadratowej). W niniejszym rozdziale zastosowano
polaczenie metody Rungego-Kutty czwartego rzedu (do rozwigzywania IVP) z metoda
siecznych (do wyznaczania warto$ci poczatkowej) [92].

W kontekscie kierunku rozwiazywania zagadnienia rozwazono dwa podejscia: direct
(od brzegu przy R. do brzegu przy R;) oraz reverse (od R; do R.). Na podstawie
testow algorytmu stwierdzono, ze kierunek reverse zapewnia mniejsze btedy aproksy-
macji, szczegdlnie w przypadku warunkéw brzegowych trzeciego rodzaju na brzegu R..
Wybor tego kierunku uzasadniony jest wiekszg stabilnoscig rozwigzania oraz krotszym
czasem obliczen. 7 tego wzgledu za punkt startowy przyjeto r = Ry, ktory odpowiada
brzegowi I'spo0-

Rownanie dla zagadnienia dystrybucji tlenu wraz z warunkami brzegowymi (row-

nanie (7.8)) mozna zapisa¢ w bardziej ogblnej postaci:

1d dP,
re Qt : thi (Tt> = QV

rdr dr
dP * *
r=R.: th + VP, = b} (7.24)
dP,
r=R;: dirt =a"

Przyjmujac za brzeg, z ktorego wykonywane sa strzaly jako r = R;, zagadnienie
poczatkowe mozna zapisa¢ w postaci:
" 1 !/
K P, +Kt;Pt = Qv
Pt(Rt) = Qlguess (725)
P/(R) = a

a po wyznaczeniu rozwigzania zagadnienia poczatkowego sprawdzana jest nastepujaca
roznica:

¢T€S(Rca Cl‘guess) = Pt/<Rca aguess) + bTPt(Rcy aguess) - b; (726)

Po wyznaczeniu ci$nienia parcjalnego tlenu w tkance P, w kierunku promieniowym

dla danego wezta m, obliczane jest wysycenie hemoglobiny Sy, w kolejnym wezle siatki
dla kierunku osiowego m + 1 na podstawie wzoru opartego na metodzie réznic skori-
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czonych (por. rownanie (7.9)) [83,101,129:

kh,

(P —Pon), m=0,1,...n, 7.27
WRzub/ib( b’ b ) m " ( )

SHb,m+1 = SHbm —
gdzie n, oznacza liczbe wezlow w kierunku osiowym, a h, to krok siatki w tym kierunku.
Nastepnie cisnienie parcjalne tlenu w kapilarze P, w wezle m + 1 wyznaczane jest
rowniez na podstawie rownania (4.2).

Na koniec tego podrozdziatu nalezy wspomnie¢ pare stow o sposobie realizacji nu-
merycznej dla krzywych dysocjacji oksyhemoglobiny. Sposréd wykorzystanych w tym
rozdziale modeli ODC jedynie krzywa Hilla posiada analityczng posta¢ odwrotnej krzy-
wej, niezbednej do wyznaczenia ci$nienia parcjalnego w obszarze kapilary P, (por. wzor
(4.2)). Dla pozostatych krzywych, wartosci te musza by¢ wyznaczane w postaci nume-
ryczne;j.

W tym celu wykorzystano paradygmat programowania obiektowego dostepny w $ro-
dowisku MATLAB, co pozwolito na stworzenie odpowiednich klas obliczeniowych. Za-
implementowano dwie klasy: cODC oraz cDashBassing, ktore roznia sie poziomem szcze-
gotowosci oraz zakresem zastosowania.

Klasa c0ODC stanowi ujednolicong strukture dla klasycznych modeli krzywej dyso-
cjacji tlenu. Zawiera implementacje modeli Hilla, Adaira, Kelmana, Eastona oraz Seve-
ringhausa. Klasa ta umozliwia obliczanie wartosci saturacji Spp(Po,) oraz odwrotnosci
Po,(Sup). Odwrotnosé jest wyznaczana analitycznie dla modelu Hilla, natomiast dla
modeli, ktore nie posiadaja analitycznej odwrotnosci (np. Adaira), zastosowano podej-
Scie numeryczne z wykorzystaniem funkcji fsolve. Dodatkowo, klasa cODC umozliwia
interpolacje parametréw Psy i n na podstawie danych empirycznych, takich jak te z li-
teratury Hlastala [65].

Klasa cDashBassing opiera sie na modelu opublikowanym przez Dasha i Bassing-
thwaighte’a (por. podrozdziat 4.4) [33]. Jest bardziej zaawansowana i umozliwia do-
ktadniejsze odwzorowanie procesow fizjologicznych. Uwzglednia pelen zestaw parame-
trow wplywajacych na ksztatt krzywej dysocjacji, czyli Po,, Pco,, pH, temperature
T oraz stezenie 2,3-DPG. Umozliwia réwniez wyznaczanie krzywej oksyhemoglobiny
(Supo,) oraz karboksyhemoglobiny (Sypco,). Dodatkowo, parametry Psg sa zalezne od
pH, Pco,, [DPG] i temperatury, co pozwala na uzyskanie doktadniejszych wynikow
w odniesieniu do warunkéw fizjologicznych.

Funkcje implementowane w klasie cDashBassing mozna wykorzystac niezaleznie od
samej krzywej dysocjacji, moga wiec by¢ stosowane do obliczen w réznych kontekstach.
Przyktadem takich funkcji sa obliczenia dotyczace rozpuszezalnosci gazow (Oq i CO»)
w wodzie, ktore zalezg od temperatury.
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7.3 Wyniki obliczen

Symulacje wykonano dla domen obliczeniowych przedstawionych na rysunku 7.1.
Dla zadania przeptywu biociepta jest to trojwymiarowa, sze$cienna kostka, odpowia-
dajaca fragmentowi tkanki miekkiej. Ze wzgledu na symetrie kostki, obliczenia prze-
prowadzono tylko dla 1/4 geometrii.

Parametry wykorzystywane w analizie zestawiono w tabelach 7.1 oraz 7.2.

Tab. 7.1: Parametry przyjete w analizie przeptywu ciepta

Parametr Jednostka Wartosé Parametr Jednostka Wartos¢
tkanka catka Arrheniusa

wo [s7!] 0.041 A [s7!] 3.1-10%

Qmet [W m~? 245 E [J mol~] 6.27-10°

wymiary  [cm)] 1.5x1.5x1.5 | R [J mol™! K™ 8.314

krew warunki brzegowe
Ty |°C] 37 q0.maz [W m—2| 18000
Gy [MJ m—3 K1 3.9962 tewp [s] 22
warunek poczatkowy pozostate
Tinit [°C] 37 siatka -] T6x76x151

W analizie uwzgledniono wplyw temperatury na parametry krzywej dysocjacji oksy-
hemoglobiny, tj. ci$nienie parcjalne tlenu odpowiadajace 50% wysycenia hemoglobiny
Ps5o oraz wspotczynnik Hilla n. Zaleznosci te wyznaczono na podstawie danych litera-
turowych [65] i przyjeto w postaci funkcji przedzialowych (por. podrozdzial 4.1):

27, T < 37°C

Pso(T) = { 1.2714-T —20.0429, 37°C < T < 44°C (7.28)
35.9, T > 44°C
2.57, T < 37°C

n(T)=q —0.0171-T +3.2043, 37°C < T < 44°C (7.29)
2.45, T > 44°C

Pierwszym etapem analizy bylo wyznaczenie rozktadu temperatury w tkance, stop-
nia uszkodzenia termicznego oraz wspoéOtczynnika perfuzji zaleznego od uszkodzenia.
W drugim kroku, na podstawie wartosci uzyskanych w tym etapie dla wybranego punk-
tu obszaru, przeprowadzono obliczenia dotyczace dystrybucji tlenu. Wyniki dla analizy



7. Analiza zmian cisnienia parcjalnego tlenu w tkance pod wplywem impulsucieplnego 85

Tab. 7.2: Parametry przyjete w analizie dystrybucji tlenu

Parametr Jednostka Wartosc¢
tkanka

K; [(cm? s7')(mol em™ mmHg™')|  4.1964-10~

My [mol cm ™3 s7!] 2.9762-1077

Pt [mmHg] 1
kapilara

Ko [mol cm;;2 ] 8.9286-1076

warunki brzegowe

Emass [(cm? s71)(mol cm™ mmHg™)]  2.79-107'3
Py iniet [mmHg]| 100
geometria
R, [pem] 2.5
Ry [pim] 25
Ly [1m] 500
dyskretyzacja
n, 100
n, 100

przeptywu biociepta przedstawiono dla wybranych punktow o wspotrzednych [em]: Ny
(0, 0, 0.293), N, (0, 0, 0.462), N3 (0, 0, 0.492) oraz N, (0, 0, 0.641) (por. rys. 7.1a).
Na rysunku 7.4 przedstawiono rozktad temperatury w analizowanej domenie dla
wybranych chwil czasowych: 10, 22 oraz 30 s. Z kolei rysunek 7.5 ilustruje rozktad
catki Arrheniusa oraz wspotezynnika perfuzji dla tych samych krokow czasowych (por.
wzory (7.4), (7.5)). Z przedstawionych wynikéw wynika, ze wartos¢ catki Arrheniusa
przekracza oba kryteria martwicy, tj. Arr > 1 oraz Arr > 4.6. W przypadku wspol-
czynnika perfuzji wyraznie widoczne sg zaréwno obszary zwiekszonej perfuzji (wartosci
wicksze niz wartos¢ poczatkowa wy = 0.041 [s7!]), jak i obszary, w ktorych perfuzja
zanika w wyniku przekroczenia progu uszkodzenia tkanki Arr > 1 (por. rownanie (7.5)).
Rysunki 7.6 i 7.7 sa réwniez zwiazane z analiza przeptywu ciepta. Na rysunku 7.6
przedstawiono przebiegi temperatury oraz catki Arrheniusa w wybranych punktach
rozpatrywanego obszaru, natomiast rysunek 7.7 zawiera przebiegi wspolczynnika per-
fuzji oraz historie perfuzji i temperatury w punkcie N,. Punkt ten zostal wybrany jako
miejsce, w ktorym umieszczono cylinder Krogha, na potrzeby realizacji analizy dys-
trybucji tlenu. W punkcie N, osiagnieto maksymalna wartosé wspotezynnika perfuzji
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w = 0.066 [s7!] w chwili t = 12.80 s.
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Rys. 7.4: Rozktad temperatury dla 10, 221 30 s
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Rys. 7.5: Rozktad catki Arrheniusa i wspotezynnika perfuzji dla 10, 221 30 s
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) L

0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
t[s] t[s]
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Rys. 7.6: Przebiegi temperatury (a) i catki Arrheniusa (b) w wybranych weztach

Jak mozna zaobserwowa¢ na rysunku 7.6a, temperatura osiagata wartosci w zakre-
sie od 51.24°C (punkt Ny) do 72.98°C (punkt N;). Po zakoriczeniu dziatania impulsu
cieplnego (t.,, = 22 s) temperatura zaczeta spadaé, jednak w rozpatrywanym czasie
symulacji (50 s) nie powrocita do poczatkowego poziomu 37°C. Rysunek 7.6b dotyczyt
modelu uszkodzeti termicznych (por. rownanie (7.4)), pokazuje, ze w punktach Ny i Ny
warto$¢ calki przekroczyta prog martwicy (Arr = 1). Oznacza to, ze w tych punktach
wspolezynnik perfuzji spadl do zera odpowiednio po 9 s oraz 22 s (rysunek 7.7a).

7 17
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— {47
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\ ' S
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0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50 60
t[s] t[s]
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Rys. 7.7: Przebiegi wspotczynnika perfuzji w wybranych weztach (a) oraz historia perfuzji

i temperatury w wezle Na (b)
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W punkcie N3 wartosé catki Arrheniusa osiggneta poziom 0.29, co wskazuje na faze
uszkodzenia naczyn, w ktorej wspotczynnik perfuzji zostal zredukowany z wartosci po-
czatkowej 1 wynosit 0.029 [s7!]. Punkt Ny byl jedynym, w ktorym wartosé¢ uszkodzenia
nie przekroczyta 0.05 (réwnanie (7.10)), co oznacza, ze wartos¢ perfuzji bylta tam nie-
znacznie wyzsza od warto$ci poczatkowej wy =0.041 [s~!], natomiast w punktach N;-N3
odnotowano wczesniejszy wzrost perfuzji, az do warto$ci maksymalnej.

Na rysunku 7.8 przedstawiono rozklad ci$nienia parcjalnego tlenu w kierunku pro-
mieniowym i osiowym dla Py .+ = 100 mmHg (dla kierunku promieniowego zaprezen-
towano wyniki odpowiadajace z = 0 oraz z = L;/2), natomiast rysunek 7.9 przedstawia
rozktad ci$nienia w catym cylindrze Krogha. Poniewaz predkos¢ przeptywu krwi byta
wyznaczana na podstawie wspotezynnika perfuzji (por. wzor (7.10)), parametr ten ma

zauwazalny wplyw na poziom cisnienia parcjalnego.

100 : : : 100 ‘ ; ‘
z=0 —O0s —10s —0s —10s —128s
90 ——128s ——14.37s ——22s|| 90 \\ ——1437s —22s
80 80
70
= 60F =)
T T
g 50 E
E ~ ]
o 40 o’
30
20 \
10
—_ |
0 | —— | |
0 5 10 15 20 25 200 300 400 500
r [pm] z [um]
(a) (b)

Rys. 7.8: Rozkltad cisnienia czastkowego w kierunku promieniowym (a) i osiowym (b) dla

wybranych krokéw czasowych

Na rysunku 7.8 mozna zaobserwowaé, ze przebiegi dla 10, 12.8 oraz 14.37 s, czyli dla
czasOw, w ktorych wspolezynnik perfuzji przyjmowat wartosci wyzsze niz poczatkowe,
prowadzg do wyzszych wartosci ciSnienia parcjalnego tlenu. Najwyzsze wartosci obser-
wowane s3 dla t = 12.8 s, co odpowiada maksymalnej wartosci wspotczynnika perfuzji.
7 kolei dla czasu 22 s, kiedy perfuzja ulegta calkowitemu zanikowi, wyraznie widocz-
ne jest wystepowanie zjawiska hipoksji, czyli spadku wartosci cisnienia parcjalnego do
zera.

Ponadto, na rysunku 7.8a wyraznie widoczny jest spadek ci$nienia na styku naczy-
nia z tkankg, wynikajacy z oporu wewnatrznaczyniowego. Nalezy podkresli¢, ze zjawisko
to nie zawsze jest uwzgledniane w modelowaniu dystrybucji tlenu. Dla wielu kombinacji



7. Analiza zmian cisnienia parcjalnego tlenu w tkance pod wplywem impulsucieplnego 89

parametrow, w szczegblnosci odpowiadajacych warunkom fizjologicznym, réznica ta nie
jest tak istotna. W analizowanym przypadku (rysunek 7.9) obnizenie wartosci cisnienia
pomiedzy naczyniem a tkankg bylo poréwnywalne z poziomem charakterystycznym dla
zdrowej tkanki |83, 84, 134].

: - 100
0 S S
50 // 90
N
100 4 I 80
150 F 7 | 70
200 1 .
= z
E 250 e 50 E
N / N
300 11 140
350 11 30
400 11 120
450 [ S - 11 410
500 - . z . J
0 10 20
r [pm]

Rys. 7.9: Rozktad ci$nienia parcjalnego tlenu w cylindrze Krogha

Przedstawione do tej pory wyniki obliczert dla modelu dystrybucji tlenu wykorzysty-
waly krzywa dysocjacji w postaci modelu Hilla (por. rownanie (7.11)), z uwzglednieniem
efektu Bohra poprzez funkcje (7.28) oraz (7.29). Natomiast rysunek 7.10 przedstawia
poréwnanie wynikéw uzyskiwanych dla réznych modeli krzywej dysocjacji oksyhemo-
globiny: Hilla, Adaira oraz Kelmana (réwnania (7.11)-(7.13)). Podobnie jak wczesniej,
zaprezentowano rozklady cignienia parcjalnego tlenu w kierunku promieniowym i osio-
wym. W przypadku kierunku promieniowego, wyniki przedstawiono dla wartosci z = 0
oraz z = L;/2. Jak mozna zauwazyé¢, w wiekszosci przypadkow przebiegi uzyskane
dla r6znych modeli ODC sa do siebie zblizone. Wyjatek stanowia wyniki w kierunku
osiowym w czasie t = 22 s, dla ktorego, zgodnie z modelem Hilla, zjawisko hipoksji
pojawia si¢ minimalnie wczesniej niz w przypadku dwoch pozostatych modeli krzywej
dysocjacji.

Tabela 7.3 zawiera zestawienie procentowego udziatu objetosci tkanki, w ktorej
wystapita hipoksja. Objeto$¢ hipoksyjna obliczono dla domeny odpowiadajacej ana-
lizowanemu fragmentowi tkanki, przy zalozeniu, ze hipoksja wystepuje wtedy, gdy
P, <1 mmHg. Z danych wynika, ze najmniejsza objetos¢ hipoksji wystapita w 12.8 s,
osiagajac wartosci w zakresie od 9.83% (model Kelmana) do 10.29% (model Hilla).
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Najwiekszy udzial tkanki hipoksyjnej zanotowano w 22 s, gdzie przekroczylt on 97% we

wszystkich modelach. Warto rowniez zauwazy¢, ze cho¢ réznice pomiedzy modelami

dysocjacji sa niewielkie, to systematycznie najwyzsze wartosci uzyskiwal model Hilla,

a najnizsze model Kelmana.
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Rys. 7.10: Rozktad cisnienia parcjalnego w kierunku promieniowym (a) i osiowym (b) dla

wybranych krokow czasowych z uwzglednieniem réznych krzywych dysocjacji
y Yy y gle y ywy ysocjacj

oksyhemoglobiny

Tab. 7.3: Objetosé hipoksji w domenie tkanki dla wybranych krokow czasowych

Czas Hill Adair | Kelman
10s | 14.03% | 13.78% | 13.53%
12.8 s | 10.29% | 10.18% | 9.83%
14.37 s | 15.23% | 14.97% | 14.75%
22 s ]98.02% | 97.93% | 97.93%

W kolejnej czesci analizy przeprowadzono trzy symulacje, roznigce sie zakresem

zmiennosci parametrow stanowigcych powiazanie pomiedzy modelami przeptywu bio-

ciepta i dystrybucji tlenu:

e wariant 1: stala predko$¢ przeptywu krwi u,, zmienne parametry Psy oraz n,

e wariant 2: zmienna predkosé¢ przeptywu krwi u,, stale wartosci Psy oraz n,

e wariant 3: zmienne zaréwno up, jak i parametry Psg oraz n.
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Przyjecie staltych wartosci oznacza, ze w obliczeniach wykorzystano parametry po-
czatkowe odpowiadajace czasowi t = 0, tj. temperaturze poczatkowej 1;,;; = 37°C oraz
wspolezynnikowi perfuzji w = wy = 0.041 [s7!|. Warianty z parametrami zmiennymi
uwzgledniaja predkos¢ przeptywu krwi w,, wyznaczana na podstawie rownania (7.10),
oraz/lub wartosci Psg i n, okreslane zgodnie z rownaniami (7.28) i (7.29), w ktorych
uwzgledniono ich zalezno$é¢ od temperatury.

Nalezy doda¢, ze wariant 3 odpowiada wariantowi obliczeri, dla ktérego wyniki
przedstawiono na rys. 7.8, wyniki jednak zdecydowano zamiesci¢ sie rowniez w tym
miejscu w celu tatwiejszego poréwnania miedzy wariantami.

Wariant zaktadajacy stata warto$é¢ u, oraz niezmienne parametry krzywej Hilla nie
zostal uwzgledniony, poniewaz odpowiada on wynikom otrzymywanym dla ¢t = 0 we
wszystkich analizowanych konfiguracjach. Jak wykazano, zjawisko hipoksji, rozumiane
jako spadek cisnienia parcjalnego tlenu w kapilarze do zera przed koncem jej dhugosci,
wystepuje wyltacznie w wariantach 2 i 3.

100 T T i i 100 T T
z=0

0s
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Rys. 7.11: Rozklad cisnienia parcjalnego w kierunku promieniowym (a) i osiowym (b) dla

wariantu 1 (stale up, zmienne Psg i n)
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Rys. 7.12: Rozktad cisnienia parcjalnego w kierunku promieniowym (a) i osiowym (b) dla

wariantu 2 (zmienne uy, state Psg i n)
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Rys. 7.13: Rozklad cisnienia parcjalnego w kierunku promieniowym (a) i osiowym (b) dla

wariantu 3 (zmienne uy,, zmienne Psg i n)

Ostatnia cze$¢ wynikdéw przedstawiona w tym rozdziale jest zwiazana z analiza
wplywu pH oraz ci$nienia parcjalnego dwutlenku wegla (Pco,), ktore obok temperatury
oraz stezenia 2,3-DPG maja wplyw na krzywa dysocjacji oksyhemoglobiny, a co za
tym idzie moga wptywacé na dystrybucje tlenu w tkance. Wykorzystano do tego krzywa
dysocjacji Dasha i Bassingthwaighte’a (por. wzor (7.14)).
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Zgodnie z danymi literaturowymi, wartos¢ pH w zdrowej tkance miesci sie w prze-
dziale 7.2 + 7.5, natomiast w przypadku tkanki nowotworowej spada do zakresu 6.4
+ 6.9 [94, 186]. Z kolei wartosci Pco, w zdrowe] tkance mieszcza sie typowo w gra-
nicach 35 + 45 mmHg, podczas gdy w warunkach patologicznych moga wzrasta¢ do
poziomu 59 + 84 mmHg [94, 150]. Ograniczenia modelu zaproponowanego w [33] nie
pozwalaja na jednoczesng modyfikacje kilku parametréw fizjologicznych, wobec cze-
go analize przeprowadzono oddzielnie dla kazdego parametru. Jako punkt odniesienia
przyjeto przypadek odpowiadajacy fizjologicznym warunkom tkanki zdrowej: tempera-
tura 7' = 34°C, pH = 7.24 oraz Pco, = 40 mmHg.

W pierwszej symulacji zmodyfikowano wytacznie warto$é¢ pH, obnizajac ja do 6.65,
co odpowiada zakresowi dla srodowiska nowotworowego. Analiza wykazata, ze obnizenie
pH prowadzi do wzrostu cisnienia parcjalnego tlenu. W obszarze kapilarnym odnotowa-
no wzrost tego parametru o okoto 12 mmHg (rys. 7.14a). W symulacji drugiej zmieniono
warto$¢ Poo,, przyjmujac 80 mmHg, tj. warto$é¢ typowa dla tkanki patologicznie zmie-
nionej. Rowniez w tym przypadku zaobserwowano wzrost cisnienia parcjalnego tlenu,
jednak byl on mniejszy i wynidst okolto 2 mmHg w kapilarze. Wyniki te potwierdzaja,
ze w warunkach charakterystycznych dla tkanki nowotworowej, czyli obnizonego pH
oraz podwyzszonego FPoo,, dochodzi do zwiekszenia ci$nienia parcjalnego tlenu.
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—— T=375C, pH=r.24, PCO =40 mmkig 90 T=37°C, pH=6.65, PCO,=40 mmHg
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Rys. 7.14: Rozklad cisnienia parcjalnego tlenu w kierunku promieniowym i osiowym

uwzgledniajac zmienne pH oraz Pco,
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7.4 Weryfikacja

Aby zweryfikowa¢ poprawnos¢ dziatania kodéw obliczeniowych dla zagadnienia prze-
ptywu ciepla w tkance biologicznej (réwnanie (7.1)), wykorzystano nastepujace zadanie:

T
0<z3<L: aat(:cg,t) = aV?T(x3,t) + b[T, — T(x3,t)]

T3 = 0: T(Ig, t) = T() (7 30)

T3 = L: T(.Z‘g,t) = Tb
t=0: T(x3,t)=T,

gdzie Ty to temperatura na powierzchni tkanki pozostajacej w kontakcie z zewnetrz-
nym zrodlem ciepta (do analizy przyjeto wartosé 100 °C), natomiast parametry a oraz
b zdefiniowano jako (por. wzor (2.24)):

A G

=—, b 7.31
Dla rozwazanego zadania istnieje rozwigzanie analityczne w postaci:
TO — Tb b I3
T(xs, t) =T, + e r3y/— | erfc | —= + Vbt
(#3,8) =To + = [Xp<3\/a) (2\/5
(7.32)

+ exp (—gsg\/g) erfc (2% — m) ]

W przedstawionym zadaniu (réwnanie (7.1)) przyjeto zalozenie Q,,er = 0 oraz do-
konano przejécia od warunku strumienia ciepta do warunku Dirichleta dla temperatu-
ry Tj.

Obliczenia przeprowadzono z wykorzystaniem danych zawartych w pracy [24], w kto-
rej przedstawiono inne rozwigzanie analityczne dla podobnego zagadnienia, prowadzace
jednak do identycznych wynikéw koncowych. Wyniki przedstawiono na rysunku 7.15,
ktory ukazuje zgodno$¢ pomiedzy rozwiazaniem analitycznym (7.32) a rozwiazaniem
numerycznym uzyskanym przy zastosowaniu opracowanego modelu.

Poprawnos¢ obliczen dla problemu dystrybucji tlenu (7.8) zostala zweryfikowana
przez rozwiazanie analityczne, ktore istnieje dla zadania z P,..; = 0. Ma ono postac:
My B (= B?) - R?In

P(r)=PF,+

7’] n Mo
T oK,

- (R2 - R?) (7.33)

kmass

Dodatkowo, wyniki zostaly poréwnane z rozwigzaniami uzyskanymi w analizie przed-
stawionej w [134]. Wszystkie poréwnania zestawiono na rys. 7.16, uwzgledniajac row-
niez rozwiazanie analityczne (7.33) dla z = 0. W wigkszoSci przypadkow uzyskano
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dobra zgodnosé, a niewielkie réznice wzgledem [134] zaobserwowano jedynie w poblizu

wlotu kapilary, dla r = R;.
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. . . O rozwigzanie numeryczne dlat = 15 [s]
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L 60 = 60
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Rys. 7.15: Porownanie rozwigzania numerycznego zagadnienia przewodnictwa ciepla

w tkance biologicznej z rozwigzaniem analitycznym (7.32)
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Rys. 7.16: Porownanie wynikow modelu dystrybucji tlenu przedstawionego w niniejszej pra-

cy z rozwiazaniem analitycznym oraz danymi z [134] ([McGuire 2001])
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7.5 Podsumowanie

Przeprowadzone analizy potwierdzaja, ze czynniki termiczne i fizjologiczne maja
istotny wptyw na rozktad cisnienia parcjalnego tlenu w tkance. Pod wptywem zewnetrz-
nego impulsu cieplnego dochodzi do uszkodzen termicznych, ktoére, po przekroczeniu
kryterium martwicy w postaci catki Arrheniusa, prowadza do zaniku perfuzji (zgod-
nie z réwnaniem (7.5)) oraz spadku predkosci przeplywu krwi w kapilarze (rowna-
nie (7.10)). Konsekwencja tych zmian jest wystapienie zjawiska hipoksji.

Najwieckszy wplyw na pojawienie sie niedotlenienia wywiera zmiana predkosci prze-
ptywu krwi wynikajaca bezposrednio z lokalnej wartosci wspoétczynnika perfuzji, ktory
w modelu powigzany jest z termicznym uszkodzeniem tkanki.

Oprocz parametrow bezposrednio zwigzanych z termika, istotng role odgrywaja
rowniez fizjologiczne czynniki Srodowiskowe, takie jak pH oraz cisnienie parcjalne dwu-
tlenku wegla Pco,. Oba te parametry wplywaja na ksztatt krzywej dysocjacji oksyhe-
moglobiny poprzez tzw. efekt Bohra, a doktadnie poprzez jej przesuniecie w prawo wraz
ze spadkiem pH i wzrostem Pro,. Zmiany te prowadza do zwiekszenia ci$nienia par-
cjalnego tlenu, co moze kompensowa¢ niedotlenienie wywolane zaburzeniami perfuzji.
Efekt ten jest szczegolnie wyrazny w przypadku spadku pH, dla ktérego odnotowano
znacznie silniejsze oddzialywanie niz w przypadku wzrostu Pco,.

W przeprowadzonych symulacjach uwzgledniono réwniez zmiennos$¢ parametrow
krzywej dysocjacji oksyhemoglobiny (Psq oraz n) w funkcji temperatury. Przeprowa-
dzone symulacje wykazaly, ze na pojawienie si¢ zjawiska hipoksji najwickszy wplyw
miata zmiana predkosci przepltywu krwi. Spadek wartosci perfuzji powodowal jedno-
czesne obnizenie predkosci przepltywu krwi. Z kolei zaleznos¢ parametrow krzywej Hilla
od temperatury powodowata wzrost ciSnienia wraz ze wzrostem temperatury. W sy-
tuacjach takich jak w wariancie 3 (zmienne zaréwno uy, jak i parametry Psy oraz n)

moglo to przeciwdziata¢ wystepowaniu hipoks;ji.
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Analiza wrazliwo$ci stanowi narzedzie matematyczne szeroko wykorzystywane w mo-
delowaniu proceséw biologicznych i fizjologicznych. Jej celem jest przede wszystkim
uwzglednienie zmiennosci indywidualnej badanych obiektow, co pozwala na bardziej
precyzyjne odwzorowanie rzeczywistych zjawisk.

Metoda ta znajduje szerokie zastosowanie w wielu dziedzinach. Istnieje np. obszerna
literatura dotyczaca wykorzystania metod analizy wrazliwosci w badaniach przeptywu
ciepta. Poza typowymi zastosowaniami, takimi jak okreélanie wpltywu parametrow ter-
mofizycznych [184,214] lub czaséw opdznienn wystepujacych w rownaniach przeptywu
ciepla na pole temperatury [125], metody te znalazly zastosowanie w odwrotnych zada-
niach identyfikacji parametrow termofizycznych tkanek [10] oraz w polaczeniu z obra-
zowaniem w podczerwieni do wykrywania zmian chorobowych [156]. Znacznie rzadziej
metody analizy wrazliwosci zostaly wykorzystane w obszarach zwigzanych z modelo-
waniem dystrybucji tlenu, co niewatpliwie jest pewna luka badawczg. Mozna jedynie
wskazac¢ pojedyncze prace zwigzane z probami wykorzystania analizy wrazliwosci w in-
zynierii tkankowej, np. do wyboru optymalnych wtasciwosci tkanek przeznaczonych do
przeszczepu [45], czy tez w badaniach uwzgledniajacych nieregularnosci mikrosrodowi-
ska naczyniowego tkanki nowotworowej, ktore mogag wptywa¢ na skutecznosé procedur
medycznych [197].

W biezacym rozdziale zostanie przedstawiona analiza wrazliwo$ci zwigzana z mo-
delem dystrybucji tlenu przedstawionym w poprzednim rozdziale (réwnania (7.8), (7.9)
i (7.11)). Wykorzystano przy tym metode bezposrednia, w ktorej odpowiednie rowna-
nia sa rozniczkowane, w wyniku czego otrzymuje sie tzw. funkcje wrazliwosci [35,124,
125,127,132, pozwalajace na okreslenie wplywu poszczegdlnych parametrow modelu
na rozktad ci$nienia parcjalnego tlenu w walcu Krogha. Analiza zostata przeprowadzo-
na dla stanu normotermii, czyli tkanki nie uszkodzonej termicznie, dla ktérej wartosé

wspotczynnika perfuzji w = wy.
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8.1 Model matematyczny

Analiza wrazliwosci zostala przeprowadzona dla siedmiu parametrow modelu dys-
trybucji tlenu, czyli: wspolezynnika Krogha K i zapotrzebowania na tlen M (kierunek
promieniowy, rownanie (7.8)), wspotczynnika przenoszenia masy kyqss (kierunek pro-
mieniowy i osiowy, rownanie (7.9)), zdolnosci przenoszenia tlenu przez krew k; i pred-
kosci krwi w kapilarze wu, (kierunek osiowy), wspotczynnika Hilla n i ci$nienia tlenu
odpowiadajacego 50% wysyceniu hemoglobiny Psy (krzywa dysocjacji oksyhemoglo-
biny Hilla, rownanie (7.11)). Ponadto, uwzgledniono dwa parametry: rozpuszczalnosé
tlenu w tkance «; oraz wspotcezynnik dyfuzji tlenu w tkance Dy, ktorych iloczyn stanowi
warto§¢ wspotezynnika Krogha K (por. wzor (5.16)).

Oznaczajac ps = Ky, My, kmass, Kb, Uy, 1, Pso, o, Dy (dla s = 1,...,9), niezbedne

funkcje wrazliwosci przyjmuja nastepujaca postaé [84]:

0S oP, oP,
= il Ubs = = Uts == (81)
Ips Ops Ips

W celu wyznaczenia tych funkcji przeprowadzono rozniczkowanie réwnan sktada-

G,

jacych sie na model dystrybucji tlenu wzgledem parametru ps. Rézniczkujac rownanie
(7.8):

a[K”H Kdﬂ] O (R (5.2

o | ar TR R | T g,

otrzymuje sie:

0K, d*P, 0 (d?g) 10K, dP, 1,0 (dﬂ) OM,(P,)

K,— = — .
op, 4 ap, \ dr Ops 8:3)

r Ops dr r t@ps

Nastepnie, po wykonaniu odpowiednich przeksztalcen oraz zastosowaniu podsta-

wienia (por. rownanie (7.8)):

d*P,  M,(P) 1dP,

= - —— 8.4
dr? K, r dr (84)
réwnanie przyjmuje postac:
"dr2 \ dp, Yrdr \0p, ) Op,s ops K, '
a ostatecznie, wykorzystujac funkcje wrazliwosci (8.1) mozna je zapisaé jako:
1d | dUg oM, 0K, M,
—— | = — — (8.6)
rdr | dr Ops Ops K
gdzie:
oM, oM,
—— Pyt Pi + =P + MyPeritUss

8}?3 (Pcm't + R&)2
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W celu uzyskania odpowiedniej postaci warunku brzegowego dla » = R., nalezy

zapisa¢ go w postaci (n oznacza wektor normalny powierzchni):

. dPt kmass
Jt tdrn 27TRC( t b) (8.8)
Nastepnie, po rézniczkowaniu wzgledem parametru p,, otrzymuje sie:
0K, dP, 0 (dPF, 1 0k kmass (OFP; OB,
— —n— K — =——(F,— P — 8.9
Ops dr n t@ps <d7° n 2R, 8ps( ¢ b + 2rR. \ Ops  Ops (8.9)
Po uporzadkowaniu pochodnych oraz przyjmujac, ze:
oK, 1
Jps = — —7J 8.10
' aps Kt]t ( )
Ostateczna posta¢ warunku ma nastepujaca forme:
1 akmass aKt 1 kmass
Jis = P, — P — —kmass | + == (Ups — Ups 8.11
! 27ch< t ">[ Ops  Ops K, ] 27ch( ts = Ubs) (8.11)
7 kolei warunek brzegowy dla r = R; ma posta¢:
dUts
=0 8.12
T (8.12)
Rozniczkujac wzgledem parametru ps rownanie dla kierunku osiowego (7.9):
0 dSmp, 0
R — —) = —Kmass Po + Kmass P 8.13
g (1 ) = 7 Py ) (5.13)
otrzymuje sie:
0 dSmp, 0 (dSm Ok mass opP, 0P
Rzi - N = - P, — P _kmass a_
e L?ps (usse) =g, + O, ( dz Ops (B = B) dps  Ops
(8.14)

lub z wykorzystaniem funkeji wrazliwosei (8.1):

Ou Or ds dGS akjmass
sz [(apbm) + up apb> djb + upkp L 1 = — (Py — P)) — kmass(Ups — Uss)

Ips
(8.15)
Poniewaz dodatkowo nalezy uwzgledni¢, ze (réwnanie (7.9)):
d‘S’Hb kmass
= — P, —P 8.16
dz ﬂRgub%b( b ) ( )

wiec ostatecznie uzyskuje sie wyrazenie:

dGs 1 {[kmass (aub aﬁb) i a]'{:mass

= Ky + U
dz TR2upky | | upks \ Ops b b@ps Ops

1 (Pb - Pt) - kmass(Ubs - Uts)}
(8.17)
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Natomiast warunek poczatkowy dla z = 0 ma postac:
Ups =0 (8.18)

Ostatnia zaleznoscia niezbedna do przeprowadzenia analizy wrazliwosci w podob-

szarze kapilary oraz wyznaczenia funkcji Up,s jest zrozniczkowana posta¢ odwrotnej

(1 ngHb)] (8.19)

krzywej Hilla (rownanie (4.2)):

1

ob,  0Px < Stb )”
aps B aps 1-— SHb

0
P
+ 5oap5

lub w postaci ostatecznej:

0P ( Stb >’i 1 ( Stb >71*_1 Gs
Ups = Py |~
b 0p5 1-— SHb * 50 n \1— SHb (1 — SHb)2

_1( Stib )71” a”m( Stib >
n? \1— Sup/ Ops 1 — Smp

Dla zachowania kompletno$ci informacji, ostateczna postac zrozniczkowanej krzywej

(8.20)

Hilla (7.11) przyjmuje nastepujaca forme:

95w P 0. (In P, — In Psy) — nP' Pyt

Op, (Pr 4 P1)?

Ops

+ nPglilpg)loUbs

G (8.21)

Podsumowujac, w celu wyznaczenia funkcji wrazliwoéci wzgledem jednego z para-
metréw modelu dystrybucji tlenu nalezy wykorzysta¢ nastepujace zaleznosci:

e model w kierunku promieniowym: (8.6), (8.7), (8.11) oraz (8.12),
e model w kierunku osiowym: (8.17) i (8.18),
e odwrotna krzywa dysocjacji oksyhemoglobiny: (8.20).

Znajomo$¢ funkcji wrazliwosci umozliwia takze okreslenie wplywu jednoczesnej

zmiany kilku parametréw na ci$nienie parcjalne tlenu, na podstawie zaleznosci [125]:

AP = JNif:P (U,Apy)* (8.22)

s=1

gdzie Nof P oznacza liczbe parametrow, dla ktorych okreslana jest warto$¢ Ap,.
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8.2 Metody rozwigzania

Do rozwiazania zadan analizy wrazliwosci wykorzystano metode strzalow, bardziej
szczegdtowo opisang w podrozdziale 7.2, tym razem wykorzystujac wariant stanowia-
cy polaczenie metody Rungego-Kutty czwartego rzedu (do rozwiazywania zagadnien
poczatkowych IVP) z metoda Newtona (do oszacowania warunku poczatkowego). Za
brzeg Uspoor Przyjeto punkt » = R;. Taka konfiguracja metody strzalow zostata wybra-
na ze wzgledu na krotszy czas obliczen, wynikajacy gtownie z zastosowania pochodnych
w metodzie Newtona [92].

Zagadnienie brzegowe mozna zapisa¢ w bardziej ogolnej postaci (por. rownania (7.8),
(8.6),(8.7), (8.11) i (8.12)):

1d dUys
Tth: Ktr( t>:QV

dr " dr
dUS * *
r=R,.: d7f + 07U = b3 (8.23)
dU;
r=R;: d; =a*

W metodzie Newtona kolejne wartosSci ovg,.sc Wyznaczane sa zgodnie z zaleznoscia:
g

. . Gres(l.s)
a;:iss = a;uess - :65 (Ojuess) (824)
res\“Yguess

/
res

w ktorej ¢res oraz ¢,., oznaczaja roznice sprawdzane na brzegu I'yq,4e¢ W postaci:

(bres(Rc’ aguess) = Utls(Rm aguess) + bTUts<Rca aguess) - b;

(8.25)
;es(Rca O‘guess) = Z/(R07 O‘guess) + b>1kZ<Rca aguess)
gdzie:
oU,, ou’ B)
— s g = s Qi = Qv (8.26)

8Oéguess aOéguess aaguess

Ostatecznie rozwiazywane sg jednoczesnie dwa zagadnienia poczatkowe IVP: pierw-
sze wynika z zagadnienia brzegowego przedstawionego w postaci rownania (8.23), na-
tomiast drugie stuzy do wyznaczenia pochodnych funkcji U;s wzgledem zgadywanej
wartoscl agyess- Maja one postac:

1 1
KU+ K~Ul, = Qv KZ"+ K~Z' = Qi
r T
UtS(Rt) = aguess Z(Rt) = 1 (827)

Uis(Ry) = a” Z'(Ry) =0
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Funkcja wrazliwosci G4 obliczana jest w podobny sposob, jak wartodci saturacji Sy,
(por. rownanie (7.27)):

hz kmass aub a"’ib akmass
Gem :Gsm_ - Pm_Pm
st ’ WRgUb/‘fb{ [ UpKp (3173 o aps> Ips ] (B, ban)

(8.28)
- kmass(Ubs,m - Uts,m)}

8.3 Wyniki obliczen

W modelu dystrybucji tlenu wymagana jest znajomos¢ cisnienia parcjalnego tlenu
na wlocie kapilary P ner (por. rownanie (7.9)). W pracy rozpatrzono dwa przypadki
tej wartosci: 100 mmHg, odpowiadajace warunkom fizjologicznym charakterystycznym
dla zdrowej tkanki, oraz 50 mmHg, co odzwierciedla warunki wystepujace w tkankach
patologicznych, takich jak nowotworowe [67,195,222|. Obliczenia numeryczne przepro-
wadzono w $rodowisku MATLAB R2024b, wykorzystujac zestaw parametréw przed-
stawiony w tabeli 8.1.

Na rysunkach 8.1-8.3 zaprezentowano funkcje wrazliwosci dla parametréw zwia-
zanych z modelem dystrybucji tlenu dla kierunku promieniowego, tj. wspotczynnika
Krogha K, zapotrzebowania na tlen M, oraz wspolczynnika przenoszenia masy k,,qss-
Dla wszystkich tych parametréw mozna zauwazy¢ mniejsze wartosci funkcji wrazliwosci
dla Py inier = 50 mmHg. Punkty maksymalnych wartosci funkcji przesunety sie w strone
kapilary, przy czym w przypadku M, zmiany te nastapily w kierunku strefy granicznej
kapilara-tkanka. W przypadku K, zmiana wartosci przy r = R. wynika z obecnosci
tego parametru w warunku brzegowym (rownanie (7.8)). Dodatkowo, dla obu wartosci
ciSnienia wlotowego B injet, potozenie poziomu U; = 0 w przypadku K, jest zblizone.

Wspoltczynnik przenoszenia masy k,,q.ss Wykazuje istotne roznice w poziomach funk-
cji Us pomiedzy obszarem kapilary a tkanki, cho¢ w obu przypadkach maksymalna
warto$¢ bezwzgledna tej funkeji przypada na wspotrzedne r = R. 1 z = 0 (rys. 8.3).
Zjawisko to mozna przypisa¢ powigzaniu wspoOtczynnika k,,.ss z oporem wewnatrz-
naczyniowym, ktorego wartos¢ jest uzalezniona od liczby Sherwooda (Sh), opisujacej
m.in. charakter przeptywu krwi w kapilarze (por. rozdzial 5).

Rysunki 8.4-8.5 prezentuja funkcje wrazliwosci dla parametrow zwigzanych z krwia,
czyli zdolnoscia transportu tlenu przez krew x; oraz predkoscia przeptywu krwi w ka-
pilarze u,. Rozktady funkcji wrazliwosci dla obu parametrow sa do siebie zblizone pod
wzgledem ksztaltu, cho¢ oczywiscie r6znig si¢ wartosciami. Dla przypadku P, pier =
100 mmHg maksymalne wartosci funkcji wrazliwosci wystepuja w poczatkowe] czesci
kapilary i tkanki, podczas gdy przy obnizonym P ;.. Obserwuje si¢ przesunigcie mak-
symalnych wartosci w kierunku wylotu kapilary. Taka zmiana wskazuje na znaczenie
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obu parametréw w procesie transportu krwi przez kapilare, zwtaszcza w nietypowych
warunkach tkankowych. Nalezy rowniez przypomnieé¢, ze parametr u, jest powigza-
ny z modelem wymiany ciepta w tkance, poniewaz jego wartosé¢ zalezy od przyjetego
wspolezynnika perfuzji (rownanie (7.10)).

Tab. 8.1: Wartosci parametréw przyjetych w obliczeniach

Parametr Jednostka Wartosc
tkanka

K, [(cm? s7!)(mol em™ mmHg™)]  4.1964-10~

ay [mol em ™3 mmHg ™! 1.3393-10

D, em? 57 3.1330-107°

My [mol em ™3 s7!] 2.9762-1077

Pt [mmHg] 1
kapilara

up [em s 0.205

Kb [mol ecm ™3| 8.9286-1076

Ps |[mmHg| 27

n 2.57

warunki brzegowe

Kmass [(cm? s71)(mol em 3 mmHg™!)]  2.79-10713
Dbjintet [mmHg| 100 oraz 50
geometria
Re [pom] 2.5
Ry [pom] 25
L [pom] 500

dyskretyzacja
T 100

n, 100




8. Analiza wrazliwosci modelu dystrybucji tlenu

0 0
1.5
50 8 50
100 “c 100 1
o (3]
6 < <
150 S 150 S
é 0.5 é
_ 200 . o _ 200 . o
E § E §
=250 = 2250 S
N [=2) N [=2]
3 05 2
300 2 E 300 £
£ £
350 g 350 112
= =
400 O _ 400 las -
=2 ~ D
450 450
2 1-2
500 500 -
10 20
r [pum]

Rys. 8.1: Funkcja wrazliwosci wspotczynnika Krogha K; dla P jnier = 100 mmHg (a) oraz
Pb,inlet = 50 mmHg (b)
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Rys. 8.2: Funkcja wrazliwosci zapotrzebowania na tlen My dla P jne; = 100 mmHg (a)
oraz Pp jnier = 50 mmHg (b)
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Rys. 8.3: Funkcja wrazliwosci wspolczynnika przenoszenia masy kmqss dla Py inier = 100

mmHg (a) oraz Py jnjer = 50 mmHg (b)
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Rlys. 8.4: Funkcja wrazliwosci zdolnosci transportu tlenu przez krew sy dla Py jper = 100

mmHg (a) oraz P jnier = 50 mmHg (b)
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Rys. 8.5: Funkcja wrazliwosci predkosci przeptywu krwi w kapilarze wy, dla P jnier = 100
mmHg (a) oraz P jnjer = 50 mmHg (b)

Funkcje wrazliwosci parametrow zwigzanych z krzywa dysocjacji oksyhemoglobiny
dla modelu Hilla zostaly przedstawione na rysunkach 8.6-8.7. Analiza funkcji wrazliwo-
Sci pokazuje, ze obnizenie ci$nienia P, ;¢ skutkuje przesuni¢ciem punktu maksymalne;
wartosci bezwzglednej funkcji wrazliwosci dla wspotczynnika Hilla n w kierunku z = Ly,
natomiast w przypadku ciénienia Py przesuniecie to wystepuje w poblizu z = L;/2.
Wyraznie widac, ze dla ciSnienia wlotowego P jnie: = 50 mmHg obszary, w ktorych war-
tosci funkcji zblizaja sie do zera, sa stosunkowo rozlegle, a skok wartosci przy r = R,
jest znaczny. W przypadku P, ;i = 100 mmHg zmiana wartosci funkeji Ug z ujemnych
na dodatnie zachodzi dokladnie w potowie dlugoéci kapilary.

W ramach analizy okreslono réwniez funkcje wrazliwosci dla rozpuszczalnodci tlenu
w tkance «; (rys. 8.8) oraz wspolczynnika dyfuzji tlenu w tkance D; (rys. 8.9). Ich
rozklady w obu przypadkach wykazuja bardzo podobny ksztalt jak funkcja U; (rys.
8.1), rozniac sie jedynie wartosciami. Wartosé¢ funkeji wrazliwosci dla oy wynosi rzedu
1019 natomiast dla D, rzedu 10°, co jest znacznie nizszg wartosciag w poréwnaniu do

funkcji wrazliwosci Uy, ktora osiaga rzad wielkosci 1014,
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Rys. 8.6: Funkcja wrazliwosci wspolczynnika Hilla n dla P e = 100 mmHg (a) oraz
Pb,inlet =50 mmHg (b)
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Rys. 8.7: Funkcja wrazliwosci cisnienia tlenu odpowiadajacego 50% nasycenia hemoglobiny
P50 dla Pb,inlet = 100 mmHg (a) oraz Pb,inlet = 50 mmHg (b)
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Rys. 8.8: Funkcja wrazliwosci rozpuszczalnosei tlenu w tkance oy dla Py jpjer = 100 mmHg

(a) oraz Py inier = 50 mmHg (b)
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Rys. 8.9: Funkcja wrazliwosci wspotczynnika dyfuzji tlenu w tkance Dy dla Py jnier = 100
mmHg (a) oraz Py njer = 50 mmHg (b)
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Tabela 8.2 przedstawia wartosci funkeji wrazliwosci pomnozone przez Ap, = p,-10%
w punktach, w ktorych osiagaja one swoje maksymalne wartosci. Wartosci w wierszu
Wszystkie parametry” uzyskano na podstawie rownania (8.22) i odnosza sie do jed-
noczesnej zmiany siedmiu podstawowych parametrow (NofP = 7): Ky, My, kmass,
Up, Kp, N, Pso, bez uwzglednienia oy oraz D;. Rysunek 8.10 ilustruje wyniki zwiazane
7z rownoczesna zmiana wszystkich analizowanych parametrow (réwnanie (8.22)). War-
to podkresli¢, ze zmiany wynikajace z dziatania funkcji wrazliwosci dla poszczegélnych
parametrow sg niewielkie. Gléwnym powodem sa warunki przyjete do analizy, obej-
mujace normotermie, stan przed uszkodzeniem termicznym oraz stosunkowo wysoka
predkos¢ przeptywu krwi w kapilarze. Wiadomo, ze w takich okoliczno$ciach cisnienie
parcjalne tlenu na wylocie z kapilary wynosi okoto 30 mmHg [134], nawet w sytuacjach,
gdy parametry zostaja zaktdcone przez roznorodne czynniki, aby utrzymacé prawidtowe
procesy zyciowe.

Tab. 8.2: Wzrost ci$nienia parcjalnego tlenu wyrazony przez pomnozenie funkcji wrazliwosci
przez Aps = ps - 10% dla punktéw, w ktorych przyrosty sa maksymalne

Parametr Py inter = 100 mmHg Py inter = 50 mmHg
Us-Aps | z Us-Aps | T z
fmmbg] | [pm] | [wm] | ;wHgl | [em] | )

K 3.8086 | 25 0 -0.9587 | 2.5 115

My -6.5718 | 25 15 -1.1972 | 14 0

Emass 2.0083 |25 0 1.2516 | 2.5 0

Up L7l ] 1.25 50 1.2201 | 1.25 500

K 17771 | 1.25 50 1.2201 | 1.25 500

n -2.6057 | 1.25 25 0.9736 | 1.25 500

Py 3.9371 | 1.25 40 1.1161 | 1.25 145

o 3.8089 | 25 0 -0.9587 | 2.5 115

D, 3.8089 | 25 0 -0.9587 | 2.5 115

Wszystkie parametry | 8.6856 | 25 15 21871 | 1.25 500

Wyniki przedstawione w tabeli 8.2 wskazuja, ze dla obnizonego ciSnienia P jnier =
50 mmHg wartosci bezwzglednych przyrostow dla poszczegdlnych parametréow sa po-
rownywalne. Jedynie w przypadku wspoétczynnika przenoszenia masy k,,qss punkt mak-
symalnej warto$ci pozostaje w tym samym miejscu, co dla B ;e = 100 mmHg (r = R,
z = 0). W przypadku pozostatych parametrow odnotowano przesuniecie tego punktu
w kierunku wnetrza kapilary, a dla niektérych parametréow, np. K; i n, zmiana ta byla
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zwigzana rowniez ze zmiang znaku przyrostu. Dla wiekszosci analizowanych parame-
trow wartosci przyrostow mieszcza sie w zakresie od 1 do 2 mmHg, co, jak wczesnie]j
wspomniano, jest wynikiem przeprowadzania analizy w warunkach normotermicznych.
Jedynie dla P, ;ne; = 100 mmHg mozna zaobserwowa¢ wigksze wartoSci przyrostow
w przypadku parametrow zwiazanych z modelem kierunku promieniowego (K, M)
oraz modelem krzywej dysocjacji oksyhemoglobiny Hilla. Nalezy réwniez podkreslié,
ze dla obu rozwazanych wartosci P jnier maksymalne przyrosty funkeji wrazliwosci sa
niemal identyczne dla wszystkich trzech parametrow Ky, oy, D; i wystepuja w tych
samych punktach (tabela 8.2).

0 07
50 . 50 J
1.8
100 7 100
1.6
150 6 150
14
200 § 53 200 =
= JE: T 1.2 E
3250 E 2250 E
N . 4 o N 1 o
300 - < 300 <
| 0.8
3
350 350
40.6
400 - 12 4
00 00 4
450 1 450 10.2
N -
500 ! = s 0 500 0
0 10 20
r [um]
(a)

Rys. 8.10: Rozktad zmian ci$nienia parcjalnego tlenu dla jednoczesnej zmiany siedmiu roz-
wazanych parametrow (rownanie (8.22), Aps = p,-10%, dla Pp jnier = 100 mmHg
(a) oraz Py jnier = 50 mmHg (b))

Dla jednoczesnej zmiany siedmiu (NofP = 7) parametrow o 10% ich wartosci
poczatkowej wyniki wskazuja, ze przy P ine: = 100 mmHg ci$nienie parcjalne tlenu
moze wzrosnaé o ponad 8 mmHg w obszarze tkanki oraz o ponad 5 mmHg w kapilarze.
Uzyskane wartosci sa wyraznie wyzsze w poréwnaniu do wynikéw przedstawionych

w tabeli 8.2 dla zmiany pojedynczych parametrow.
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8.4 Weryfikacja

Weryfikacje zwigzang z modelami przepltywu ciepta oraz dystrybucjg tlenu przed-
stawiono juz wczesniej w podrozdziale (7.4). Poniewaz wykorzystywany model jest
doktadnie taki sam, nie bedzie ona tutaj powtoérzona. Pokazane zostang jedynie wyniki
weryfikacji obliczenn zwigzane z analiza wrazliwosci. Dla parametrow K, i My prze-
prowadzono weryfikacje poprawnosci otrzymanych funkcji wrazliwosci, postugujac sie
rozwigzaniem analitycznym, ktore zostato uzyskane w wyniku rézniczkowania réwnania
(7.33) wzgledem p; (P..ie = 0):

1 aMg 3Kt 1 2 2 2 r
Up(r) = Ups + —— [ K20 — 0S50 |22 — R?) — R?In
A T ( "o, Oaps> MT ST (8.29)
m 2 2 aMO '
+kmaSS(Rc Rt) aps

Poréwnanie wynikoéw analizy wrazliwosci dla tych dwoch parametrow przedstawio-
no na rysunku 8.11. Z analizy wynikéw wynika, ze rozwigzanie numeryczne, uzyskane

przy uzyciu metody strzalow, wykazuje bardzo dobra zgodnosé¢ z rozwigzaniem anali-

tycznym.
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Rys. 8.11: Poréwnanie wynikéw analizy wrazliwosci dla parametrow Ky (a) i My (b) przy
uzyciu rozwigzania analitycznego (z = 0, Py inier = 100 mmHg)

Co wiecej, wyniki uzyskane z analizy wrazliwodci dla parametréw pg zostaly po-
rOwnane z warto$ciami uzyskanymi na podstawie ilorazéw roéznicowych, ktére uwzgled-
niaja przyrosty parametréw w modelu. Rysunki 8.12-8.15 przedstawiaja wyniki dla
czterech wybranych parametrow, zapotrzebowania na tlen My, wspotczynnika przeno-
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szenia mMasy Kqss, zdolnosci przenoszenia tlenu przez krew ky, wspolczynnika Hilla n,

dla kierunku promieniowego i osiowego.
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Rys. 8.12: Poréwnanie funkcji wrazliwosci zapotrzebowania na tlen My uzyskanych z obec-
nego modelu z obliczeniami opartymi na ilorazach réznicowych (symbole)
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Rys. 8.13: Poréwnanie funkcji wrazliwosci wspotczynnika transferu masy kinqss uzyskanych
z obecnego modelu z obliczeniami opartymi na ilorazach réznicowych (symbole)
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Rys. 8.14: Porownanie funkcji wrazliwosci zdolnosci przenoszenia tlenu przez krew ky, uzy-
skanych z obecnego modelu z obliczeniami opartymi na ilorazach réznicowych
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Rys. 8.15: Poréwnanie funkcji wrazliwosci wspotczynnika Hilla n uzyskanych z obecnego

modelu z obliczeniami opartymi na ilorazach réznicowych (symbole)

Wszystkie uzyskane wyniki charakteryzuja sie bardzo niskim bledem wzglednym,
mieszczacym sie w przedziale od 0.01% do 0.02% (tab. 8.3), co $wiadczy o wysokiej
precyzji metod zastosowanych w obliczeniach oraz o skutecznosci wybranych algoryt-
moéw numerycznych. Nalezy zauwazy¢, ze mimo ztozonoéci rownan przedstawionych

na poczatku rozdziatu, dla poszczegdlnych parametréw niektére pochodne czastkowe
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przyjmuja warto$¢ zero. To uproszczenie, wynikajace z charakterystyki modelu, nie-
watpliwie przyczynito sie do osiagniecia tak wysokiej doktadnosci wynikow uzyskanych

z zastosowang metoda strzalow.

Tab. 8.3: Bledy wzgledne dla analizowanych parametrow

Parametr | Blad wzgledny |%]
K, 0.0195
M, 0.0185
Friass 0.0167
Up 0.0155
K 0.0162
n 0.0135
Pa 0.0148
o 0.0211
D, 0.0211

8.5 Podsumowanie

Rozdzial niniejszej pracy poswiecono analizie wrazliwos$ci parametréw modelu dys-
trybucji tlenu, opartego na koncepcji cylindra Krogha. W ramach badan okreslono
zaréwno funkcje wrazliwosci dla poszczegdlnych parametrow, jak i zmiany cisnienia
parcjalnego tlenu wynikajace z jednoczesnej modyfikacji siedmiu rozpatrywanych pa-
rametrow o 10%. Uzyskane wyniki wskazuja, ze zmiany te mogg osiaga¢ wartosci prze-
kraczajace 8 mmHg. Nalezy jednak podkresli¢, ze w przypadku postepujacych procesow
patologicznych, takich jak uszkodzenia termiczne czy rozwdj nowotwordéw, zmiany para-
metréw mogg by¢ wieksze, co moze prowadzi¢ do wiekszych zmian ci$nienia parcjalnego
tlenu w mikrosrodowisku tkankowym.

Parametrem mogacym ulega¢ znacznym wahaniom jest P inee. W przypadku gu-
z6w nowotworowych czesto obserwuje sie¢ nieregularng architekture naczyn kapilarnych,
obejmujaca struktury o nietypowych ksztattach, takie jak kuliste rozszerzenia (ang.
bulbs) oraz $lepo zakoriczone odgalezienia. Te nieprawidtowosci prowadzg do lokalnych
deficytow tlenu, skutkujac powstawaniem obszaréw hipoksji, co ma istotne implikacje
dla skutecznosci terapii zwiazanych z obecnodcia tlenu w organizmie [55,222].

Aby uwzgledni¢ te aspekty, przyjeto dwie wartoéci ci$nienia na wlocie do kapi-
lary: standardowego cisnienia fizjologicznego (Pyiner = 100 mmHg) oraz obnizone-
g0 (Pyintet = 50 mmHg). Poréwnanie uzyskanych wynikow pokazalo roznice zaréwno
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w ksztalcie rozktadéw funkcji wrazliwodci, jak i w wartosciach przyrostow ci$nienia
parcjalnego tlenu wynikajacych ze zmiany parametrow.

Podsumowujac, analiza wrazliwosci jest dos¢ wygodng metoda wykorzystywana
w badaniach proceséw biologicznych, szczegélnie w kontekscie uktadow wykazujacych
indywidualng zmiennos¢. Jej zastosowanie w modelowaniu dystrybucji tlenu pozwala
na identyfikacje najbardziej wptywowych parametréw oraz ocene potencjalnych skut-
kéw zmian fizjologicznych.



9. Analiza dystrybucji tlenu
z uwzglednieniem czynnikow
przeciwdzialajacych hipoksji

Hipoksja, czyli stan niedotlenienia tkanek, stanowi powazne zagrozenie dla prawi-
dlowego funkcjonowania organizméow zywych. Cisnienie parcjalne tlenu Po, wykazuje
znaczne zroznicowanie pomiedzy tkankami. W gérnych drogach oddechowych wynosi
okoto 104 + 108 mmHg, w mézgu 30 + 48 mmHg, a w watrobie 55.5 £ 21.3 mmHg.
Zmniejszenie dostepnosci tlenu ponizej wartosci fizjologicznych, mimo zachowanej per-
fuzji, prowadzi do zaburzenia réwnowagi miedzy zapotrzebowaniem a zuzyciem tlenu,
co skutkuje hipoksja. W skrajnych przypadkach, gdy dochodzi do catkowitego odciecia
dostaw tlenu, moéwimy o anoksji [14,152].

Hipoksja moze mie¢ rézne podtoze, w zaleznoSci od czynnika inicjujacego i me-
chanizmu upo$ledzenia transportu lub wykorzystania tlenu. Stan ten towarzyszy licz-
nym procesom fizjologicznym i patofizjologicznym, w tym chorobom naczyniowym (np.
miazdzycy, udarom mozgu), przewleklym zapaleniom czy nowotworom. Niedotlenienie
moze prowadzi¢ do ostrego lub przewleklego niedokrwienia, wywolujac wtérne uszko-
dzenia tkanek, krwotoki, zaburzenia przewodzenia impulséw nerwowych, a nawet nie-
wydolno$¢ wielonarzadowa [14] Juz we wezesnych etapach hipoksji moga wystepowad
objawy kliniczne, takie jak sinica, zawroty glowy, ostabienie, zmeczenie, duszno$é¢ czy
sztywnos$¢ mieéni, bedace wynikiem dysfunkeji komorek i tkanek wrazliwych na niedo-
tlenienie [20].

Niniejszy rozdzial stanowi uzupetnienie dotychczasowych rozwazan na temat mo-
delowania transportu tlenu w mikrokrazeniu poprzez analize wybranych czynnikow,
ktorych rola w przeciwdziatlaniu hipoksji jest istotna, choé¢ wcigz podlega dyskus;ji.
Skupia sie na dwoch kluczowych aspektach: wplywie mioglobiny na dyfuzje i maga-
zynowanie tlenu w tkankach oraz potencjalnych konsekwencjach zjawiska grupowania
mitochondriow (tzw. mitochondria clustering) na efektywnos¢ zaopatrzenia tlenowego.
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9.1 Wplyw mioglobiny

Mioglobina (Mb) to monomeryczne biatko obecne w cytoplazmie komoérek miesnio-
wych, strukturalnie podobne do podjednostki S-hemoglobiny, zdolne do odwracalnego
wigzania tlenu. Odgrywa wazng role w transporcie i buforowaniu tlenu w mie$niach
szkieletowych oraz sercu, zwlaszcza w warunkach intensywnego metabolizmu, ograni-
czonej dostepnosei tlenu i niedotlenienia [102,208]. Mechanizm ten okreslany jest jako
utatwiona dyfuzja tlenu z udzialem mioglobiny (ang. myoglobin-facilitated oxygen dif-
fusion).

Badania modelowe wykazaly, ze strumieni tlenu w roztworach zawierajacych mioglo-
bine jest wyzszy niz w roztworach bez bialek wigzacych tlen i pozostaje wzglednie staty
w szerokim zakresie ci$nien parcjalnych (20 = 700 mmHg). Wskazuje to, ze gradient
oksymioglobiny jest warunkiem koniecznym utatwionej dyfuzji, a czasteczka dyfundu-
jaca jest wlasnie oksymioglobina. Gtoéwne funkcje mioglobiny obejmuja [87,208]:

e Ulatwianie dyfuzji tlenu — mioglobina, wiazac tlen, tworzy forme oksymioglobiny,
ktora przemieszcza sie w kierunku mitochondriow, wspomagajac dyfuzje tlenu we-
wnatrz komorki. W mitochondriach tlen uczestniczy w fosforylacji oksydacyjne;j
i produkcji ATP. W obszarach o niskim cisnieniu parcjalnym zwieksza efektywna
rozpuszczalnosé tlenu w cytoplazmie, wspomagajac jego transport i dyfuzje.

e Magazynowanie tlenu — oksymioglobina peini role tymczasowego magazynu tlenu,
co pozwala komorkom miesniowym przetrwacé krotkotrwate okresy niedotlenienia,

np. w czasie skurczu miesni, gdy przepltyw krwi moze byé¢ ograniczony.

W modelowaniu matematycznym transportu tlenu w tkance otaczajacej kapilare,
wplyw mioglobiny jest uwzgledniany poprzez wprowadzenie dodatkowego cztonu do
rownania dyfuzji Ficka, opisujacego wspomagany dyfuzyjnie transport tlenu przez oksy-
mioglobine. Wyjsciowe rownanie dla radialnego transportu tlenu w tkance (por. wzor
(5.15)), z uwzglednieniem nasycenia mioglobiny tlenem i zuzycia tlenu przez komorki,
przyjmuje postac:

1dpP, d%P, 1dSy,  d%Swu M, P,
K, |-—* Dy, |- =
! [r dr * dr? 1 + Mo Unb l dr dr? P+ P,

(9.1)

8 mmHg ™ ')] to wspétezynnik Krogha, ey, [mol ecm=3] to

gdzie K; [(cm?s™!)(mol cm™
stezenie mioglobiny, a Dyp, [cm? s7!| to wspotezynnik dyfuzji mioglobiny.

Nasycenie mioglobiny tlenem (Syp,) jest opisywane przez nieliniows funkcje zalezna
od lokalnego cignienia parcjalnego tlenu FP;, zgodnie z réwnaniem dysocjacji oksymio-

globiny (4.14), charakteryzujacym sie powinowactwem mioglobiny do tlenu wyrazonym
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przez Psonb. W konsekwencji, pierwsza i druga pochodna nasycenia mioglobiny wzgle-
dem promienia moga by¢ wyrazone jako:

dSwn _ Psoan  dP 9.2)
dr (P + P50,Mb)2 dr .

d*Sam, _ . 2Powm <dPt>2 Psoa,  d*P, (9.3)
dr? (P + Pson)? \ dr (P, + Psoan)” dr? .

gdzie Sy, to stopienl wysycenia mioglobiny tlenem, Psoyp to warto$é cisnienia parcjal-
nego tlenu, przy ktorym 50% czasteczek mioglobiny jest wysycone tlenem.

Podstawienie powyzszych wyrazen umozliwia przeksztalcenie rownania (9.1) do po-
staci zaleznej wylacznie od P

1dp,  d*P, 1 1 dp,
Ky |———+ + v Dain P -
! |"r dr d7’2 ] Mb = Mb -+ 50,Mb [T (Pt + P50,N1b)2 dr (9 4)
. 1 P, 2 (dPt>2 _ MyP, '
(P + Pso,Mb)2 dr* (P + P50,Mb)3 dr P + B

9.2 Wplyw grupowania mitochondriéw

Zuzycie tlenu zachodzi przede wszystkim w mitochondriach, dlatego ich rozmiesz-
czenie przestrzenne w obrebie komorki odgrywa pewng role w ksztaltowaniu lokalnego
zapotrzebowania na tlen. W obszarach o duzej gesto$ci mitochondriéw konsumpcja
tlenu jest wyzsza, natomiast w regionach, gdzie liczba mitochondriéw jest mniejsza,
zuzycie tlenu rowniez ulega obnizeniu [134].

W rzeczywistej mikrostrukturze tkanki zaré6wno kapilary, jak i mitochondria nie wy-
kazuja jednorodnego rozmieszczenia. Czesto obserwuje sie tendencje do ich skupiania
sie w okreslonych obszarach, co prowadzi do nieréwnomiernego zaopatrzenia komoérek
w tlen. Zjawisko to moze mieé istotne znaczenie w warunkach zaburzonej perfuzji.
Badania ultrastrukturalne wykazuja, ze mitochondria sa dynamicznymi organellami,
zdolnymi do przemieszczania sie w obrebie komoérki w odpowiedzi na lokalne warun-
ki tlenowe [208]. W komorkach miesnia sercowego ukladajg sie w regularne kolumny
rownolegle do osi wlokien, natomiast w mie$niach czerwonych lokalizuja sie w rejonie
linii Z oraz w poblizu btony komoérkowej, gdzie tworza wyrazne skupiska. Taki schemat
rozmieszczenia nie jest przypadkowy, lecz stanowi wynik ewolucyjnie uksztaltowane]
strategii optymalizacji zaopatrzenia energetycznego [208].

Z perspektywy modelowania matematycznego efekt grupowania mitochondriéw mo-
ze by¢ odzwierciedlony przez przestrzennie zmienne zuzycie tlenu. W niniejszym modelu

przyjeto funkcje, ktora zaleznie od promienia r oraz lokalnego ci$nienia parcjalnego P,
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opisuje zmodyfikowane zapotrzebowanie tlenowe Mj:

My, P, > 40 mmHg
r R, — R.
Mo(r) = 4 Mo (1 + Rt> . R <40mmHg, R.<r<— N (05)
Mo(l—};), P <40 mmig, =M p
t

W funkcji uwzgledniono dwie strefy, zalezne od odlegtosci od brzegu kapilary. Wpro-
wadzono warto$¢ progowa ci$nienia parcjalnego tlenu rowna 40 mmHg. W przypadku,

gdy P, > 40 mmHg, zapotrzebowanie tlenowe przyjmuje warto$¢ stala. Natomiast,
Rt_Rc

2
trzebowanie wzrasta liniowo, natomiast w regionie bardziej oddalonym od naczynia

gdy P, < 40 mmHg, w regionie przylegajacym do kapilary (R, < r < ) zapo-
(% < r < Ry) ulega stopniowemu zmniejszeniu. Wartosé¢ progowa 40 mmHg usta-
lono na podstawie wynikoéw symulacji wlasnych oraz danych literaturowych. W pracy
McGuire’a [134] cignienie parcjalne tlenu na koricu kapilary osigga poziom nieco poni-
zej 40 mmHg, co zostalo potwierdzone takze w analizie przedstawionej w rozdziale 7.
Dodatkowo, wedtug Ortiz-Prado [152], typowe wartosci Po, w miesniach szkieletowych
wynosza 28.9 + 3.4 mmHg, a w krwi zylnej 40 +£ 5 mmHg. Wskazuje to, ze poziom
okoto 40 mmHg stanowi granice pomiedzy fizjologiczna norma a poczatkiem zmian
adaptacyjnych charakterystycznych dla niedotlenienia.

9.3 Metody rozwiazania

W celu numerycznego rozwigzania rownania transportu tlenu w tkance, uwzglednia-
jacego efekt utatwionej dyfuzji z udzialem mioglobiny, zastosowano metode strzalow.
W analizie wykorzystano polaczenie metody Rungego-Kutty czwartego rzedu (do roz-
wiazywania zagadnien poczatkowych IVP) oraz algorytmu Newtona (do iteracyjnego
wyznaczania warto$ci warunku poczatkowego). Opis tego wariantu metody, w tym spo-
sob przeksztalcenia zagadnienia brzegowego do uktadu dwoch rownan poczatkowych,
przedstawiono w podrozdziale 8.2.

9.4 Wyniki obliczen

W niniejszym rozdziale przedstawiono wyniki obliczenn dotyczacych rozktadu tle-
nu w tkance z uwzglednieniem wybranych mechanizméw przeciwdziatajacych hipoks;ji.
Z uwagi na wczesniejsza, szczegoltowa analize charakterystyki termicznej (rozdzial 7),

oraz fakt, ze w niniejszym modelu przyjeto identyczne zalozenia termiczne, rozktad
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temperatury nie zostal tutaj ponownie przedstawiony. Skupiono sie wylacznie na ana-

lizie wptywu mioglobiny oraz zjawiska grupowania mitochondriéw na przestrzenna dys-

trybucje cis$nienia parcjalnego tlenu w tkance mie$niowej.

Obliczenia przeprowadzono w srodowisku MATLAB R2023b przy uzyciu zestawu

parametréow fizycznych, geometrycznych oraz zwigzanych z mioglobina, zestawionych

w tabeli 9.1. W przypadku badania efektu grupowania mitochondriéw wartosci para-

metréow ey, Db, Psomp zostaly przyjete jako zerowe, zgodnie z réwnaniem 9.1.

Tab. 9.1: Wartosci parametrow przyjetych w obliczeniach modelu dystrybucji tlenu

z uwzglednieniem mioglobiny i grupowania mitochondriow [48,55,79,134, 206]

Parametr Jednostka Wartos¢
tkanka
K, [(cm? s7!)(mol em™ mmHg™)]  1.9845-107
My [mol em ™3 s7!] 51078
Py [mmHg] 1
CMb [mol ¢cm ™3| 5-10~7
D, [cm? s 0.7-1076
Pso b [mmHg] 5
kapilara
Kb [mol cm ™3] 8.9286-10~°
P [mmHg] 27
n -] 2.57
warunki brzegowe
Emass [(cm? s7!)(mol em™ mmHg™)]  2.79-107'3
Pt jmmHg 100
geometria
R, | ] 2.5
Ry |em] 25
L, | o] 500
dyskretyzacja
N, 100
n, 100

Na rysunku 9.1 przedstawiono poréwnanie wynikow dla dwoch wariantow: przy sta-

tym zapotrzebowaniu na tlen (M, = const) oraz z funkcja opisujaca zjawisko grupowa-
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nia mitochondriéw (wzér (9.5)). Dla kierunku promieniowego zaprezentowano krzywe
odpowiadajace wlotowi kapilary (z = 0) oraz potowie jej dlugosci (z = Ly/2). W kie-
runku osiowym pokazano rozktad cisnienia parcjalnego wzdtuz kapilary, co umozliwia
okreslenie momentu pojawienia si¢ hipoksji. W obu analizowanych przypadkach niedo-
tlenienie wystepuje po czasie t = 22 s, jednak uwzglednienie przestrzennej zmiennosci
zapotrzebowania na tlen wplywa na potozenie strefy hipoksyjnej. W modelu z funk-
cja grupowania mitochondriéw wartosci P, spadajace do zera pojawiaja sie dopiero
w dalszym odcinku naczynia, czyli od z = 0.035 cm, podczas gdy w przypadku statego
zapotrzebowania obszar niedotlenienia wystepuje wczesnie;j.

z=0

100 , : , 100 ; ‘ ; ‘
—O— 0s, bez grupowania
\ --0O- 0s,z grupowaniem —O— 0s, bez grupowania
—%— 12.8s, bez grupowania - -0 - 0s, z grupowaniem -
80 - =% - 12.8s, z grupowaniem || 80 I —%¥— 12.8s, bez grupowania | |
—H&— 22s, bez grupowania - =¥ - 12.8s, z grupowaniem
- 43 - 22s,z grupowaniem | | —H&— 22s, bez grupowania

—— 22.5s, bez grupowania —_— - -3 - 22s, z grupowaniem ||
— o=}

o 60 - =% - 22.5s, z grupowaniem || D 60

I —A— 40s, bez grupowania :g

£ - /A - 40s,z grupowaniem [

E E

—_

o o 40 1

40 &
20 1\ Tl 20 v
\\ \ X \\ g B s 2 R
) PN A N & 0 | | 5 | L 5

ui]

0 A A A |
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0 0.5 1 1.5 2 25
z [cm] r [cm] %107
(a) (b)

Rys. 9.1: Rozktad ci$nienia parcjalnego tlenu w kierunku osiowym (a) i promieniowym (b)

dla przypadku z i bez uwzglednienia grupowania mitochondriéw

Kolejna czesé analizy dotyczyla wplywu obecnosci mioglobiny na rozktad tlenu.
Na rysunku 9.2 przedstawiono rozktady ci$nienia parcjalnego tlenu w obu kierunkach
przestrzennych, uzyskane dla wariantu uwzgledniajacego parametry mioglobiny oraz
dla przypadku bazowego (eyp = Dy, = Psovp = 0). Wyniki potwierdzaja, ze mioglo-
bina przyczynia sie do niewielkiego przesuniecia momentu wystapienia hipoksji, a jej
pojawienie sie zostaje opdznione, co potwierdza role mioglobiny jako lokalnego bufora
tlenu, szczegdlnie w warunkach obnizonego ci$nienia tlenu.

Zestawienie wynikow modelu wskazuje, ze zaré6wno obecnos¢ mioglobiny, jak i nie-
jednorodno$é rozkladu zapotrzebowania tlenowego (wynikajaca z lokalnego zageszcze-
nia mitochondriow), maja istotny wpltyw na dostepnos¢ tlenu w obszarach metabolicz-
nie aktywnych oraz na dynamike rozwoju hipoksji.
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Rys. 9.2: Rozktad cisnienia parcjalnego tlenu w kierunku osiowym (a) i promieniowym (b)

z uwzglednieniem i bez uwzglednienia mioglobiny

9.5 Weryfikacja

Dokonano poréwnania otrzymanych wynikoéw symulacji z danymi literaturowy-
mi [48,134] (rys. 9.3a). Poréwnanie obejmowalo zar6wno przypadki z uwzglednieniem
mioglobiny, jak i bez jej udziatu.

W odniesieniu do wynikow zaprezentowanych w pracy [48] nalezy zauwazy¢, ze
model zuzycia tlenu przyjety przez autoréw oparty byl na kinetyce zerowego rzedu.
W poréwnaniu do kinetyki Michaelisa-Mentena, zastosowanej w niniejszym rozdzia-
le, prowadzi to do znacznie wiekszego spadku cisnienia parcjalnego tlenu w kierunku
promieniowym wewnatrz tkanki [55,134]. Dodatkowo, w pracy [48] na granicy kapilara-
tkanka zastosowano warunek Dirichleta, zaktadajac ciaglo$é cisnienia parcjalnego tle-
nu. W prezentowanym modelu uwzgledniono natomiast opor wewnatrznaczyniowy, co
pozwala na istnienie skoku ci$nienia pomiedzy kapilara a otaczajaca tkanka. W kon-
sekwencji, zgodnie z oczekiwaniami, wartosci P,(R.) w obecnym modelu sa nizsze niz
w cytowanej publikacji. Roznice te sa zatem w pelni uzasadnione i wynikaja z r6znic
w przyjetych zalozeniach modelowych, a uzyskane wyniki pozostaja spojne z literatura.

Model przedstawiony w pracy [134] uwzglednial opor wewnatrznaczyniowy (analo-
gicznie jak w niniejszym podejsciu) oraz nieco inny wariant modelu grupowania mi-
tochondriow. Wyniki uzyskane z wykorzystaniem obecnego modelu wykazuja dobra
zgodnos¢ z danymi literaturowymi, a jedyna istotng roéznica jest nieco nizsza wartoscé
Py, ktora odbiega od wartosci referencyjnej o mniej niz 2 mmHg.

Dodatkowo, na rysunku 9.3b przedstawiono poréwnanie wynikéw uzyskanych z wy-
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korzystaniem réznych krzywych dysocjacji oksyhemoglobiny (ODC). Cho¢ w modelu
bazowym zastosowano krzywa Hilla, wyniki uzyskane przy uzyciu krzywej Adaira (sto-
sowanej rowniez w [48]) wykazuja bardzo wysoka zgodnoéé. Mozna zatem stwierdzié,
ze w badanym przypadku wyboér konkretnego modelu ODC nie ma istotnego wptywu
na koricowe wyniki.

3546—® w \ w 34 w
: Obecny model, bez Mb, z =150 pm Adair, bez Mb
‘l O  [Fletcher 1980], bez Mb, z =150 pm L 32 - | Adair, z Mb
30 1 Obecny model, zMb, z =150 ym O  Hill, bez Mb
‘I %  [Fletcher 1980], z Mb, z =150 pm %  Hill,zMb
L ! - - - - Obecny model, bez Mb, z =250 um | 30
25 '| ® A [McGuire 2001], bez Mb, z =250 um \
A
= . ?‘S\\ S 28
T 20 v 3 T \
£ \ * € 26
£ £
o o

151 | & 5 5 3
A\ 24 -
10 .
N 22

\\\A \mk
~‘~A__~ )

0 N Bocoe--- A 18 ! ‘
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Rys. 9.3: Poréwnanie wynikow uzyskanych w niniejszym modelu z rezultatami zaprezento-
wanymi w pracach [48,134] (a) oraz z wynikami uzyskanymi z uzyciem réznych
krzywych dysocjacji oksyhemoglobiny (b) ( [48] - [Fletcher 1980], [134] - [McGuire
2001))

9.6 Podsumowanie

Przeprowadzone analizy modelowe wskazuja, ze zarowno obecnos$¢ mioglobiny, jak
i zroznicowane rozmieszczenie mitochondriow w obrebie tkanki moga wptywaé na lo-
kalne warunki tlenowe oraz czas pojawienia si¢ hipoks;ji.

Mioglobina, jako biatko wiazace tlen w sposéb odwracalny, odgrywa role wspoma-
gajaca transport i magazynowanie tlenu, szczegélnie w stanach obnizonego cisnienia
parcjalnego. W przeprowadzonych obliczeniach, jej efekt uwidocznit sie dopiero po 22
sekundach od poczatku ekspozycji na impuls cieplny (rys. 9.2), co jednoznacznie wska-
zuje, ze oksymioglobina oddaje tlen dopiero w warunkach realnego deficytu tlenowego
w komorce. Modelowe wlaczenie dyfuzji wspomaganej przez mioglobine wptywa wiec
glownie na przesuniecie w czasie momentu wystapienia hipoksji, jednak nie modyfiku-
je istotnie catkowitego profilu rozktadu cisnienia parcjalnego w warunkach fizjologicz-
nych. Wyniki sa zgodne z obserwacjami Wittenberga [208|, ktory podkreslal, ze wplyw
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mioglobiny na transport tlenu jest subtelny, ale fizjologicznie istotny, szczegélnie przy
niskim Pp,. Roéwniez prace Jiirgensa [87] oraz Roy i Popela [168] wskazuja, ze pod
warunkami fizjologicznymi rola mioglobiny moze by¢ ograniczona.

Poréwnanie wynikéw symulacji dla modeli uwzgledniajacych i nieuwzgledniajacych
obecno$¢ mioglobiny pokazuje, ze w obszarach o wysokim ci$nieniu parcjalnym tlenu P,
r6znice miedzy tymi wariantami sa minimalne. Natomiast w warunkach obnizonego P,
typowych dla gltebszych warstw tkanki lub zwickszonego zapotrzebowania metabolicz-
nego, model z uwzglednieniem mioglobiny przewiduje pdzniejsze osiggniecie wartosci
zerowej dla P, co oznacza dtuzsze utrzymanie dostarczania tlenu do komorek. Efekt
ten jest wyraznie widoczny na rysunku 9.2, szczegblnie na krzywych odpowiadajacych
chwili t = 22 s.

Drugim analizowanym czynnikiem byl efekt grupowania mitochondriéw. Zjawisko
to zostato uwzglednione w modelu poprzez autorska funkcje zapotrzebowania na tlen
(9.5). Wezesniej, w literaturze, stosowano gtownie funkcje skokowe [79,134], ktore nie
oddajg ciggtej zmiennosci warunkéw biologicznych. Zastosowana funkcja prowadzi do
przestrzennego zroéznicowania zapotrzebowania na tlen, przy czym wartosci s wyzsze
w poblizu kapilar, a nizsze na obrzezach. Rezultaty symulacji (rys. 9.1) pokazuja, ze
taki uktad opdznia wystapienie hipoksji w obszarach o zwiekszonym zapotrzebowaniu
metabolicznym, poprawiajac lokalne warunki utlenowania tam, gdzie tlen jest zuzywa-
ny najbardziej intensywnie.

Mozna wiec stwierdzi¢, ze zaréwno mioglobina, jak i zjawisko lokalnego grupowania
mitochondriow stanowia istotne mechanizmy wspierajace dystrybucje tlenu w tkan-
ce. Ich wplyw jest szczegdlnie widoczny w stanach zwickszonego zapotrzebowania lub
ograniczonej perfuzji, jednak nie moga one w pelni zrekompensowaé braku dostatecz-
nej podazy tlenu z krwi. Cho¢ zaden z tych mechanizméw nie eliminuje catkowicie
ryzyka hipoksji, ich obecno$¢ wydtuza czas utrzymania efektywnego gradientu tlenu

w kierunku mitochondriéw.
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1 biociepla

Jak wynika z przedstawionych w rozdziatach 3 oraz 6 informacji, oddzialywanie
Swiatta na tkanke biologiczna moze wywotaé¢ zardéwno efekty fototermiczne, jak i fo-
tochemiczne. Te pierwsze moga by¢ zwiazane ze zmiang wartosci parametrow tkanki,
takich jak wspolczynnik przewodzenia ciepla, ciepto wiltasciwe czy tez wspodlczynnik
perfuzji. Oznacza to, ze podniesienie temperatury moze powodowaé¢ zmiany w mikro-
krazeniu, a tym samym wplywaé na dostepnosé tlenu, ktérego obecnos¢ warunkuje
przebieg reakcji fotochemicznych lezacych u podstaw terapii fotodynamicznej (PDT).

Celem analizy przedstawionej w biezacym rozdziale jest pokazanie niezaleznych od
siebie proces6w przeptywu biociepta oraz reakcji fotochemicznych wywotanych tym
samym impulsem wiazki lasera. Dodatkowo wzieto pod uwage dwa rodzaje impulsu
lasera: ciagly oraz impuls zalezny od temperatury powierzchni tkanki, w ktorych nate-
zenie promieniowania wigzki odpowiadato typowym warto$ciom stosowanym w PDT,
w wariantach terapii nieuwzgledniajacych zjawisk termicznych jako dodatkowego czyn-
nika terapeutycznego. Oznacza to, ze temperatury osiggane podczas zabiegu sa ponizej
40°C.

W analizie wzieto réwniez pod uwage parametr réznicujacy tkanke zdrowa od no-
wotworowej, ktorym jest szybkosé¢ dostarczania tlenu. Poniewaz tkanka nowotworowa
charakteryzuje sie nieregularnym unaczynieniem, warto$¢ tego parametru jest dla niej

nizsza niz dla tkanki zdrowe;j.

10.1 Model matematyczny

Zarowno w modelu przeplywu biociepta, jak i reakcji fotochemicznych zachodzacych
podczas PDT, niezbedne jest uwzglednienie natezenia promieniowania ¢ [W m—2|, zde-
finiowanego jako suma czesci nierozproszonej ¢, oraz rozproszonej ¢4 (por. podrozdzial
3.2). Dla wiekszosci tkanek miekkich wartosé sktadnika ¢4 ma dominujacy charakter,
dlatego w niektorych modelach dotyczacych generacji tlenu singletowego sktadnik ¢,
bywa pomijany [200,221,222]. W niniejszym rozdziale, ze wzgledu na uwzglednienie za-
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rowno reakcji fotochemicznych, jak i fototermicznych, w analizie uwzgledniono réwniez
cze$¢ nierozproszona w postaci [101,148] (por. wzor (3.10), rys. 10.2):
212

e — G exp (— ) ——— (10.1)

beam

gdzie ¢y |W m™2| oznacza powierzchniowe natezenie promieniowania, Tpeqn, |mm| to
promien wigzki lasera, natomiast do opisu czesci rozproszonej wykorzystano rownanie
dyfuzji optycznej (por. rownanie (3.12)):

1
x€Q: DYy~ pubu+ oo =0, D= ———
3(Ha + 115) (10.2)
xel: —Dn-V(bd:Q;d

gdzie D oznacza wspolezynnik dyfuzji, p, [m™!] to wspotezynnik absorpcji, p) [m™|
to efektywny wspoétczynnik rozpraszania.

Do opisania zmiennego pola temperatury w tkance biologicznej wykorzystano row-
nanie Pennesa uzupetnione warunkiem konwekcyjnym na zewnetrznym brzegu tkanki
I'y, warunkiem adiabatycznym na pozostalej czesci brzegu I'., oraz warunkiem poczat-
kowym (por. podrozdzial 2.1):

aT
xeN: CE:/\VZT‘FQ, Q:Qperf+Qlas+Qmet
xely:  gqg=a(T - Tymw) (10.3)
xel,: qg=20
t=0: T = Tinit

gdzie A [W m~! K~!] oznacza wspolczynnik przewodzenia ciepta tkanki, C' [J m™3 K|
to objetosciowe cieplo wlasciwe, T' oznacza temperature, ¢ [W m 2] oznacza zewnetrzny
strumien ciepla, Qperp 0raz Quer [W m™?] to funkcje zrodla ciepla zwiazane z perfuzja
i metabolizmem, o [W m~2 K!| oznacza wspotczynnik konwekcyjnej wymiany ciepla,
T.mp to temperatura otoczenia, a T;,;; to poczatkowa temperatura tkanki.

Funkcja 7zrodla ciepta wynikajaca z perfuzji zostala zdefiniowana jako |25, 26]:

Qperf = wcb(Tb - T) (104)

gdzie w [s7!| to wspolczynnik perfuzji, Cy, [J m™ K~!| oznacza objetosciowe ciepto
wlasciwe krwi, a T, odpowiada temperaturze krwi w aorcie, natomiast wplyw promie-
niowania lasera uwzgledniono jako [11,101,169]:

Qlas = ,Ua¢ <105>
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Ponadto przyjeto, ze wspotczynnik perfuzji jest zalezny od uszkodzenia termicznego:

W, Arr =0
1+ 25Arr — 260 Arr? 0<Arr <0.1
w(Arr) = (1+25Arr rr2)w, rr (10.6)
(1 — Arr)wy, 0.1 <Arr<1
0, Arr > 1
gdzie
A A . £ d
t) = —— | d? 10.
rr(x,t) /0 exp [ RT(x. t)] (10.7)

Parametry we wzorach (10.6) i (10.7) to: A [s™!] to wspolezynnik zderzen efektyw-
nych, R [J mol~! K~!] to uniwersalna stala gazowa (R = 8.314472), E |[J mol~!| oznacza
energie aktywacji, T [K] temperature, t!" to czas koricowy analizy, wy to poczatkowa
warto$¢ perfuzji, dla tkanki w stanie normotermii.

Nalezy zaznaczy¢, ze ze wzgledu na zakres temperatury do 40°C, w ktorych jest
przeprowadzana terapia PDT, nie jest oczekiwane osiggniecie progu uszkodzenia tkan-
ki Arr > 1. Funkcja (10.6) zostala wprowadzona, w celu uwzglednienia zjawisk fi-
zjologicznych wynikajacych z interakcji pomiedzy wigzka lasera a tkanka. Zjawiska
te odpowiadajg zmianom w mikrokrazeniu zachodzacym pod wptywem podwyzszonej
temperatury. Interpretacja tej zaleznosci wskazuje, ze dla niewielkich wartosci Arr (od
0 do 0.1) dochodzi do rozszerzenia naczyn krwiono$nych. W zakresie Arr od 0.1 do
1 perfuzja stopniowo maleje, co §wiadczy o narastajacych uszkodzeniach termicznych
naczyn (por. podrozdzial 2.3).

W poprzednich rozdziatach zwiazanych z obliczeniami (rozdziaty 7-9) uwzgledniano
zaleznosé parametrow termofizycznych tkanki od temperatury, a doktadniej zaleznosé
wspotczynnika przewodzenia ciepta od temperatury oraz objetosciowego ciepta wtasci-
wego od wspolezynnika przewodzenia ciepta (por. wzory (2.22), (2.23)). W analizach
przedstawionych w biezacym i nastepnym rozdziale, takie zalezno$ci nie zostaty jednak
uwzglednione. Sg ku temu trzy powody. Po pierwsze, zmiany temperatury zachodzace
podczas zabiegu PDT nie sg duze, w wiekszosci przypadkow nie przekraczaja 40°C,
wobec czego zmiany wartosci parametrow réwniez nie sa duze. Drugim powodem jest
to, ze liczba parametrow we wszystkich modelach wykorzystanych w analizie jest dosc¢
duza, celowe wiec wydaje sie ograniczenie liczby parametréw zmiennych, to tych najbar-
dziej istotnych, ktore przede wszystkim sg powigzane z modelem reakcji fotochemicz-
nych. Ostatnim powodem jest stosowane podejscie numeryczne dla zadania przeptywu
biociepta. Jak zostanie to pokazane w podrozdziale 10.2, jest to metoda elementow
brzegowych, ktora w przypadku rozpatrywania zmiennych parametréw wymaga sto-
sowania dodatkowych procedur linearyzujacych, ktore wplywajg na czas obliczen oraz

oczywiscie ztozonosé kodu obliczeniowego |17,120].
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Jako model reakcji fotochemicznych przyjeto model przedstawiony w podrozdziale
6.3 (por. wzory (6.8), (6.9), (6.10)), przy czym w tym przypadku stezenia tlenu tryple-
towego cxo,, singletowego cip, oraz fotouczulacza cg, sa wyrazone w [mol cm™3|. Model

ten mozna wiec zapisaé jako:

dCSo €¢63O
5y =0, = 2000
i + yocs, (s, + 0) Y p—
de c
x € O +vcs, = wsupv ¢sup = ¢sup,maz (1 - 02 > (108)
dt C30,,init
d610 ,react
t=0: Csy = Csy,init, C30, = C304,init» Clio, = 0 (109)

gdzie cg,, cio, Oraz 1o, [mol cm ™3| oznaczaja odpowiednio stezenia fotouczulacza, tlenu
w stanie trypletowym oraz tlenu singletowego powstalego w wyniku reakcji. Parametry
B [mol cm™3], o [em?® mol™!], € [em? mW ! s7!] oraz ¢ [mol cm™3] to parametry foto-
chemiczne PDT, ktore sg definiowane jako stezenie progowe wygaszania tlenu, wspot-
czynnik fotowybielania, szybko$¢ zuzycia tlenu na jednostke mocy promieniowania oraz
korekta dla niskich stezeri fotouczulacza. Natomiast 1, [mol cm™ s7!| oznacza szyb-
kos¢ dostarczania tlenu, a ¥y maa [mol cm ™3 s7!] to maksymalna szybkos¢ dostarczania
tlenu.

Na rysunku 10.1 przedstawiono diagram przedstawiajacy przeplyw danych pomie-
dzy poszczegbdlnymi czeSciami analizy. Trapezy reprezentuja dane wejSciowe oraz wy-
niki.
dane

termofizyczne
tkanki

dane optyczne
tkanki

!

model rozktadu o zradto ciepta model .| model uszkodzenia
> przephwu tkanki T Arr

energii lasera zwigzane z laserem

A
A

biociepta

dane lasera

A 4

perfuzyjne perfuzja zalezna od / W ;

zrédto ciepta . uszkodzenia tkanki

dane PDT

il

A

Lp| model reakcji PDT

| » C Coep &

/ 302’ TS0’ 7102

Rys. 10.1: Przeptyw danych pomiedzy poszczegolnymi czeSciami analizy
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10.2 Metody rozwiazania

W ramach analizy rozpatrywano dwuwymiarowy obszar jednorodnej tkanki. Roz-
wigzanie problemu przeprowadzono z wykorzystaniem dwoch metod numerycznych.
Dla zadania przeptywu biociepta zastosowano pierwszy schemat metody elementow
brzegowych, natomiast rownania opisujace rozchodzenie si¢ promieniowania optyczne-
go oraz procesy PDT rozwigzano za pomocg metody réznic skonczonych. Na rysunku
10.2 przedstawiono dyskretyzacje analizowanej dziedziny oraz pieciopunktows gwiazde

réznicowa zastosowana w metodzie réznic skonczonych.

A o T&Q

' wezet x T wezel
X2

las

i+t o

Q
o s} o o]

] i T

Q | laser |
e
Fal

ol

-
O

) 0 o o I
ij-10

Rys. 10.2: Rozwazana dziedzina, dyskretyzacja i pieciopunktowa gwiazda réznicowa

Dla zadania zwiazanego z analiza termiczna, opisanego rownaniem (10.3), przyjeto

staly krok czasowy At:
0="<t'<--.<t/'<th<. i <00, At=t/—t/71 (10.10)

W przypadku wybranego wariantu MEB przejécie od chwili /=1 do t/ prowadzi do
brzegowego rownania caltkowego w postaci [122]:

1t
f _ * f _
BOTG )+ [ [ T7(¢xt talx, t)arat
I .
a/tf_l/rq*(c,x’ tf7t)T(X’t)dth+/\/QT*(C’X, tfytf_l)T(X,tf_l)dQ (1011)

1 st
x . ;
0 Jua //QQ(Xv HT* (¢, x, t7,t)dQdt

W réwnaniu (10.14) T* jest rozwiazaniem fundamentalnym [120]:

2

T (¢, x, ¢ 1) = a0 P [_M] (10.12)
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gdzie r jest odlegloécia od punktu x do punktu obserwacji ¢, natomiast ¢* okresla

strumien ciepta odpowiadajacy rozwigzaniu fundamentalnemu 77:
¢ (¢, x, th 1) = = AVT*(¢,x,t/  t)n (10.13)

natomiast B({) jest wspotczynnikiem z przedziatu (0, 1).
Stosujac stale elementy po czasie, rownanie catkowe (10.11) przyjmuje postaé [120]:

BOTet) + [Labxt)3(¢,3)d0 = [ T, t)h(¢, x)dr

(10.14)
+//Q (¢, tf,tf_l)T(x,tf_l)dQ—i—//QQ(x, H14(¢, x)dQ

gdzie

1 rtf 1 ptf

ol rxtnd ¢ =5 [ TCxtnd  (10.15)

h(¢,x) =

Posta¢ dyskretna rownania (10.14), wykorzystywana w realizacji numerycznej, ma
nastepujaca forme (N oznacza liczbe elementow brzegowych, L liczbe elementow we-

wnetrznych):
N N L L
> Gugy =3 M, Z LY Za0f (10.16)
7=t 7=l I=1 =1
gdzie
: (¢’ : / h(¢x)dr;, i # ]
GU = / g(CZJX) dFj7 HZ] = Ty
K —0.5, i=j (10.17)
by = / T*(Ci,X, tfjtf—1>dQl, Zig = // x) A
o o

Po wyznaczeniu brakujacych wartosci brzegowych temperatur oraz strumieni ciepta,
obliczane sa wartosci temperatury w punktach wewnetrznych ¢ dla chwili ¢/, zgodnie
z wyrazeniem (dlai = N+1,..., N + L):

N L L
Z ZGuq] S PIT ES ZuQl (10.18)
j=1 =1 =1

Pelny opis realizacji metody mozna znalez¢ m.in. w [120].
W celu rozwigzania réwnania dyfuzji optycznej w stanie ustalonym zastosowano
metode roznic skonczonych. Operator na lewej stronie rownania (10.2) mozna zapisac
jako:
Pda Py

+
or? = 0x3

Vg = (10.19)
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Wykorzystano klasyczne ilorazy réznicowe dla pieciopunktowego schematu siatko-
wego (krok siatki oznaczono przez h, rys. 10.2) [77,101]:

& ¢a Gdiv1,j — 20dij + Ddi-1,
= : : : 10.2
<5x% ) h? (10.20)
%q Odij+1 — 204i + Paij—1
(61% >” = s (10.21)

llorazy réznicowe (10.20) i (10.21) podstawiono do (10.2):

D <¢dz’+1,j — 204ij + Odi-1; . Ddij+1 — 2¢dm + Odij— 1>
2

+
(10.22)

ﬂa¢dz,j + M5¢CZ7J

Po odpowiednich przeksztalceniach réwnanie (10.22) przyjmuje postaé (dla i =
1,200,001, = 1,2, ... ngo):
D ph?

Paij = R (Pdiz1; + Pait1j + Pdij+1 + Paij—1) + 1D+ i? beij  (10.23)
natomiast dla wezté6w brzegowych otrzymano:
Gd1; — ¢do; 1 2D
h Q(bd(),j ¢d0,] 2D—|— h(bdl,j ( )
denz J ¢dnz -1, 1 2D
D 1,) h 1 J — iédnzlmj e ¢dn117j = 72D n h¢dnzl—17j (1025)
Gai1 — Paip 1 2D
p i O i = ; ; 10.26
B — 2¢d 0 Paip = 5D + h(bd 1 ( )
(bdin 2 ¢din 2—1 1 2D
_p¥dine M — —bgin., = i = i 10.27
h 2¢d7 2 ¢d N2 2D+h¢d N2 1 ( )

Do rozwiazania modelu PDT opisanego rownaniem (10.8) réwniez zastosowano me-
tode roznic skoriczonych. W tym przypadku pochodne wzgledem czasu zastapiono od-
powiednimi ilorazami réznicowymi [126,131,219|, w wyniku czego konicowa posta¢ row-

nan réznicowych ma postacé:

0£¢CSO % 0302 Z(CSO ) + 5)

f
chyo = ko — A 10.28
So, So 0302#‘ +6 ( )
_ F-1

f — £¢ S al 30 1 C3O ,’i
C302 i C302 i — At 3074_5 + 77ZJsup,maoc (1 - 03022t>:| (10.29)

O2,i AN

_ fgbc Zc O i

ClOg,react,i = C{O;,react,i + At ﬁ (1030)

63027, +6
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10.3 Wyniki obliczen

Analize przeprowadzono na kwadratowym obszarze o wymiarach 4x4 c¢m, odwzo-
rowujacym fragment tkanki biologicznej (rys. 10.2). W przypadku metody elementow
brzegowych wnetrze obszaru zostato podzielone na 1600 statych elementéow wewnetrz-
nych, natomiast jego brzeg na 160 stalych elementow brzegowych. Zestawienie para-
metrow uzytych w analizie przedstawiono w tabeli 10.1.

Tab. 10.1: Wartosci parametrow przyjetych w obliczeniach

Parametr Jednostka Wartos¢ |Parametr Jednostka Wartosc¢
Tkanka Krew
A Wm 'K 075 |G IMIm3 K|  3.9962
IMJ m=3 K] 3 T °C] 37

o [W m—2K™] 10 Calka Arrheniusa

wo [s7Y 0.00125 | A [s7] 1.98-1010¢

Qmet [W m~3] 250 E [J mol™!] 6.67-10°

Ha [em™?] 1.03 R [J mol~! K1 8.314

T [em ™! 13.46 Arreee |+ 0.05

T [°C] 20 Model PDT

Tinit [°C] 37 15} [mol ¢m ™3] 11.9-107°
Impuls lasera o [em?® mol ™| 7.6-10

bo (staly) [mW cm ™2 150 £ [cm? mW—! 7Y 3.7-1073

¢o (sterowany) [mW cm™? 200 ) [mol ¢m ™3| 33-107°

Tbeam [mm] 1 C30ymit |mol em ™| 83-107°

Toirt [°C] 39.5+ 0.5 | csy.init [mol ¢cm ™3| 7-107°

Parametry symulacji Dyskretyzacja

tppr [s] 3600 MEB (brzeg) 160

Atpeat [s] 1 MEB (wnetrze) 1600

Atppr ] 0.1 | FDM 4040

Obliczenia numeryczne zwigzane z analizg termiczng oraz dystrybucja wigzki lasera
przeprowadzono przy uzyciu kodu udostepnionego przez Katedre Mechaniki i Inzynie-
rii Obliczeniowej Politechniki Slaskiej, stworzonego w $rodowisku Delphi. Obliczenia
zwiazane z analiza PDT przeprowadzono w $rodowisku MATLAB R2022b. W obu
przypadkach byty to kody wykorzystujace programowanie obiektowe.
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Nalezy rowniez dodaé¢, ze program do analizy termicznej ma zaimplementowany
model Arrheniusa (por. rownanie (10.7)) wraz z dodatkowa mozliwoscia wykorzystania
algorytmu TTIW (ang. tissue thermal injury withdrawal algorithm). Jest to algorytm
dajacy mozliwos$¢ redukeji wartosci catki Arrheniusa, pod warunkiem, ze nie przekro-
czyta ona pewnego ustalonego progu Arr,.... Po przekroczeniu tej wartosci uszkodzenie
jest szacowane na podstawie klasycznej catki Arrheniusa [77]. Algorytm TTIW zostat
wykorzystany w przedstawionej analizie.

Czas trwania zabiegow terapii fotodynamicznej jest zroznicowany i zwykle miesci
sie w zakresie od kilku do kilkunastu minut (por. podrozdzial 6.2). W niniejszej analizie
przyjeto czas symulacji rowny 3600 s [222]. Wyniki obliczen przedstawiono dla dwoch
wybranych punktow pomiarowych lezacych wzdtuz osi optycznej wiazki lasera [cm]:
N1 (0.05,0) oraz Ny (0.45,0).

W pierwszym etapie wykonano serie symulacji w celu oceny wplywu natezenia pro-
mieniowania laserowego ¢y na rozktad temperatury oraz poziom uszkodzenia termicz-
nego tkanki (rys. 10.3a). Na podstawie uzyskanych wynikow wybrano dwie wartosci
natezenia: ¢9 = 150 [mW cm™?| (impuls staly, ozn. const 150) oraz ¢y = 200 [mW
cm 2| (impuls sterowany temperaturag powierzchni zewnetrznej tkanki 'y, ozn. sc 200).
W obu przypadkach maksymalna temperatura osiagana w tkance nie przekraczata
40°C. W przypadku impulsu sterowanego dodatkowo zastosowano ograniczenie tempe-
raturowe: T,y = 39.5°C= 0.5°C, co oznacza, ze laser byl wylaczany po przekroczeniu
40°C i wlaczany ponownie po spadku temperatury ponizej 39°C.

Na rysunkach 10.3b i 10.4 przedstawiono przebiegi czasowe temperatury, parame-
tru Arrheniusa oraz wspotczynnika perfuzji dla punktow N; i N,. Uzyskane historie
temperatury byty zblizone w obu wariantach, z tym ze w przypadku impulsu sterowa-
nego obserwowano okresowe wahania temperatury wokot wartosci kontrolnej. W tym
przypadku wartosci parametru Arrheniusa pozostawaly niskie i nie powodowaly istot-
nych zmian perfuzji. Natomiast dla impulsu statego, w punkcie N; przekroczony zostal
prog regeneracyjny Arr,.., co wskazuje na poczatek uszkodzenia naczyn krwiono$nych,
skutkujacy spadkiem perfuzji ponizej wartosci maksymalnej.

Rozwazono dwie wartosci maksymalnej szybkosci dostarczania tlenu ¥sypmez =
0.7-107? oraz 2-107 [mol em™3 s7!| [221, 222]. Pierwsza z nich odpowiada typowym
warunkom dla tkanki nowotworowej, natomiast druga moze by¢ interpretowana jako
charakterystyczna dla tkanki zdrowej lub obszaru z cze$ciowa obecnoscia komorek no-

wotworowych.
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10.3: Zalezno$¢ temperatury i uszkodzen termicznych od promieniowania laserowego

w punkcie N7 (a) oraz historia temperatury w weztach Ny i Ny (b)
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Rys. 10.4: Przebieg catki Arrheniusa (a) i wspotczynnika perfuzji w weztach Ny i No (b)

Na rysunku 10.5 przedstawiono przebiegi stezen cio,, Cs, 0raz cio, react dla przy-

padku tkanki nowotworowej. W poczatkowej fazie procesu obserwuje sie spadki stezen
tlenu trypletowego i fotouczulacza oraz jednoczesny wzrost cio, reqct; €O jest zgodne
z charakterystyka reakcji fotodynamicznych. W przypadku impulsu statego zauwazal-
ny jest stopniowy powrdt stezenia csp, do wartosci poczatkowej, wynikajacy ze zuzycia
fotouczulacza. Z kolei dla impulsu sterowanego temperaturg, podczas przerw w naswie-
tlaniu laserowym obserwuje sie wzglednie szybki wzrost stezenia tlenu trypletowego,
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cho¢ poziom poczatkowy nie zostaje osiagniety. Nalezy zauwazy¢, ze otrzymane wyniki
sa porownywalne z rezultatami przedstawionymi w [200], gdzie analizowano przypadek
$o = 150 [mW cm 2|, odpowiadajacy impulsowi const 150, dla czasu okoto 670 s i do-
tyczyly rozkladow wigzki lasera na powierzchni tkanki, co umozliwia ich poréwnanie

z wynikami dla punktu Nj.
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Rys. 10.5: Przebieg stezen csq, (a) oraz (b), cs, (¢) oraz c10, react (4), Ysup,maz = 0.7-1079

[mol cm ™3 s71|

Rysunki 10.6 i 10.7 przedstawiaja rozktady stezen tlenu trypletowego cso, oraz sin-
gletowego 10, reqer W dwuwymiarowym przekroju tkanki po 3600 sekundach symulacji,

czyli na koricu analizowanego okresu terapii PDT.
Analiza rozktadow cso, (rys. 10.6) wskazuje, ze wicksza szybko$¢ dostarczania tle-
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nu, ¢zyli Ygupmaer = 2:107% [mol em™ s7!| pozwala na utrzymanie wiekszych stezen
tlenu trypletowego w calym obszarze tkanki, zblizonych do wartosci poczatkowej. Efekt
ten jest szczegoOlnie widoczny w centralnym obszarze naswietlania, gdzie zuzycie tle-
nu jest najwieksze. Dodatkowo, w przypadku impulsu sterowanego "sc 200", obszary
o znacznym spadku csp, sa zauwazalnie mniejsze w poréwnaniu do impulsu statego
"const 150" przy tej samej wartosci Vgup maz-

Odwrotna tendencje obserwuje si¢ dla stezenia cio, reqet, Przedstawionego na rysun-
ku 10.7. Wyzsza dostepnosé tlenu trypletowego sprzyja efektywniejszemu wytwarzaniu
cytotoksycznego tlenu singletowego w wyniku reakcji fotochemicznej z fotouczulaczem,
co przektada sie na wyzsze koncowe stezenia. Poréwnujac tryby naswietlania, dla impul-
su sterowanego "sc 200" przy wiekszym Ygup mas strefa o podwyzszonym cio, reqer jest
bardziej skoncentrowana w centrum wigzki i nieco mniejsza zasiegiem niz w przypadku
impulsu statego.

Podsumowujac, przedstawione rozktady uwidaczniaja ztozona zalezno$¢ miedzy tem-
pem dostarczania tlenu, trybem naswietlania laserowego a przestrzenna dystrybucja
kluczowych reagentéw procesu PDT. Zwigkszone gup mae SPIZyja zaréwno utrzymaniu
wysokiego poziomu csq,, jak i intensyfikacji generacji cio, reqct- Impuls sterowany moze
dodatkowo wplywaé korzystnie na rownowage tych stezen, potencjalnie poprawiajac
efektywno$é i selektywno$é terapii.

¥, = 0.7-10% [mol cm 7] Yy o= 0.7-10% [mol cm*s-1] Y= 210° Mol e 51 ¥, = 210 [mol cm 57]

const 150 sc 200 r const 150 M sca200 B =

C,g,[mel cm]

X, [CI’I"I]

02 04 06 08 10 02 04 06 08 10 02 04 06 08 10 02 04 06 08 1

x, [em] X, [cm] x, [cm] x, [cm]

Rys. 10.6: Poréownanie stezenia tlenu trypletowego csp, po 3600 s



10. Analiza niezaleznych modeli PDT i biociepta 137

W = 07107 [mol e 7] Ve = 0.7-10% [mol cm* 5] W me = 2-10° [mol cnr* 57 Vo e = 2107 [Mol em-* 57
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Rys. 10.7: Poréwnanie stezenia tlenu singletowego ciq, yeqer PO 3600 s

10.4 Weryfikacja

W celu weryfikacji wynikow symulacji modelu PDT, przebiegi stezenia tlenu try-
pletowego csp, dla czasu 3600 s w punktach Ny i Ny poréwnano z wynikami przedsta-
wionymi w pracy [222] (rys. 10.8). Analizowano przypadek stalego impulsu laserowego
0 natezeniu ¢y = 150 [mW cm™2|, odpowiadajacego warunkom symulacji w cytowanym
artykule. W celu bezposredniego poréwnania wynikoéw przygotowano réwniez wariant
symulacji z wartoscia poczatkowsa stezenia tlenu odpowiadajaca parametrowi zastoso-
wanemu w pracy [222].

Przebiegi stezenia csp, w punktach Ny i Ny wykazuja istotne roznice w poréwnaniu
z wynikami przedstawionymi w [222]. W punkcie N; obserwuje sie gwaltowny spadek
stezenia do wartosci bliskich zeru w poczatkowej fazie symulacji, ktore utrzymuje sie na
niskim poziomie przez wickszos¢ czasu. Tak znaczne obnizenie stezenia tlenu odbiega
od wynikow [222|, gdzie stezenie utrzymuje sie powyzej zera i pozostaje stosunkowo
stabilne przez caly czas trwania symulacji.

W przypadku punktu Ny przebieg stezenia cechuje sie poczatkowym spadkiem, po
ktorym nastepuje stopniowy wzrost. Ksztalt krzywej dla Ny jest zblizony do ksztaltu
przedstawionego w [222], jednak wartosci stezenia pozostaja nizsze niz w pracy refe-
rencyjnej, co wskazuje na wystepowanie rozbiezno$ci pomiedzy modelami.

Zaobserwowane roznice na wykresach wynikaja z odmiennych zatozen przyjetych
w modelach. Jedna z kluczowych roznic jest wartosé¢ poczatkowego stezenia tlenu try-
pletowego: w niniejszej pracy przyjeto cso,ini = 83-107 [mol em™?], podczas gdy
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w pracy [222] autorzy zastosowali warto$é 39.41-1079 [mol cm™3.

Nalezy rowniez zauwazyc¢, ze model zastosowany w niniejszej pracy rézni sie pod
kilkoma istotnymi wzgledami od modelu opisanego w [222]. W cytowanej publikacji
stezenie tlenu definiowano jako warto$¢ usredniong objetosciowo wokot naczyn wtoso-
watych, co odzwierciedla lokalne mikrosrodowisko naczyniowe, podczas gdy w modelu
wykorzystanym w niniejszej pracy analizowano warto$ci punktowe, odnoszace sie do
konkretnych lokalizacji. Ponadto, w [222] nie podano jednoznacznie wartosci maksymal-
nej szybkosci dostarczania tlenu ¥g,p maez, co utrudnia bezposrednie poréwnanie tego

parametru miedzy modelami.

-8 -8
g X10 ; ‘ ‘ ; ‘ 410
—e—N1,const150 —e—N1,const150
8f —#—N,, const 150 | 3.5 | [—%—N,, const 150
[Zhu 2015] [Zhu 2015]
7 ]
3
& 6 &
? v_ 25
£ £
G 5 ]
) )
E E?
= g
o ! o 15
2P 1
Al 0.5
0 0 S—>6 :
0 600 1200 1800 2400 3000 3600 0 600 1200 1800 2400 3000 3600
t[s] t[s]
(a) (b)

Rys. 10.8: Przebiegi stezenia tlenu trypletowego csp, w punktach Ny i Ny dla dwoch war-
todci poczatkowego stezenia: 83-107Y [mol cm ™3] (a) oraz 39.41-107Y [mol cm ™3]
(b), przedstawione na tle wynikow referencyjnych z pracy [222] dla statego im-
pulsu laserowego o natezeniu ¢o = 150 [mW cm—2] ( [222] - [Zhu 2015])

10.5 Podsumowanie

W rozdziale przedstawiono wyniki zwigzane z jednoczesna analiza modeli przeptywu
biociepta i reakcji fotochemicznych zachodzacych podczas PDT. W literaturze zagad-
nienia te sa najczesciej rozpatrywane oddzielnie, co nie pozwala uchwyci¢ wzajemnych
zaleznosci miedzy efektami termicznymi a fotodynamicznymi. Opracowany model po-
zwala na obserwacje wptywu temperatury na fizjologiczne parametry tkanki, w tym na
wspotczynnik perfuzji, ktory ma bezposredni zwigzek z dostepnoscia tlenu, niezbednego
sktadnika reakcji PDT. Symulacje wykazaly, ze nawet niewielkie przyrosty temperatury,
ktore nie prowadzg do trwalych uszkodzen termicznych, moga powodowaé zauwazalne
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zmiany wspolczynnika perfuzji. Poniewaz krew jest gléwnym nosnikiem tlenu, zmiany
te moga wplywa¢ na lokalne warunki reakeji fotodynamicznej. Wskazuje to na koniecz-
no$¢ integracji modeli przeptywu biociepta i PDT w celu wierniejszego odwzorowania
rzeczywistych procesoéw zachodzacych w tkance.

Stwierdzono rowniez, ze zastosowanie stalego impulsu laserowego moze prowadzié
do niewielkich uszkodzen sieci naczyniowej, co mozna uznaé za efekt pozadany, wy-
stepujacy obok gtéwnego efektu PDT, jakim jest wytworzenie srodowiska cytotoksycz-
nego w tkance. Z kolei zastosowanie impulsu sterowanego temperaturg powierzchni
moze ogranicza¢ skutki uboczne i sprzyja¢ ochronie zdrowej tkanki sasiadujacej z ob-
szarem chorobowym. Poréwnanie koricowych stezeni tlenu trypletowego i singletowego
(rys. 10.6 oraz 10.7) wykazalo, ze przy wyzszych wartosciach maksymalne]j szybkosci
dostarczania tlenu s,y mqr dochodzi do szybszego zuzycia fotouczulacza, co skutkuje
wezeSniejszym powrotem do stezenia wyjsciowego csp,, mimo ze generowane stezenia
C10y,react POZOSEAJY WyZzSZE.

Na podstawie przeprowadzonej weryfikacji modelu stwierdzono, ze w punkcie N;
przebieg stezenia csp, jest zblizony ksztaltem do wynikow przedstawionych w [222],
jednak przyjmuje wyraznie nizsze wartosci. Z kolei w punkcie N, przebieg ten rozni sie
istotnie od danych literaturowych zaréwno pod wzgledem ksztattu, jak i wartosci, ktore
pozostaja nizsze w calym analizowanym przedziale czasu. Prawdopodobnym Zrédtem
tych rozbieznodci jest odmienna struktura modelu, obejmujaca inne zatozenia dotyczace

mechanizméw dostarczania i transportu tlenu w tkance.
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Rozdzial ten poswiecony jest modelowaniu zjawisk fizycznych zachodzacych w tkan-
ce biologicznej podczas terapii fotodynamicznej, z uwzglednieniem wplywu efektow ter-
micznych wywotywanych przez wiazke laserowa. W odroznieniu do analizy przedsta-
wionej w poprzednim rozdziale przyjeto stosunkowo wysoka warto$¢ natezenia promie-
niowania wiazki lasera ¢g = 300 [mW cm™2|, ktéra ma zauwazalny wpltyw na wartosci
perfuzji, czyli posrednio na dystrybucje tlenu w tkance. W zwiazku z tym, w odroz-
nieniu od poprzedniego rozdziatu, modele wykorzystane w analizie termicznej i reakcji
podczas PDT zostaly polaczone poprzez zaleznoéci zwigzane z perfuzja oraz dostar-
czaniem tlenu do tkanki.

W literaturze pojawia sie problem w jaki spos6b powinna by¢ modelowana tkanka
nowotworowa. Jej nietypowa struktura, wynikajaca przede wszystkim z nieregularnej
sieci naczyn wlosowatych, czesto o nieregularnych ksztattach, prowadzi do pewnego
rodzaju paradoksu, w ktorym mimo zwiekszonej obecnosci krwi w obszarze nowotworu,
jest on jednoczes$nie obszarem o zmniejszonej obecnodci tlenu, bardziej zakwaszonym,
czesto z obszarami hipoksji [55,175,178,222].

Z problemem tym zmierzono sie rowniez w przedstawionej analizie, proponujac wtla-
sny spos6b modelowania tego typu obszaréow, bioracy pod uwage podstawowe cechy,
jak i najistotniejsze procesy zachodzace w tkance. Model ten moze wiec by¢ swoistym
rodzajem cyfrowego blizniaka dla obszaru nowotworowego, ktéry moze by¢ zastosowany
np. w przygotowaniu zabiegu PDT. W kolejnych fragmentach analizy zademonstrowa-
no dwie wersje tego modelu, dyskutujac jego cechy oraz przedstawiajac odpowiednie
wyniki obliczen.

Nalezy rowniez dodac, ze glownie ze wzgledu na dosé sporg liczbe parametrow
wystepujacych w modelach obszar nowotworu rozpatrywano jedynie w czeSci analizy
zwigzanej z reakcjami fotochemicznymi, jako najwazniejszym elementem PDT, podczas

gdy dla analizy termicznej rozpatrywano obszar jednorodnej tkanki.
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11.1 Model matematyczny

Jak juz wspomniano, analiza przedstawiona w biezacym rozdziale jest oparta o po-
taczone modele przeptywu biociepta oraz PDT, przy czym czesé opisu matematycznego
pozostaje identyczna z przedstawionym w podrozdziale 10.1.

W identyczny sposob jak poprzednio zostal przyjety model przeplywu biociepta
(rownanie (10.3)), wraz z opisem perfuzyjnych zrodel ciepta (réownanie (10.4)), mode-
lem uszkodzenia termicznego tkanki w postaci catki Arrheniusa (réwnanie (10.7)) oraz
funkcja zaleznosci wspoltezynnika perfuzji od uszkodzenia termicznego (por. rownanie

(10.6)):

W, Arr =0
1+ 25Arr — 260Ar12)wy, 0 < Arr < 0.1
w(Arr) = ( " rro " (11.1)
(1 — Arr)wy, 0.1 <Arr<1
0, Arr > 1

Rowniez identyczny jak poprzednio pozostaje model reakeji fotochemicznych zacho-
dzacych podczas zabiegu PDT (réwnanie (10.8) wraz z zalozeniami (10.9)).
Przyjeto natomiast nieco inny opis sktadowej rozproszonej natezenia promieniowa-

nia ¢4, cho¢ réwniez oparty na réwnaniu dyfuzji optycznej w postaci:

1
x €Q: V[DVy] — pada + ptiée = 0, Dzm

o+ H (11.2)
xel: —V[Dqﬁd}'n:gz;d

gdzie D oznacza wspotczynnik dyfuzji, p, [m™'] to wspotezynnik absorpcji, i, [m™!]
to efektywny wspoélczynnik rozpraszania.

Przyjeto, ze wystepujacy w rownaniu (11.2) efektywny wspotezynnik rozpraszania
jest rowniez parametrem zaleznym od uszkodzenia termicznego tkanki (por. rownanie
(3.1)):

/’L;(ATT) = :u/s,nat eXp(—AT"I") + :u/s,den[l - eXp(_ATT)] (113)

gdzie 1} .4 1 1} 4o, t0 zredukowane wspotezynniki rozpraszania dla tkanki zdrowej (nat)
i uszkodzonej termicznie (den).

Potaczenie miedzy modelem termicznym a fotochemicznym wykorzystuje zmienny
wspolezynnik perfuzji opisany rownaniem (11.1). Zmienna perfuzja oznacza jednocze-
$nie, ze predko$¢ krwi w naczyniach kapilarnych réwniez musi by¢ zmienna, odpowie-
dzialna za dostarczanie tlenu do tkanek, réwniez musi by¢ zmienna. Zaleznosé te mozna
zapisa¢ w nastepujacy sposob [78,134]:

Qb WRgub

= = u, = w(Arr)L,

R;
w = =
TR2L, TR2L,

R?

(11.4)
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gdzie R. |um]| oznacza promien kapilary, R; [um] to promien cylindra tkankowego,
L; [pm] to dtugos$é kapilary (por. rys. 5.1b), natomiast @Qp [cm® s™!] oraz w, [em s7!|
oznaczajy odpowiednio szybko$é¢ przeptywu krwi w kapilarze oraz predkos$é¢ przepltywu
krwi w kapilarze.

Predkosé¢ krwi w kapilarze u,, jest parametrem wplywajacym z kolei na maksymal-
na szybko$¢ dostarczania tlenu sy, mar, parametr wystepujacy w modelu PDT (por.
rownanie (10.8)). Wykorzystano tutaj zaleznosé [82,222]:

az,, + Mg
2500 — M3

1200w R, (Rc +
¢sq¢p,ma1’ - Lt(Rt + bsup)2

(11.5)

przy czym
P, = 100mmHg :  as,, = 100, bgy, = 4.2
P, =50mmHg :  agp =50, bsyp = —4.2

gdzie P, to ci$nienie parcjalne tlenu w kapilarze, przy czym wartos¢ P, = 100 [mmHg]|
jest typowa dla zdrowej tkanki, natomiast P, = 50 [mmHg| dla tkanki nowotworowej.

Parametr M, [mol cm™ s™!| to szybkos¢ zuzycia tlenu. W poprzednich rozdzialach
parametr ten byt zdefiniowany jako zapotrzebowanie na tlen, przy czym w podrozdziale
5.2, wyjaséniono, ze w analizach zwigzanych z dystrybucja tlenu odpowiada on maksy-
malnej szybkosci zuzycia tlenu. U podstaw tego zalozenia lezy fakt, ze w warunkach spo-
czynkowych tkanki zapotrzebowanie na tlen jest rowne jego zuzyciu [55,134,135,159],
stad tez niejako ,wymienne” stosowanie tych dwéch nazw. Poniewaz model PDT jest
zwigzany z reakcjami zwiazanymi z tlenem, w kontekscie parametru M, przyjeto mowic
sie o szybkosci zuzycia tlenu [50,222].

Na rysunku 11.1 przedstawiono diagram wyjasniajacy organizacje modelu, z uwzgled-
nieniem jego polaczenia. Elementy dodane w poréwnaniu do wcze$niejszego schematu

(rys. 10.1) zostaly wyrdznione kolorem fioletowym.
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Rys. 11.1: Przeptyw danych pomiedzy poszczegolnymi czesciami analizy

11.2 Metody rozwiagzania

Jak juz wspomniano, modele wykorzystane w biezacej analizie w sporym stopniu
odpowiadaja tym wykorzystywanym wcze$niej, co wiecej, metody rozwigzania pozosta-
ja tez te same (por. podrozdzial 10.2). Jedynie w odniesieniu do rozwigzania réwnanie
dyfuzji optycznej zastosowano nieco inny wariant metody réznic skonczonych.

Wykorzystano nastepujace postaci ilorazow réznicowych, w ktorych h to krok siatki
(schemat dyskretyzacji pokazano na rys. 11.2):

D (M) = me, D <M> = Dozwa (11.6)

di i+0.5,5 h Ir/; 0-5,7 "
T R £ e L

O, i,j+0.5 h O i,j—0.5 h

gdzie
2DyD,
= ° 11.

Oe DO +De ( 8)

Analizowano dwuwymiarows domene tkanki biologicznej poddana oddzialtywaniu
wiazki laserowej (rys. 11.2). W czesci dotyczacej analizy przeplywu ciepta tkanka by-
ta traktowana jako o$rodek jednorodny, natomiast w czesci poswieconej modelowaniu
reakcji fotochemicznych zachodzacych podczas terapii PDT wyr6zniono obszar guza,
przedstawiony na rysunku w postaci szarego prostokata.
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Rys. 11.2: Rozwazana dziedzina, dyskretyzacja i gwiazda pieciopunktowa

Operator po lewej stronie réwnania (11.2) dla wezla centralnego mozna zapisa¢
jako:

9 aéd 0 8¢d 14
b D = > Doe(Gae — 11.9
[awl ( aﬂ?l) " 0z ( Ox2 ) |, h; 0e(@ae — o) (11.9)
a ostateczna posta¢ rOwnania dla wezta centralnego:

4

) Doe(Pde — dd0) + hitlpeo
Gao = =

; (11.10)
Z DOe + h,ua
e=1

11.3 Model tkanki nowotworowej

Jak wspomniano wczesniej, tkanka nowotworowa rozni sie od zdrowej. W zdro-
wej tkance naczynia wlosowate sa rozmieszczone regularnie, rownolegle, tak aby kaz-
de naczynie zaopatrywalo w tlen otaczajacy walcowy obszar tkanki (por. rozdzial 5).
W nowotworze kapilary rozmieszczone sa nieregularnie i maja nieregularne ksztalty,
co wigze si¢ z ich niepelnym wypelnieniem krwia lub tez pozostawaniem krwi w bez-
ruchu. To z kolei prowadzi do nierébwnomiernego rozktadu tlenu, czesto z obszarami
hipoks;ji [55,174,194].

Oczywiscie modelowanie takiej nieregularnej sieci naczyn krwionosnych wigzatoby
sie z zaangazowaniem znacznych zasobow obliczeniowych, co wydaje sie bezcelowe.
W zaproponowanym modelu przyjeto, ze istnieje kilka typow naczyn wlosowatych roz-
mieszczonych w obszarze tkanki. Zalozono istnienie pieciu typéw kapilar oznaczonych
jako C1-C5 (tab. 11.1). Kapilara typu C1 reprezentuje zdrowa tkanke, podczas gdy
w obszarze nowotworu kapilary rozmieszczono losowo, przy czym do tego celu wyko-
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rzystano dyskretyzacje stosowana w analizie rozktadu ciepta z wykorzystaniem MEB.
Obszar nowotworu obejmuje 5x10 elementow wewnetrznych (rys. 11.3b).

Dodatkowo przyjeto losowy rozktad szybkosci zuzycia tlenu, przyjmujacy wartosci
z zakresu My = 0.9-107° + 6:107? [mol cm—3 s7!|, przy czym w zdrowej tkance przyjeto
wartos¢ stata My = 2.4-107% [mol em ™ s7!| (rys. 11.3¢) [222].

Tab. 11.1: Kapilary wykorzystane w modelu nieprawidlowego uktadu naczyniowego

Typ kapilary | R [pm] | Ry [pm] | L [pm]
C1 2.5 30 400
C2 10 60 100
C3 1 60 220
C4 10 30 220
C5 1 30 100
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Rys. 11.3: Model nieprawidtowego wzorca unaczynienia w tkance nowotworowej: wybra-

ne kapilary (a), losowy rozklad kapilar (b), losowy rozklad szybkosci zuzycia

tlenu (c)
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11.4 Wyniki obliczen, czesé¢ 1

Podobnie jak poprzednio (por. podrozdzial 10.3) analizowano kwadratowy obszar
tkanki o wymiarach 4x4 cm. W analizie termicznej przyjeto, ze tkanka jest jednorod-
na. Dodatkowo zamodelowano obszar zawierajacy nowotwor, ktory zostal uwzgledniony
jedynie w czeSci analizy dotyczacej terapii fotodynamicznej. Do rozwigzania zadania
analizy termicznej wykorzystano metode elementéw brzegowych, wykorzystujac dys-
kretyzacje na 1600 stalych elementéw wewnetrznych oraz 160 statych elementow brze-
gowych. Dla metody réznic skoniczonych przyjeto siatke 40x40 wezlow. W tabeli 11.2
przedstawiono parametry wykorzystane w symulacji.

Tab. 11.2: Wartosci parametrow przyjetych w obliczeniach modelu termiczno-optycznego
oraz modelu PDT

Parametr Jednostka Wartos¢ |Parametr  Jednostka Wartosc¢
Tkanka Warunki poczatkowe i brzegowe
A\ (Wm K| 075 | Tum °C] 20
C MIm3 K 3 | T °C] 37
Qmet [W m~—?] 250 | a [Wm=2 K| 10
wWo [s7] 0.00125 Catka Arrheniusa
La [em™!] 1.03 | A [s7 1.98-1010¢
Wy pat [cm™!] 13.46 | E [J mol™!] 6.67-10°
Wy den [em™] 2692 | R [J mol 'K~ 8.314
Krew Model PDT
Ch [MJ m™ K™ 3.9962 | 3 [mol ¢cm ™3 11.9-107°
Ty [°C] 37 o [cm?® mol™?] 7.6-10*
Impuls lasera ¢ [cm? mW~! s~ 3.7.1073
bo [mW cm 2] 300 | ¢ [mol em 3] 33-107°
Theam [mm]| 1 CSp init [mol cm ™ 7-1079
Parametry symulacji C30y.inithea  |mol cm ™3] 83-107°
topr || 3600 | caoyimitium  |[mol em~] 39.41-10~7
Atpeat [S] 1
Atppr 9] 0.1

Wartosci fotochemiczne przyjete w modelu odpowiadaja wtasciwosciom fotosen-
sybilizatora Photofrin dla promieniowania o dlugosci fali 630 nm [222]. Oznaczenia
C30,,init,hea 1 €304, init,tum 0dN0szg si¢ odpowiednio do poczatkowego stezenia tlenu try-
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pletowego w tkance nowotworowej i zdrowej.

Nalezy zaznaczy¢, ze analiza zwigzana z transportem ciepta i PDT wymaga réz-
nych krokéw czasowych. Dla modelu przeptywu biociepta przyjeto krok czasowy rowny
1 s, natomiast dla modelu PDT: 0.1 s. W zwiazku z tym wyniki modelu termicznego
interpolowano liniowo na potrzeby obliczen dla terapii fotodynamicznej.

Wyniki obliczen parametréw zmieniajacych sie w czasie przedstawiono dla wybra-
nych kapilar zlokalizowanych w poblizu zewnetrznej granicy 'y tkanki, w bezposrednim
sasiedztwie gtownej osi optycznej wiazki lasera (rys. 11.3a).

Na rys. 11.4 przedstawiono rozktad temperatury w tkance w kolejnych momentach
czasu (1200, 2400 i 3600 s). Najwyzsze wartosci obserwuje sie w obszarze centralnym,
odpowiadajacym miejscu oddzialywania wigzki laserowej, a wraz z uptywem czasu ob-
szar podwyzszonej temperatury stopniowo sie rozszerza, co prowadzi do zmniejszenia
gradientéw temperaturowych. Temperatura w calej domenie utrzymuje sie¢ w zakre-
sie 37 + 41°C, co wskazuje na umiarkowane podgrzanie tkanki, niewystarczajace do
wywolania uszkodzen termicznych, lecz istotne z punktu widzenia analizy sprzezenia

efektow cieplnych i fotodynamicznych.

1200 s 2400 s 3600 s

1 41
0.5 40
39
-0.5 38
-1 37
0.5 1 0.5 1 0.5 1

X, [em] X, [em] X, [em]

X, [em]

X, [em]

X, [em]
o

T[°C]

Rys. 11.4: Rozktad temperatury dla wybranych krokéw czasu

Na rysunkach 11.51 11.6 przedstawiono przebiegi parametréw zwiazanych z analiza
przeplywu ciepta w tkance biologicznej. Jak mozna zauwazy¢, temperatura dla wiek-
szosci kapilar utrzymuje sie ponizej 40.5°C. Jedynie dla kapilar C3 i C5 przekracza te
wartos¢. Catkowita wartos¢ catki Arrheniusa, mimo ze ro$nie w trakcie symulacji, pozo-
staje ponizej poziomu 0.05. W $wietle przyjetej w funkcji perfuzji (wzér (11.1)) oznacza
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to, ze unaczynienie przez caty czas trwania symulacji pozostaje w stanie rozszerzenia
naczyn krwionosnych. Ponadto, wartos¢ efektywnego wspotczynnika rozpraszania row-
niez wzrasta w trakcie symulacji, zgodnie z funkcja opisana w rownaniu (11.3). Nalezy
roOwniez zauwazy¢, ze na rys. 11.5 jest zauwazalny efekt chlodzacy zwiekszonej perfu-
zji. Po osiggnieciu maksymalnej temperatury nastepuje jej spadek, wraz ze wzrostem

wartodci wspotezynnika perfuzji (rys. 11.6a).

41 0.05
405 s TV 0.045 -
: e
/ff 0.04
0.035 -
, 0.03
o i £
= 39 » £ 0025
[ |
385 It 0.02
""" ¢ 0.015
38 1 I C1 B
—e—C2 0.01+
e 3
375 A C4 T 0005 e
* Cb 7.2
37 | [ | 0 | | I I
0 600 1200 1800 2400 3000 3600 0 600 1200 1800 2400 3000 3600
t[s] t[s]
(a) (b)
Rys. 11.5: Przebieg temperatury (a) i catki Arrheniusa (b)
2 14.2¢
1.9t 14.1f
181 14
1.7F 139}
"0 16 % 13.8 -
g15 2 13.7 ~
. L ol | EY L | | |
314 % 13.6
13 e e C1U| 135 R Cuf
L e— c1B e c1B
121 —e—C2 13.4 —e—Ccz2
—=—C3 —=—C3
11} - A ca 13.3 A C4
* G5 * G5
1 | I | 13.2 | [ |
0 600 1200 1800 2400 3000 3600 0 600 1200 1800 2400 3000 3600
t[s] t[s]
(a) (b)

Rys. 11.6: Przebieg wspotczynnika perfuzji (a) oraz efektywnego wspotezynnika

rozpraszania (b)
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Na rysunku 11.7a przedstawiono przebieg maksymalnej szybkosci dostarczania tle-
N, Vsypmaz, Obliczonej na podstawie wzoru (11.5). Do wyznaczenia tej wielkosci wy-
korzystano m.in. parametry kapilar, aby uwzgledni¢ nieregularnosci w obszarze guza,
zmiennos¢ szybkosci zuzycia tlenu M, oraz zmienno$¢ predkosci przeptywu krwi w ka-
pilarach u, wynikajaca ze wzoru (11.4). Wartos¢ maksymalnej szybkosci dostarczania
tlenu wptywa na inne parametry modelu PDT, takie jak stezenie tlenu trypletowe-
go (rys. 11.7b), fotosensybilizatora (rys. 11.8a) oraz tlenu singletowego (rys. 11.8b).
Szczegoblnie charakterystyczny jest gwaltowny spadek stezenia tlenu trypletowego na
poczatku procesu, czyli w momencie, gdy stezenie fotouczulacza osiaga najwyzsza war-
tosc.

Rysunki 11.9, 11.10, 11.11 oraz 11.12 odnosza sie roéwniez do modelu PDT. Przed-
stawiono na nich rozktady poszczegolnych parametrow w momentach czasowych: 1200,
2400 oraz 3600 s. W przypadku szybkosci dostarczania tlenu wyraznie widoczne sg nie-
regularno$ci w podobszarze odpowiadajacym tkance nowotworowej. Dla stezenia tlenu
trypletowego csp, zmiany zachodza jedynie w obrebie guza, natomiast w obszarze zdro-
wej tkanki wartos¢ stezenia pozostaje stala przez caly czas trwania terapii. W przypad-
ku stezenia fotouczulacza oraz tlenu singletowego nieregularno$ci w ich rozkladzie sa
mniej wyrazne, co wynika z powigzania tych parametréw z procesem absorpcji energii
lasera w tkance. Dodatkowo, dla stezenia fotouczulacza obserwuje sie systematyczny
spadek jego wartosci w catej objetosci tkanki.

x107°

N
o

[mol cm? s'1]

3
€30, [Mol cm™]
N

sup,max

N
(9]

)

Y

-

——-C1B
L e
—=—C3

051 c4
1.5 ' ‘ ! 0 : : ‘ ‘
600 1200 1800 2400 3000 3600 0 600 1200 1800 2400 3000 3600
t[s] t[s]
(a) (b)

Rys. 11.7: Historie maksymalnej szybkosci dostarczania tlenu ¢gyp maz () oraz stezenia
tlenu trypletowego csp, (b)
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Rys. 11.11: Rozklad stezenia fotouczulacza cg,
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1200 s 2400 s 3600 s %107
1 1 T 1 2.5
2
0.5 0.5 057
&
_ _ _ 15 §
KA 0 L 0 KA 0 - o
~ E ~ o~ E
x J x x J » =
o)
O‘-
-0.5 -0.5 -0.5
10.5
-1 -1 : -1 —o
0.5 1 0.5 1 0.5 1
X, [em] X, [em] X, [ecm]

Rlys. 11.12: Rozklad stezenia tlenu singletowego cig,

Jak pokazano to wczesniej, w niniejszej analizie, dzieki zastosowaniu zaleznosSci
(11.5), uwzgledniono nie tylko niejednorodnosci wynikajgce z rozmieszczenia naczyn
wlosowatych w podobszarze nowotworu, ale rowniez wpltyw temperatury poprzez zmien-
ng wartos$¢ predkosci przeptywu krwi w naczyniu wlosowatym wu;,, wyznaczang na pod-
stawie zaleznosci (11.4). Poniewaz dotychczas modele przeplywu ciepta w tkance bio-
logicznej oraz terapii fotodynamicznej bylty zazwyczaj rozpatrywane oddzielnie, bez
uwzglednienia powigzan miedzy nimi, warto$¢ u, byla najczesciej przyjmowana jako
stala. Dokonano wiec poréwnania wynikéw modelu zaprezentowanego w biezacym roz-
dziale (czyli uwzgledniajacego wplyw temperatury na przebieg procesu PDT) z symu-
lacjami PDT, w ktorych w zaleznosci (11.5) przyjeto stata wartosé¢ u, (co odpowiada
braku powigzania pomiedzy modelem transportu ciepta a modelem PDT).

Dodatkowo zalozono, ze we wszystkich symulacjach porownawczych szybkosé zuzy-
cia tlenu wynosi My = 2.4-107 [mol cm ™ s7!| w calym obszarze tkanki, co odpowiada
wartosci przyjetej dla tkanki zdrowej w uprzednio przedstawionych wynikach. Przyjete
stale wartosci predkosci w, = 0.005, 0.01, 0.015, 0.02 [cm s™!| odpowiadaja danym
literaturowym [222].

Wartosci maksymalnej szybkosci dostarczania tlenu ¢syp maz, uzyskane z zaleznosci
(11.5) zestawiono w tabeli 11.3. W obliczeniach uwzgledniajacych wplyw wspotczynni-
ka perfuzji w na wartos¢ u,, parametr ten wzrastat w trakcie calej symulacji, dlatego
podano warto$ci minimalne i maksymalne, odpowiadajgce poczatkowi i konicowi sy-
mulacji (odpowiednio ¢ = 0 oraz 3600 s). Jak mozna zauwazy¢, wartosci uzyskane dla
zmiennego u, sa zblizone rzedem wielkosci, podczas gdy wyniki otrzymane dla state]
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wartosci temperatury wykazuja znacznie wieksze zréznicowanie. Dla naczyn C2, C4
oraz Cb wartosci dla zmiennego u;, sa mniejsze i nie mieszcza sie w zakresie uzyskanym
dla stalego u,. Wynika to z faktu, ze wartosci u, obliczone z réwnania (11.4) sa nizsze od
przyjetych wartosci statych, co z kolei jest skutkiem zalozonej wartosci poczatkowego
wspolczynnika perfuzji.

Tab. 11.3: Poréwnanie maksymalnej szybkosci dostarczania tlenu dla zmiennej i statej pred-

kosci krwi w kapilarze

kapilara zmienne stale up |em s7|

t=0 |t=23600s| 0.005 0.01 0.015 0.02
C1U 2.84-107° | 4.33-107° | 1.97-107° | 3.95-107° | 5.92.107° | 7.90-10~*
C1B 2.84-107° | 4.49-107° | 1.97-107° | 3.95-107° | 5.92:107° | 7.90-107°

C2 1.91:107% | 2.98-107% | 2.12:1078 | 4.24.107% | 6.36-1078 | 8.48-107®
C3 2.17-107% | 3.47-107° | 1.75-107% | 3.51-107° | 5.26-107° | 7.01-107
C4 2.23-1078 | 3.49-107% | 4.51-1078 | 9.02-10~% | 1.35-10~" | 1.80-1077
Ch 2.54-107% | 4.06:107° | 1.80-1078 | 3.61-107% | 5.41-107% | 7.22.10°®

Na rysunku 11.13 przedstawiono historie zmian stezenia tlenu w stanie trypleto-
wym cso,, ktore jest do$¢ silnie powiazane z warto$cia maksymalnej szybkosci jego
dostarczania. Analize przeprowadzono dla naczyii C3 i C5, znajdujacych sie w poblizu

granicy ['g.
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Rys. 11.13: Poréwnanie stezenia csg, dla obliczeri ze zmiennymi (a) i stalymi (b) warto-

Sciami predkodci krwi w kapilarze
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11.5 Analiza z wykorzystaniem modelu walca

Krogha

W przedstawionej do tej pory analizie potaczonych procesow przeptywu biociepta
oraz reakcji fototermicznych wykorzystywano state wartosci poczatkowe stezenie tlenu
trypletowego zaréwno dla tkanki zdrowej jak i nowotworowej (odpowiednio cso, init hea
OIaZ C30, init.tum), PrZy czym druga warto$é¢ byla nizsza (por. tabela 11.2). Przyjmu-
jac jednak model nieregularnej sieci naczyniowej opisanej w podrozdziale 11.4, nalezy
zauwazy¢, ze wspomniany parametr powinien by¢ powigzany z tym modelem. W tym
celu postanowiono wykorzysta¢ walec Krogha opisany w rozdziale 5, oraz wykorzystany
poprzednio do obliczenn w rozdziatach 7-9 (por. rysunek 5.1).

Podobnie jak przednio przyjeto osobny opis dla kierunku promieniowego (por. pod-
rozdzialy 5.3, 5.4, 7.1):

1d [ dp, M,P,
Q: Ki—— |r— | = My(P), M(P)=—""—
re; Kl ( dr) (P, M(R) = el
dP
r = RC: QWRcKtTTt = _kmass(Pb f— Pt) (1111)
dp,
T = Rt . W = 0

oraz osiowego:

M = —kmass(Fy — )

z€ Q. WRZublib
dz (11.12)

2=0: Py= Pyiniet
Przyjmujac jednocze$nie model krzywej nasycenia oksyhemoglobiny w postaci Hilla:

o

SHb >’1L
P+ P

P) = _~Hb
SHb( b) 1= S

 P= Py < (11.13)

Poprzez uzycie takiego modelu zostanie wyznaczony rozkltad Pj(r), na podstawie
ktorego zostanie obliczone poczatkowe stezenie cso, inix Da podstawie zaleznosci |55,
222]:

T by B S 11.14
C304 init = (Rt—Rc)Lt/o . ydrdz ( . )

Nalezy przypomnie¢, ze w klasycznych zastosowaniach modelu walca Krogha ana-
lizuje sie zwykle pojedyncze walce, gdyz uzyskane wartosci cisnienia parcjalnego maja
reprezentowaé $rednie warunki w tkance (zgodnie z zalozeniem, ze tkanka sklada sie

z przylegajacych cylindrycznych obszarow) [55,134,206]. W niniejszej pracy, ze wzgledu
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na obecnos¢ obszaru nowotworowego o nieprawidlowym unaczynieniu i w konsekwen-
¢ji niejednorodnym rozktadzie tlenu, rozwazono wiele walcow Krogha, r6zniacych sie
wymiarami kapilar, predko$ciami przeptywu krwi u, oraz szybkoscig zuzycia tlenu M,
(por. tabela 11.1).

Jak juz wielokrotnie wspominano, charakterystyczna cechg tkanki nowotworowej
jest zaburzona struktura mikrokrazenia. Kapilary mogg przybieraé¢ nietypowe, poskre-
cane formy, a ich przebieg jest chaotyczny. W celu uwzglednienia tych cech, wprowa-
dzono dodatkowy wspoétczynnik my,.., ktory wptywa na lokalna predkosé¢ przeplywu

krwi u, w kapilarze zgodnie ze wzorem:

Ry

75 (11.15)

Uy = My (Arr) Ly
przy czym wspotczynnik ten bedzie okreslany jako wspotczynnik kretosci, a jego war-
tos¢ dla zdrowej tkanki zawsze réwna 1, natomiast dla nowotworu przyjmuje wartosc
losowa z przedziatu (0,1].

Na rysunku 11.14 pokazano schemat przeptywu danych pomiedzy czesciami analizy.
Architektura modelu, obejmujaca tor obliczeniowy z modutami dystrybucji wigzki la-
sera, przeptywu biociepla, uszkodzenia termicznego i reakcji fotochemicznych, zostata

zachowana, a nowe elementy oznaczono kolorem fioletowym.
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Rys. 11.14: Przeptyw danych pomiedzy poszczegblnymi czedciami analizy
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11.6 Wyniki obliczen, czesé¢ 2

Obszar analizy, siatki numeryczne oraz sposob dyskretyzacji przyjeto analogicznie
jak w w podrozdziale 11.4. Wykorzystano réwniez parametry przedstawione w tabeli
11.2, natomiast dodatkowe parametry, zwigzane gtéwnie z obliczeniami przeprowadzo-
nymi z uzyciem walca Krogha, zostaly zebrane w tabeli 11.4. Nalezy réwniez rowniez
doda¢, ze metodg rozwigzania zadania dystrybucji tlenu byla ponownie metoda strza-
tow w wariancie przedstawionym w podrozdziale 7.2, czyli potaczenie metody Rungego-
Kutty czwartego rzedu do rozwiazywania IVP z metoda siecznych do wyznaczania
wartosci poczatkowej.

Tab. 11.4: Wartosci parametrow przyjetych w obliczeniach zwigzanych z wykorzystaniem

walca Krogha

Parametr Jednostka Wartosc¢
K, [(cm? s7!)(mol em™ mmHg™)]  2.202-10~
Ermass [(cm? s71)(mol ¢cm™ mmHg™!)] 2.79-10713
Perit [mmHg] 1

ay [mol cm™ mmHg ™| 1.295

Kb [mol em ™3| 9.1-107¢
n |- 2.57
Py |mmHg] 27

By intet hea [mmHg] 100

Py intet tum [mmHg] 50

W czesci zwiazanej z PDT ponownie wyr6zniono obszar guza, w ktéorym struktura
naczynh wlosowatych zostata zasymulowana losowo tak jak w podrozdziale 11.4.

Na rysunku 11.15d przedstawiono poczatkowy rozklad stezenia 2O, otrzymany na
podstawie danych z tabel 11.1, 11.4 oraz losowych wartosci M z przedzialu 2.4-107° +
6-107? [mol cm—3 s7!]. Rysunek 11.15a ilustruje rowniez kapilary, dla ktorych zaprezen-
towano wyniki dotyczace ciSnienia parcjalnego oraz parametrow zmiennych w czasie.
Nalezy zauwazy¢, ze w stosunku do poprzedniej czesci analizy (por. rysunek 11.3) za-
kres ten zostal nieco zmieniony, najmniejsza warto$¢ odpowiada szybkosci zuzycia tlenu
dla tkanki zdrowej.

Uzyskane wartosci poczatkowego stezenia tlenu trypletowego csg, ini dla kapilar
przedstawionych na rysunku 11.15 zostaly zaprezentowane w tabeli 11.5.

Na rysunkach 11.16 i 11.17 przedstawiono wyniki uzyskane z modelu walca Krogha
dla kapilar zaznaczonych na rysunku 11.15 oraz dla kapilary pochodzacej z podobszaru
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Rys. 11.15: Model nieprawidtowego unaczynienia w tkance nowotworowej przedstawiajacy
wybrane kapilary (a), losowy rozktad kapilar (b), losowy rozklad szybkosci
zuzycia tlenu My (c), obliczony poczatkowy rozktad stezenia tlenu w stanie
trypletowym cso, it (d)

Tab. 11.5: Poczatkowe stezenie tlenu trypletowego cso, jn; dla wybranych kapilar

Kapilara | 3o, jni¢ [mol em™]
C1U 2.6-1078
C1B 3.9.1078
C2 2.9-1078
C3 0.6-10°8
C4 0.9-10°8
ChH 1.9.1078

zdrowej tkanki. Poniewaz wymiary kapilar sa zréznicowane (tabela 11.1), wspolrzedne
zostaly przeskalowane przez odpowiadajace im wymiary geometryczne kapilar w celu
umozliwienia por6wnania wynikow (w kierunku promieniowym podzielono przez Ry,
a w osiowym przez Ly).

Rysunek 11.16a przedstawia rozktady ci$nienia parcjalnego tlenu w kierunku osio-
wym dla wybranych kapilar z podobszaru nowotworowego oraz kapilary typu C1 pocho-
dzacej ze zdrowej tkanki. Jak mozna zaobserwowaé, wiekszosé¢ kapilar w rejonie guza
(C1U, C3, C4, C5) wykazuje obecnos¢ hipoksji. W przypadku kapilar C3 i C4 stan ten
pojawia sie przed potowg ich dhugosci. Dla poréwnania, warto$¢ P, na wylocie z kapi-
lary C1 wynosi okoto 40 mmHg, co jest zgodne z danymi uzyskiwanymi dla podobnych
konfiguracji modelowych, np. w pracy [222].
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Rozktady w kierunku promieniowym (rysunki 11.16b i 11.17) pokazuja spadek ci-

$nienia na granicy kapilara-tkanka, wynikajacy z oporu wystepujacego podczas dyfuzji

tlenu do otaczajacej tkanki. Nalezy jednak zaznaczy¢, ze we wszystkich analizowanych

przypadkach spadek ten nie przekracza 3 mmHg, co wskazuje na wzglednie niska bariere

dyfuzyjna.
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Rys. 11.16: Rozktad cisnienia parcjalnego tlenu dla wybranych kapilar z podobszaru nowo-

tworowego w kierunku osiowym (a) oraz w kierunku promieniowym dla kapilary

typu C1 pochodzacej ze zdrowej tkanki (b)
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. 11.17: Rozklad ci$nienia parcjalnego tlenu w kierunku promieniowym dla wybranych

kapilar z podobszaru nowotworowego dla z = 0 (a) oraz z = L;/2 (b)
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Na rysunku 11.18a przedstawiono przebieg maksymalnej zdolnosci dostarczania tle-
NU Ysup,maz, 0SZacowanej na podstawie zaleznosci (11.5). Nalezy zauwazy¢, ze relacja
ta uwzglednia zmienna predkosé krwi u,, wynikajacg ze zmiennej perfuzji w (réwna-
nie (11.15)), parametry geometryczne kapilar (R, R;, L;) oraz losowo przyjeta wartosé
szybkosci zuzycia tlenu My. Warto$¢ Ysupmer Wplywa na pozostale zmienne zalezne
modelu PDT, czyli stezenie tlenu trypletowego cso, (rys. 11.18b), fotouczulacza cg,
(rys. 11.19a) oraz tlenu singletowego cig, (rys. 11.19b). W poréwnaniu z wynikami
przedstawionymi na rys.11.7a, otrzymane przebiegi roznia sie ze wzgledu na przyjecie
innych wartosci M, oraz dodatkowe uwzglednienie wspotczynnika kretosci myo.¢, ktory
modyfikuje lokalng predkosé przeptywu krwi u, w kapilarach.

Na rysunku 11.18b wyraZznie widoczny jest gwaltowny spadek stezenia csp, na po-
czatku symulacji, kiedy stezenie fotouczulacza osigga wartos¢ maksymalng. Zauwazalny
jest rowniez fakt, ze w przypadku kapilar wykazujacych hipoksje (C4, C3, C5, C1U)
(rys. 11.16) powrot do poczatkowego stezenia csp, nastepuje najwolniej. Kapilara C1B,
ktora dla ¢t = 0 charakteryzowata sie najwyzszym stezeniem csp,, przez cata symulacje
osiggala rowniez najwyzsze wartosci Vsupmas, a dla czasu t = 3600 s byla najblizsza
powrotu do wartosci poczatkowej. Roznice w stosunku do wynikéw przedstawionych na
rys. 11.7b wynikaja z odmiennego sposobu przyjecia wartosci poczgtkowych csq, init-
W poprzedniej analizie zastosowano dwie state wartosci, przy czym jedna odnosita sie
do obszaru nowotworowego, a druga do tkanki zdrowej. Natomiast w niniejszej symu-
lacji wartosci te zostaly wyznaczone na podstawie modelu walca Krogha, co pozwolito
uwzgledni¢ lokalne warunki dyfuzji i zuzycia tlenu. W rezultacie uzyskane stezenia po-
czatkowe cso, init byly nizsze, szczegélnie w kapilarach objetych hipoksja, co przetozyto
sie na nizszy poziom przebiegéw stezenia tlenu trypletowego w calej analizie.

Z rysunku 11.19 wynika natomiast, ze dla kapilar wykazujacych hipoksje C4 i C3
reakcja zuzycia fotouczulacza przebiega najwolniej, co skutkuje najmniejszymi warto-
Sciami stezenia tlenu singletowego cip,. Najszybszy przebieg reakcji obserwuje sie dla
kapilar C2 i Cb, przy czym jedynie kapilara C5 wykazuje cechy hipoksji. W poréwnaniu
z wynikami przedstawionymi na rys. 11.8 mozna zauwazy¢, ze w niniejszej analizie foto-
uczulacz nie ulega catkowitemu zuzyciu, a wartosci stezenia cg, pozostaja podwyzszone
wzgledem wczesniejszych wynikow. Konsekwencja tego jest obnizony poziom stezenia
tlenu singletowego cio,.
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Rys. 11.19: Przebiegi stezen fotouczulacza cg, (a) oraz tlenu singletowego cig, (b)

Na rysunkach 11.20-11.23 przedstawiono rozklady parametréw zwiazanych z proce-
sem PDT dla czasow 1200, 2400 oraz 3600 s. Widoczne jest, ze ze wzgledu na niejedno-
rodng strukture podobszaru nowotworowego rozktady te maja charakter nieregularny.
Warto zauwazy¢, ze w przypadku stezenia tlenu trypletowego zmiany ograniczaja sie
wytacznie do obszaru guza, podczas gdy w rejonie zdrowej tkanki przez caly czas trwa-

nia symulacji wartos¢ csp, pozostaje stala.
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Dla stezen cg, oraz cip, obszary, w ktérych wystepuja nieregularnosci, sa zwiazane
z obszarem promieniowania laserowego. W przypadku stezenia fotouczulacza obserwu-
je sie rowniez stopniowy spadek wartosci w calym rozpatrywanym obszarze, co jest
zgodne z naturalnymi procesami zachodzacymi w tkance. Przyjecie zmiennej wartosci
poczatkowej csgp,, wyznaczonej na podstawie modelu walca Krogha, skutkuje wyraz-
niejszym zroéznicowaniem przestrzennym w obrebie guza w poréwnaniu z wynikami
przedstawionymi na rys. 11.9-11.12. Rozklady staja sie bardziej nieregularne, a na ry-
sunkach 11.22 oraz 11.23 mozna dodatkowo zauwazy¢, ze obszary oddziatywania lasera
sa wieksze, co skutkuje powstawaniem tlenu singletowego na szerszym obszarze tkanki.
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Rys. 11.20: Rozklady maksymalnej szybkosci dostarczania tlenu ¥gup mag
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Rys. 11.21: Rozklady stezenia tlenu trypletowego cso,
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Rys. 11.23: Rozklady stezenia tlenu singletowego ciq,

Modele przeplywu biociepta w tkance oraz reakcji fotochemicznych rozwazane w ni-
niejszej pracy zostaly powigzane poprzez zalezno$¢ miedzy wspotczynnikiem perfuzji
a predkoscig przeptywu krwi w kapilarze. Obliczona predkosé krwi w kapilarze, uzalez-
niona od zmiennego wspolczynnika perfuzji i uwzgledniajaca dodatkowy wspotczynnik
opisujacy kretos¢ kapilar (rownanie (11.15)), zostala nastepnie wykorzystana do wy-
znaczenia poczatkowego stezenia csg, (rownania (11.11), (11.12), (11.13) oraz w relacji
do okreslenia maksymalnej szybkosci dostarczania tlenu ¢, maes (rOwnanie (11.5)).

Celem budowy modelu tego typu bylo okreslenie zakresow stezen parametrow zwia-
zanych z procesem PDT, ktére moga wspomodc proces planowania leczenia i uczynic¢ go
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bardziej efektywnym. Ma to szczegoélne znaczenie w kontekécie uwzglednienia zr6zni-
cowanej struktury obszaru nowotworowego. Predkos¢ krwi w kapilarze, jako parametr
bezposrednio zwigzany z transportem tlenu do tkanek i wynikajacy z modelu przeptywu
biociepta, stanowi z tego punktu widzenia istotna wielkos¢.

W zwiazku z powyzszym, przeprowadzono analize predkosci krwi w kapilarze w ce-
lu okreslenia zakresow wartoSci ¥sup maz, C30,, €3, OTaz cip, uzyskiwanych w trakcie
symulacji procesu PDT. Poniewaz w niniejszej pracy predkos¢ u, bylta zaburzana przez

losowy wspotezynnik zwigzany z kretoscig kapilar, rozwazono trzy warianty:
e wariant 1: wspolczynnik kretosci myq, nie byt uwzgledniany w obliczeniach,

e wariant 2: wspotczynnik kretosci my,,+ byt uwzgledniany jedynie przy wyznacza-
niu poczatkowego stezenia tlenu trypletowego cso,,

e wariant 3: wspotczynnik kretosci my,,¢+ byt uwzgledniany zaréwno przy wyznacza-
niu poczatkowego stezenia csg,, jak i w trakcie calej symulacji. Jest to wariant,
dla ktoérego wyniki przedstawiono na rysunkach 11.16-11.23.

Poroéwnania przedstawiono w tabelach 11.6-11.9 dla czas6w 1800 s oraz 3600 s, wy-
znaczajac dodatkowo roznice miedzy warto$ciami maksymalnymi i minimalnymi w kaz-
dym przypadku. Dla maksymalnej szybkosci dostarczania tlenu g,y mes Oraz stezenia
c3p, najwieksze roznice zaobserwowano w wariancie 3, co wynika z bezpo$redniego
powiazania tych parametrow z predkoscia krwi w kapilarze (dla ¢sup maz POpPrzez row-
nanie (11.5) w calym czasie trwania symulacji, a dla ¢so, poprzez poczatkowe stezenie).
Nieco inaczej przedstawia sie sytuacja dla stezen cg, 1 c10,. Dla czasu 1800 s najwieksze
réznice wystepuja w wariancie 1, natomiast dla ¢ = 3600 s, podobnie jak wcze$niej,
w wariancie 3.

Tab. 11.6: Wartosci maksymalnej szybkosci dostarczania tlenu ¢syp maq [mol em~3 571 107

dla réznych wariantéw obliczen

kapilara 1800 s 3600 s
Wariant 1  Wariant 2 Wariant 3 | Wariant 1 Wariant 2 Wariant 3

C1U 3.79 3.79 1.88 4.35 4.35 2.16
C1B 3.97 3.97 3.97 4.51 4.51 4.51
C2 2.62 2.62 1.40 2.99 2.99 1.60
C3 3.17 3.17 0.48 3.49 3.49 0.52
C4 3.06 3.06 0.47 3.50 3.50 0.54
Ch 3.70 3.70 0.97 4.07 4.07 1.07
max-min 1.36 1.36 3.50 1.53 1.53 3.99




11. Modelowanie potaczonych proceséw fototermicznych i fotochemicznych

164

Tab. 11.7: Wartosci stezenia tlenu trypletowego csg, [mol cm ™3] -108 dla réznych wariantow

obliczeri
kapilara 1800 s 3600 s

Wariant 1  Wariant 2 Wariant 3 | Wariant 1 Wariant 2 Wariant 3
C1U 3.29 2.21 1.84 3.55 2.35 2.10
C1B 3.29 3.29 3.29 3.52 3.52 3.52
C2 2.68 2.04 1.08 3.58 2.71 2.21
C3 2.33 0.43 0.08 2.96 0.52 0.10
C4 3.10 0.68 0.15 3.89 0.79 0.20
Ch 3.73 1.51 0.25 4.34 1.84 0.70
max-min 1.40 2.87 3.22 1.38 3.00 3.42

Tab. 11.8: Wartosci stezenia fotouczulacza cg, [mol cm™2] -10° dla réznych wariantow ob-

liczend
kapilara 1800 s 3600 s

Wariant 1 Wariant 2 Wariant 3 | Wariant 1 Wariant 2 Wariant 3
C1U 3.88 4.14 4.33 2.20 2.50 2.67
C1B 4.12 4.12 4.12 2.47 2.47 2.47
C2 1.79 2.00 2.94 0.38 0.48 0.84
C3 0.86 2.59 5.45 0.06 0.82 4.02
C4 1.62 3.17 5.42 0.33 1.37 3.99
Ch 0.56 1.06 3.82 0.03 0.11 1.32
max-min 3.55 3.08 2.51 2.44 2.39 3.18
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Tab. 11.9: Wartosci stezenia tlenu singletowego c1¢, [mol cm ™3] -10¢ dla réznych wariantow

obliczeri
kapilara 1800 s 3600 s

Wariant 1  Wariant 2 Wariant 3 | Wariant 1 Wariant 2 Wariant 3
C1U 1.07 0.98 0.91 1.68 1.57 1.51
C1B 0.98 0.98 0.98 1.58 1.58 1.58
C2 1.84 1.76 1.41 2.38 2.34 2.20
C3 2.19 1.54 0.52 2.51 2.21 1.02
C4 1.90 1.32 0.53 2.40 2.00 1.03
Ch 2.31 2.11 1.09 2.52 2.49 2.01
max-min 1.32 1.14 0.89 0.94 0.92 1.18

11.7 Weryfikacja

Uzyskane wyniki zostaly zweryfikowane przy pomocy wynikéw dostepnych w lite-
raturze oraz rozwigzaniami analitycznymi.

Dla zadania wyznaczenia pola temperatury w tkance biologicznej poddanej dziata-
niu impulsu laserowego przeprowadzono obliczenia z wykorzystaniem metody szerokiej
wiazki laserowej (ang. broad beam laser, BBL), w ktorej [7]:

kix kix
Qlas = HaPo [C{“ exp (— (; ) — CJexp (— ; )1 (11.16)

p p

gdzie
1

\/3,ua[:ua + Ius(l - g)]
jest efektywna glebokoScia penetracji, natomiast wspotczynniki CY, C5, ki, k3 sa wy-

5, (11.17)

znaczane za pomocy rozwiazan Monte Carlo |7,53].

Na rysunku 11.24 przedstawiono poréwnanie wynikéw uzyskanych dla trzech wy-
branych kapilar: C1U, C1B oraz C3 dla modeli wykorzystujacych réwnanie dyfuzji
optycznej (réwnanie (11.2)) oraz podejscie BBL (réwnanie (11.16)). Mozna zauwazy¢,
ze réznice pomiedzy uzyskanymi wynikami sg niewielkie.
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Rys. 11.24: Poréwnanie przebiegu temperatury w wybranych kapilarach dla modeli wyko-
rzystujacych rozne opisy funkeji zrodta ciepta lasera (BBL — metoda szerokiej

wiazki laserowej, pozostale krzywe — rownanie dyfuzji optycznej)

Dodatkowo przeprowadzono czeSciowe poréwnanie z wynikami przedstawionymi
w pracy [7] dla jednowymiarowego zadania w silnie rozpraszajacej tkance. Na tym eta-
pie przyjeto parametry termofizyczne i optyczne oraz warunki brzegowe zgodne z [7],
natomiast wymiary elementéw brzegowych i wewnetrznych w dyskretyzacji MEB do-
brano tak, aby odpowiadaly siatce zastosowanej w [7]. Analizie poddano maksymalna
temperature uzyskang na granicy [y dla ¢y = 30 [W c¢cm™2] oraz czasu naswietlania
tezp = O s. Dla modelu wykorzystujacego BBL uzyskano wartos¢ 54.87°C, a dla modelu
opartego na roéwnaniu dyfuzji optycznej: 57.52°C, co jest zblizone do wartosci 55.7°C
uzyskanej w pracy [7].

Wyniki uzyskane dla modelu dystrybucji tlenu w kierunku promieniowym porow-
nano z rezultatami opublikowanymi w pracy [134], dotyczacymi modelu o zblizonej
strukturze geometrycznej i fizycznej. Dodatkowo przeprowadzono weryfikacje wzgle-
dem rozwiazania analitycznego dla przypadku z = 0. Szczegdtowe odniesienie do tego
rozwigzania zawarto wczesniej, w podrozdziale 9.5.

Zgodnie 7z aktualnym stanem wiedzy, w literaturze nie sa dostepne wyniki umozli-
wiajgce bezposrednig weryfikacje modeli uwzgledniajacych jednoczesnie przeplyw cie-
pta oraz reakcje fotodynamiczne. W zwigzku z tym, wyniki uzyskane dla zaprezento-
wanego modelu PDT odniesiono do rezultatow, w ktorych wptyw zjawisk termicznych
na reakcje fotochemiczne nie byt uwzgledniany.

W pracy [222] przedstawiono wyniki analizy modelu PDT dla réznych wartosci mak-
symalnej szybkosci dostarczania tlenu sy mae, Przy czym parametr ten oszacowano
na podstawie modelu walca Krogha, dla szerokiego zakresu parametrow geometrycz-
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nych oraz szybkos$ci zuzycia tlenu My. Symulacje przeprowadzono dla réznych wartosci
natezenia promieniowania powierzchniowego lasera ¢g, z ktéorych najwyzsza wynosi-
la 150 [mW c¢m™2|. Dla tej wlasnie wartosci ¢y wykonano obliczenia majace na celu
poréwnanie zaprezentowanego modelu z wynikami opublikowanymi w [222].

W pierwszej kolejnosci przeprowadzono poréwnanie dla zadania o identycznej konfi-
guracji, jak ta opisana w podrozdziale 11.6. Rezultaty przedstawiono na rysunku 11.25.
Jak mozna zauwazy¢, wyniki uzyskane w pracy [222] mieszcza sie w zakresie rezultatow
otrzymanych dla niniejszego modelu, przy czym nalezy zaznaczy¢, ze w [222] przyjeto
stalg wartos¢ poczatkowa stezenia tlenu trypletowego cso, inie = 3.941-107® [mol cm ™3],
a przedstawiona krzywa odnosita sie do Srednich wartosci stezenia csgp,. Charaktery-
styczny spadek stezenia csp, na poczatku symulacji jest wyraznie widoczny.
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Rys. 11.25: Poréwnanie wynikéw obecnego modelu dla ¢g = 150 [mW em™2| z wynikami
przedstawionymi w pracy [222] (|Zhu 2015])

Jak wecze$niej wspomniano, wyniki obliczenn maksymalnej szybkosci dostarczania
tlenu 9syp max dla roznych konfiguracji kapilar przedstawiono w pracy [222]. Na rysun-
ku 11.26 pokazano przebiegi stezenia csp, uzyskane w ramach niniejszego modelu dla
dwoch statych wartoSci Ysupmaz, tj. 4.2:107 oraz 2.1-107% [mol cm ™3 s7!]. Wartosci te
zostaly wyznaczone dla kapilary o wymiarach geometrycznych odpowiadajacych kapi-
larze C3 (tabela 11.1), przy zalozeniu stalych wartosci predkosci krwi w kapilarze u, =
0.01 oraz 0.005 [em s™!| i stalej szybkosci zuzycia tlenu My = 2.4-107% [mol em ™3 s71].

Dodatkowo, w niniejszym modelu przyjeto stala wartosé¢ poczatkowa stezenia tlenu
trypletowego cso, init, identyczna jak w pracy [222]. Jak wynika z przedstawionych przy-
padkow obliczeniowych, uzyskane wyniki, pomimo zastosowania w biezacym modelu
wzorca uwzgledniajacego zroéznicowane kapilary w obszarze nowotworowym, pozostaja
w bliskim sasiedztwie wynikow referencyjnych. Ewentualne réznice mozna przypisac
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odmiennosciom pomiedzy konstrukcja obecnego modelu a modelem zaprezentowanym
w [222], w szczegolnosei powigzaniu obecnego modelu z zagadnieniem przeplywu ciepta
w tkance.
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Rys. 11.26: Poréwnanie wynikow dla statych wartosci ¥sup maz = 4.2:107% [mol cm ™3 s71]
(a) oraz 2.1-107% [mol cm ™3 s™1] (b) i stalego 30, ini 2 wynikami pracy [222]
(0 = 150 [mW cm~2]), ( [222] - [Zhu 2015))

11.8 Podsumowanie

W niniejszym rozdziale przeprowadzono obliczenia dla potgczonego modelu przepty-
wu ciepta w tkance biologicznej oraz reakcji fotodynamicznych, uwzgledniajac wpltyw
wysokiego natezenia wiazki laserowej (¢o = 300 [mW cm™2]) na perfuzje i dystrybucje
tlenu w tkance. Analiza uwzgledniata specyficzng strukture podobszaru nowotworowe-
go, charakteryzujaca sie nieregularnym unaczynieniem, co pozwolito na odwzorowanie
lokalnych warunkéw tlenowych, w tym obszaréow hipoksji, typowych dla tkanki nowo-
tworowe;.

W dwoch przeprowadzonych analizach predkosé przeptywu krwi u;, byta traktowana
jako zmienna zalezna od stopnia uszkodzenia termicznego w modelu przepltywu biocie-
pta (réwnanie (11.1)). W drugiej analizie wprowadzono dodatkowo losowy wspotczyn-
nik kretosci kapilar my,,+, co pozwolito odwzorowac nieregularng strukture unaczynienia
guza. Takie podejscie prowadzito do zréznicowanej perfuzji w obszarze nowotworu, co
bezposrednio wplywalto na wartosci ¥sup mas 1 dynamike reakeji fotodynamicznych.

W pierwszej analizie przyjeto odrebne wartosci poczatkowe csq, ini dla tkanki zdro-

wej 1 nowotworowej, natomiast w drugiej analizie wykorzystano model walca Krogha do
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okreslenia lokalnych wartosci cso, init, uwzgledniajac dyfuzje i zuzycie tlenu w podob-
szarze guza. Pozwolito to odwzorowac lokalne warunki tlenowe, w tym obszary hipoksji,
skutkujgc bardziej nieregularnym rozkladem stezenia tlenu trypletowego i obszarami
oddzialywania lasera, a w konsekwencji powstawaniem tlenu singletowego na wiekszym
obszarze tkanki.

Dla obu analiz reakcje generujace tlen singletowy 'O, bylty najintensywniejsze w po-
czatkowej fazie terapii, gdy stezenie fotouczulacza cg, osiagato wartosci maksymalne.
Nieregularno$ci przestrzenne stezen cg, oraz cip, odpowiadaly obszarowi napromienia-
nia laserowego, natomiast stezenie fotouczulacza wykazywato stopniowy spadek zgodny
z procesami zachodzacymi w tkance. W drugiej analizie obserwowano wieksze zroznico-
wanie przestrzenne w obrebie guza, co przetozyto sie na bardziej nieregularne ksztalty
rozktadéw parametrow PDT.

Podsumowujac, przeprowadzone badania wykazaly, ze sprzezenie modelu przewod-
nictwa cieplnego z reakcjami fotodynamicznymi pozwala uwzgledni¢ zaréwno lokalne
efekty termiczne, jak i fizjologiczne wtasciwosci tkanki, istotne dla dostepnosci tlenu
i skutecznosci terapii. Takie podejscie moze by¢ cyfrowym blizniakiem obszaru no-
wotworowego, uzytecznego np. w przygotowaniu zabiegu PDT, umozliwiajac bardziej
doktadng prognoze przebiegu reakcji fotodynamicznych w warunkach ztozonej perfuzji

i nieregularnej struktury nowotworu.
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Rozwazania teoretyczne oraz wyniki numeryczne zaprezentowane w niniejszej roz-
prawie doktorskiej pozwalaja na sformulowanie nastepujacych wnioskow:

1. Zaproponowane w pracy potaczenie modelu przeptywu biociepta z modelem dys-
trybucji tlenu, oparte o zaleznos¢ pomiedzy wspoétczynnikiem perfuzji, a predko-
Scia krwi w kapilarze, stanowi uzyteczne narzedzie w analizie zaleznosci zjawisk
zwigzanych z transportem tlenu do tkanek, w warunkach podniesionej tempe-
ratury. Nalezy zauwazy¢, ze w analizach wykorzystywano réwniez inny sposob
potaczenia tych modeli, uzalezniajac parametry krzywej dysocjacji oksyhemo-
globiny od temperatury, czyli uwzgledniajac tzw. efekt Bohra. Jak pokazano to
w przeprowadzonych analizach, efekt ten nie zawsze ma znaczenie w przypad-
ku przekroczenia progu uszkodzenia termicznego tkanki, lecz moze by¢ istotny
w przypadku rozpatrywania tkanek zmienionych chorobowo, przy stosunkowo
niewielkich wzrostach temperatury (por. rozdziaty 7, 10, 11).

2. W modelu przeplywu ciepta uwzgledniano zmienno$¢ parametrow tkanki od tem-
peratury lub termicznego stopnia uszkodzenia tkanki, w celu doktadniejszego
odwzorowania zjawisk zachodzacych w tkance. Parametrami takimi byty: wspot-
czynnik przewodnictwa ciepta, ciepto wlasciwe, efektywny wspoélczynnik rozpra-
szania oraz wspoOlczynnik perfuzji tkanki, przy czym dwa ostatnie sg czesto trak-
towane jako pewne wskazniki uszkodzenia termicznego tkanki, ze wzgledu na
towarzyszace im zjawiska uwzglednione w odpowiednich funkcjach matematycz-
nych (por. rozdzialy 21 3). W szczegolnosci wspotezynnik perfuzji, jako podstawa
potaczenia analizy termicznej z modelem dystrybucji tlenu oraz modelem reakeji
fotochemicznych zachodzacych podczas terapii fotodynamicznej, okazal sie by¢
istotnym parametrem (por. rozdzialy 7 oraz 11).

3. Przeprowadzono analize wrazliwosci parametréw modelu dystrybucji tlenu okre-
slajac maksymalne zmiany ci§nienia parcjalnego tlenu wynikajace z 10% zmia-
ny wartosci parametrow. Zbadano zaréwno wplyw pojedynczych parametrow,
jak i wszystkich rozpatrywanych parametrow tacznie. Pokazano, ze zwtaszcza
uwzglednienie tacznych zmian moze mieé¢ znaczenie z punktu widzenia wystapie-

nia zjawiska hipoksji (por. rozdzial 8). W pracy przeprowadzono réwniez obli-
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czenia zwiazane z obecno$ciag mioglobiny oraz zjawiskiem grupowania mitochon-

driow, istotnych w przypadku niskiego poziomu tlenu w tkance (por. rozdziat
9).

4. Przedstawiono koncepcje modelu tkanki nowotworowej pozwalajaca uwzglednié
jej najistotniejsze cechy, takie jak chaotyczny uklad naczyn krwiono$nych i wy-
nikajacym z niego nieregularnosci mikrokrazenia, skutkujacym ostatecznie ob-
szarami o zmniejszonymi stezeniu tlenu. Poniewaz parametr ten jest podstawa
reakcji zachodzacych podczas terapii fotodynamicznej, koncepcja ta moze by¢ ro-
dzajem cyfrowego blizniaka, wykorzystywanego np. podczas planowania zabiegu
(por. rozdzial 11).

5. W analizie wykorzystujacej model terapii fotodynamicznej, w sktad ktérego wcho-
dzi zadanie dystrybucji wiazki lasera, przeptywu biociepta oraz reakcji fotoche-
micznych pokazano, ze nawet niewielkie wzrosty temperatury i wigzacy sie z tym
wzrost perfuzji maja wplyw na przebieg zjawisk zachodzacych w obrebie nowo-
tworu. Moze to ostatecznie wptywaé¢ na odpowiednig ilo$¢ wytworzonego tlenu
singletowego, bedacego gtéownym czynnikiem cytotoksycznym. Poniewaz istnieja
odmiany terapii PDT, w ktorych temperatura jest wykorzystywana jako dodat-
kowy czynnik terapeutyczny, model taki, do tej pory nieobecny w literaturze,
z pewnoscig jest uzytecznym i niezbednym narzedziem, pozwalajacym na analize

zachodzacych zjawisk (por. rozdziaty 10, 11).

6. W pracy wykorzystywano rozne metody numeryczne: metode roznic skoniczonych,
metode strzalow, metode elementow brzegowych, niektére w réznych wariantach.
Kazda z nich potwierdzita swoja przydatno$é¢, w odniesieniu do zadan, w ktérych
zostaly wykorzystane, co potwierdzono weryfikujac obliczenia w oparciu o do-

stepne w literaturze wyniki oraz rozwiagzania analityczne.

Zrealizowanie niniejszej pracy pozwala rowniez okresli¢ nastepujace kierunki dal-
szych badan:

1. Wykorzystanie innych réwnan przeplywu biociepta, niz uzywane w pracy row-
nanie Pennesa. W szczeg6lnosci interesujacy wydaje sie wykorzystanie ktoregos
z rownan typu dual-phase lag (DPL), ktore bazuja na teorii cial porowatych
i pozwalajg uwzgledni¢ czasy opoznien rozchodzenia sie fali termicznej w tkan-
ce biologicznej. Co wiecej, rownania tego typu wykorzystuja pojecie tzw. okregu
ekwiwalentnego, przypominajacego koncepcje walca Krogha, na podstawie kto-
rego okreslana jest porowato$¢, iloSciowo opisujaca gestosé naczyn krwionosnych
w tkance. Jest wiec to potencjalny element powiazania z modelem dystrybucji
tlenu.



12. Wnioski i kierunki dalszych badan 172

2. Wykorzystanie koncepcji MCU (microcirculation unit) w miejsce pojedynczego
walca Krogha. MCU przedstawia przestrzenng strukture naczyn wlosowatych,
przy czym w zaleznosci od rozpatrywanej tkanki struktura moze ta by¢ rézna,
natomiast réwnania opisujace dystrybucje ci$nienia parcjalnego sa zblizone, do
rownan wykorzystywanych w obliczeniach ci$nienia parcjalnego tlenu. Pozwala
to oczywiscie na pelniejsza analize zjawisk zachodzacych dostarczania tlenu do
tkanek.

3. Wykorzystanie modelu dystrybucji tlenu z uwzglednieniem dodatkowych czyn-
nikoéw bioracych udzial w wymianie gazowej w organizmie zywym. Wymaga to
wprowadzenia dodatkowych rownan ze zmiennymi zaleznymi w postaci ci$nien
parcjalnych takich substancji jak dwutlenek wegla lub tez jony wodorowe H. Mo-
ze to by¢ istotne w przypadku rozpatrywania tkanek nowotworowych, charaktery-
zujacymi sie odmiennymi stezeniami tych substancji, niz ma to miejsce w tkance
zdrowej, tym samym wplywajac na gospodarke tlenowa w obrebie tkanki.

4. Petlniejsza integracja modelu dystrybucji tlenu, reprezentowanego przez walec
Krogha, z modelem reakcji fotochemicznych zachodzacych podczas terapii fo-
todynamicznej, co pozwolitoby na uwzglednienie zjawisk zachodzacych w skali
mikro (walec Krogha) w makroskopowym modelu PDT. Poniewaz stezenie tlenu
trypletowego, wystepujace w modelu PDT jest iloczynem rozpuszczalnosci tlenu
w tkance oraz ci$nienia parcjalnego, integracja modeli pozwolitaby doktadniej niz
obecne modele okreslaé¢ ilogciowe zuzycie tlenu w trakcie zabiegu, przy jednocze-
snym uwzglednieniu naturalnego zapotrzebowania na tlen przez tkanke.

5. Wykorzystanie polaczonych modeli przeptywu biociepta i dystrybucji tlenu w ana-
lizie procesow zasilania tkanki przez tlen w warunkach wysitku fizycznego. Wyma-
ga to przyjecia przestrzennego uktadu naczyn kapilarnych (mogacych nawiazywac
do wspomnianej wezesniej koncepcji MCU) oraz przyjecia dodatkowych zatozen,
zwigzanych ze sposobem i kolejnoscia zasilania poszczegolnych naczyn krwiono-
$nych. Zadania takie moga by¢ interesujgce z punktu widzenia np. warunkéw
pracy w Srodowiskach o podwyzszonej temperaturze, lub tez zaburzenia stanu

normotermii zwigzanego z treningiem sportowym.

6. Przeprowadzenie analizy wrazliwo$ci dla modelu terapii fotodynamicznej. Jej ce-
lem byltoby w pierwszej kolejnosci zbadanie wptywu poszczegolnych parametrow
modelu na stezenia postaci singletowej i trypletowej tlenu w tkance podczas,
jednoczesnie dajac podstawy do rozwigzania zadan odwrotnych, pozwalajacych
okredli¢ skuteczno$é¢ zabiegu.
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Streszczenie

Celem rozprawy doktorskiej byta analiza potaczonych modeli przeptywu biociepta
oraz dystrybucji tlenu w tkance poddanej zewnetrznemu oddziatywaniu termicznemu.

Dla czesci zwigzanej z polem temperatury wykorzystano réwnanie Pennesa oraz
model uszkodzenia termicznego tkanki oparty na schemacie Arrheniusa. Dodatkowo
uwzgledniono zmiennos$¢ parametréow termofizycznych tkanki od temperatury i wspot-
czynnika perfuzji od uszkodzenia termicznego tkanki. Jako model dystrybucji tlenu
wykorzystano walec Krogha opisany réwnaniami rézniczkowymi dla ciSnienia parcjal-
nego tlenu oraz saturacji hemoglobiny, przy czym dla obszaru kapilary réwnania te byty
potaczone przy pomocy odpowiedniej krzywej dysocjacji oksyhemoglobiny. Potaczenie
modeli zostalo przeprowadzone w oparciu o zalezno$é¢ pomiedzy zmiennym wspotczyn-
nikiem perfuzji dla zadania przeptywu biociepta oraz predkos$¢ krwi w kapilarze, ktora
jest parametrem modelu dystrybucji tlenu. Uwzgledniono réwniez potaczenie mode-
li wynikajace z efektu Bohra. Dla modelu dystrybucji tlenu przeprowadzono analize
wrazliwosci z wykorzystaniem metody bezposredniej oraz zbadano wptyw mioglobiny
oraz zjawiska grupowania mitochondriéw na wystepowanie hipoksji.

Rozwazano réwniez model reakcji fotochemicznych zachodzacych podczas terapii fo-
todynamicznej, ktéry opisuje proces generowania cytotoksycznej formy tlenu, w wyniku
oddzialtywania $wiatta. Analizy dokonano réwniez dla modelu reakcji w jego polacze-
niu z modelem przeptywu biociepta, dodatkowo prezentujac koncepcje modelowania
obszaru nowotworu, wynikajaca z nieregularnego uktadu naczyniowego w jego obrebie.
Wykorzystano rowniez walec Krogha, do okreslenia poczatkowego stezenia tlenu tryple-
towego w tkance. Poniewaz zarowno réwnanie przeptywu biociepla, jak i model reakcji
fotochemicznych wymagaja znajomosci dystrybucji §wiatta w tkance, wykorzystano
rownanie dyfuzji optycznej, w jednym z wariantéw réwniez uwzgledniajacym zmien-
no$c¢ efektywnego wspotczynnika rozpraszania od termicznego uszkodzenia tkanki.

Na etapie realizacji numerycznej wykorzystano metode réznic skoriczonych, metode
strzalow oraz pierwszy schemat metody elementéw brzegowych. Opracowano autorskie
algorytmy i kody obliczeniowe w srodowisku MATLAB.

W ostatnim rozdziale pracy przedstawiono wnioski oraz kierunki dalszych badan.



Abstract

The purpose of the dissertation was to analyze combined models of bioheat transfer
and oxygen distribution in tissue subjected to external thermal exposure.

For the part related to the temperature field, the Pennes equation and the thermal
damage model of the tissue based on the Arrhenius scheme were used. In addition, the
variation of the thermophysical parameters of the tissue by temperature and the per-
fusion coefficient from thermal damage to the tissue were taken into account. A Krogh
cylinder described by differential equations for oxygen partial pressure and hemoglo-
bin saturation was used as a model of oxygen distribution, with the equations for the
capillary subdomain linked by the corresponding oxyhemoglobin dissociation curve.
The combination of models was carried out based on the relationship between the
variable perfusion coefficient for the bioheat transfer task and the blood velocity in
the capillary, which is a parameter of the oxygen distribution model. The combination
of models resulting from the Bohr effect is also included. For the oxygen distribution
model, a sensitivity analysis was carried out using the direct method, and the effect of
myoglobin and the mitochondrial clustering phenomenon on the occurrence of hypoxia
was investigated.

A model of photochemical reactions occurring during photodynamic therapy was
also considered, which describes the process of generating a cytotoxic form of oxygen
as a result of light exposure. Analysis was also made for the reaction model in its
combination with the bioheat transfer model, which additionally presents the concept
of modeling the tumor region resulting from the irregular vascular within it. A Krogh
cylinder was also used to determine the initial concentration of triplet oxygen in the
tissue. Since both the bioheat transfer equation and the photochemical reaction model
require knowledge of the distribution of light in the tissue, the optical diffusion equation
was used, with one variant also accounting for the variation of the effective scattering
coefficient from thermal damage to the tissue.

In the numerical implementation stage, the finite difference method, the shooting
method and the first scheme of the boundary element method were used. In-house
algorithms and codes were developed in the MATLAB environment.

The final chapter presents conclusions and directions for further research.



	Cel i zakres pracy
	Luka badawcza
	Cel i teza pracy
	Zakres pracy
	Jednostki stosowane w modelach dystrybucji tlenu

	Przepływ biociepła
	Równania przepływu biociepła
	Parametry termofizyczne tkanki
	Modelowanie termicznego uszkodzenia tkanki

	Oddziaływanie światła na tkankę biologiczną
	Parametry optyczne tkanki
	Model propagacji światła w tkankach

	Krzywe dysocjacji
	Model Hilla
	Model Adaira
	Model Kelmana
	Model Dasha i Bassingthwaighte'a
	Porównanie modeli ODC
	Krzywa dysocjacji mioglobiny
	Krzywa dysocjacji dla dwutlenku węgla

	Model Krogha
	Podstawowe równanie Krogha-Erlanga
	Modele zużycia tlenu
	Równanie dla obszaru kapilary
	Równanie dla obszaru tkanki
	Zastosowania modelu Krogha

	Terapia fotodynamiczna
	Mechanizmy reakcji zachodzących podczas PDT
	Techniczne aspekty terapii fotodynamicznej
	Model matematyczny PDT

	Analiza zmian ciśnienia parcjalnego tlenu w tkance pod wpływem impulsu  cieplnego
	Model matematyczny
	Metody rozwiązania
	Wyniki obliczeń
	Weryfikacja
	Podsumowanie

	Analiza wrażliwości modelu dystrybucji tlenu
	Model matematyczny
	Metody rozwiązania
	Wyniki obliczeń
	Weryfikacja
	Podsumowanie

	Analiza dystrybucji tlenu z uwzględnieniem czynników przeciwdziałających  hipoksji
	Wpływ mioglobiny
	Wpływ grupowania mitochondriów
	Metody rozwiązania
	Wyniki obliczeń
	Weryfikacja
	Podsumowanie

	Analiza niezależnych modeli PDT i biociepła
	Model matematyczny
	Metody rozwiązania
	Wyniki obliczeń
	Weryfikacja
	Podsumowanie

	Modelowanie połączonych procesów fototermicznych i fotochemicznych
	Model matematyczny
	Metody rozwiązania
	Model tkanki nowotworowej
	Wyniki obliczeń, część 1
	Analiza z wykorzystaniem modelu walca Krogha
	Wyniki obliczeń, część 2
	Weryfikacja
	Podsumowanie

	Wnioski i kierunki dalszych badań
	Bibliografia
	Streszczenie
	Abstract

