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Spis oznacze«

Symbole ªaci«skie

a dyfuzyjno±¢ termiczna [m2 s−1]

a1-a7 wspóªczynniki krzywej dysocjacji oksyhemoglobiny Adaira lub
Kelmana

aoptic optyczne albedo

asup wspóªczynnik w funkcji ψsup,max (wzór (11.5))

a∗ wspóªczynnik w metodzie strzaªów

A wspóªczynnik zderze« efektywnych [s−1]

AGDPL pole powierzchni mi¦dzy naczyniami a tkank¡ odniesione do
jednostki obj¦to±ci [m2 m−3] (wzory (2.6) i (2.7))

Arr caªka Arrheniusa / wspóªczynnik uszkodzenia termicznego

Arrrec próg regeneracyjny (podrozdziaª 2.3)

b1, b2 wspóªczynniki krzywej dysocjacji oksyhemoglobiny Kelmana

b∗1, b
∗
2 wspóªczynniki w metodzie strzaªów

bsup wspóªczynnik w funkcji ψsup,max (wzór (11.5))

B wspóªczynnik brzegu w metodzie elementów brzegowych
z przedziaªu (0,1) (podrozdziaª 10.2)

c ciepªo wªa±ciwe tkanki [J kg−1 K−1]

ccell,0, ccell(t) pocz¡tkowa koncentracja zdrowych komórek pocz¡tkowa,
koncentracja zdrowych komórek po czasie t (wzór (2.27))
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csubstancja st¦»enie substancji [mol cm−3]

C obj¦to±ciowe ciepªo wªa±ciwe [J m−3 K−1]

C1-C5 typy kapilar w modelu PDT

C∗1 , C
∗
2 wspóªczynniki w metodzie BBL (wzór (11.16))

Ceff efektywne ciepªo wªa±ciwe [J m−3 K−1]

D wspóªczynnik dyfuzji optycznej [m]

DHb, Dpl, Dt wspóªczynnik dyfuzji tlenu w hemoglobinie, pla¹mie i tkance
[cm2 s−1]

E energia aktywacji [J mol−1]

FD udziaª zniszczonych komórek (wzór (2.27))

g wspóªczynnik anizotropii rozpraszania

ĝ funkcja w metodzie elementów brzegowych (wzór (10.15))

G wspóªczynnik sprz¦»enia [W m−3 K−1] w równaniu GDPL (wzór
(2.8))

Gs funkcja wra»liwo±ci dla SHb

Ĝ funkcja w metodzie elementów brzegowych (wzór (10.17))

h, hz krok siatki, krok siatki w kierunku osiowym

ĥ funkcja w metodzie elementów brzegowych (wzór (10.15))

Ĥ funkcja w metodzie elementów brzegowych (wzór (10.17))

jt dyfuzyjny strumie« tlenu [mol cm−2 s−1]

J radiancja [W m−2 sr−1]

Jts odpowiednik strumienia tlenu w analizie wra»liwo±ci dla
parametru s

k∗1, k
∗
2 wspóªczynniki w metodzie BBL (wzór (11.16))

kcon staªa reakcji w modelach zu»ycia tlenu

ki, k′i, k
′′
i staªe reakcji, równowagi, jonizacji
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kmass wspóªczynnik przenoszenia masy
[
(cm2 s−1)(mol cm−3 mmHg−1)

]
KHbCO2 staªa równowagi wi¡zania CO2 z hemoglobin¡

KHbO2 pozorny wspóªczynnik Hilla dla wi¡zania tlenu z hemoglobin¡

Kt wspóªczynnik Krogha w tkance [(cm2 s−1)(mol cm−3 mmHg−1)]

L liczba elementów wewn¦trznych w metodzie elementów
brzegowych

Lt dªugo±¢ walca Krogha [µm]

mmito wspóªczynnik w funkcji grupowania mitochondriów (wzór (5.10))

mtort wspóªczynnik kr¦to±ci (wzór (11.15))

M0 zapotrzebowanie na tlen, szybko±¢ zu»ycia tlenu [mol cm−1 s−1]

Mt zu»ycie tlenu [mol cm−1 s−1]

n wspóªczynnik Hilla

n0-n4 wykªadniki w krzywej dysocjacji oksyhemoglobiny Dasha
i Bassingthwaighte'a

nr, nz liczba w¦zªów w kierunku promieniowym i osiowym

N liczba elementów brzegowych w metodzie elementów
brzegowych

N1, N2, . . . punkty/w¦zªy

p funkcja fazowa (wzór (3.11))

ps parametr wra»liwo±ci

pH warto±¢ pH

P , Psubstancja ci±nienie parcjalne tlenu (domy±lnie) lub innej substancji [mmHg]

P50 ci±nienie parcjalne tlenu odpowiadaj¡ce 50% nasyceniu
oksyhemoglobiny lub innej substancji [mmHg]

Pcrit ci±nienie krytyczne [mmHg]

PPDT parametr dostarczania tlenu (wzór (6.4))
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P̂ funkcja w metodzie elementów brzegowych (wzór (10.17))

q strumie« ciepªa [W m−2]

q0 strumie« ciepªa na brzegu zewn¦trznym [W m−2]

qbe strumie« ciepªa na brzegu e [W m−2]

q∗ strumie« ciepªa wynikaj¡cy z rozwi¡zania fundamentalnego
w metodzie elementów brzegowych (wzór (10.13))

Q wydajno±¢ wewn¦trznych ¹ródeª ciepªa b¦d¡ca sum¡ Qperf +
Qmet +Qlas [W m−3]

Qperf , Qmet, Qext, Qlas wewn¦trzne ¹ródªa ciepªa wynikaj¡ce z perfuzji, metabolizmu,
oddziaªywania zewn¦trznego i oddziaªywania lasera [W m−3]

QV ogólny zapis prawej strony równania ró»niczkowego w metodzie
strzaªów [mol cm−1 s−1]

r promie«, wspóªrz¦dna promieniowa w walcowym ukªadzie wspóª-
rz¦dnych [m]

R uniwersalna staªa gazowa (= 8.314472) [J mol−1 K−1]

Rc, Rt promie« kapilary, promie« cylindra tkankowego [µm]

Ssubstancja nasycenie substancji tlenem [%]

S∆ wydajno±¢ przej±cia energii

Sh liczba Sherwooda

t, texp, tF czas, czas ekspozycji, czas ko«ca analizy [s]

tPDT czas symulacji modelu PDT [s]

T temperatura [◦C], [K]

T0 temperatura na brzegu zewn¦trznym [◦C], [K]

Tctrl temperatura kontrolowanego impulsu [◦C], [K]

T ∗ rozwi¡zanie fundamentalne w metodzie elementów brzegowych
(wzór (10.12))

ub pr¦dko±¢ krwi w kapilarze [cm s−1]
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Us, Ubs, Uts funkcje wra»liwo±ci parametru s

w wspóªczynnik perfuzji [s−1]

x, xi, x1, x2, x3 wspóªrz¦dne prostok¡tne [m]

z wspóªrz¦dna osiowa w walcowym ukªadzie
wspóªrz¦dnych [m]

Z pochodna w metodzie strzaªów

Ẑ funkcja w metodzie elementów brzegowych (wzór (10.17))

Symbole greckie

α wspóªczynnik konwekcji [Wm−2K−1]

αguess punkt startowy w metodzie strzaªów

αpl, αt rozpuszczalno±¢ tlenu w pla¹mie, tkance [mol cm−3mmHg−1]

β parametr fotochemiczny [mol cm−3]

β1-β6 wspóªczynniki brzegów w metodzie ró»nic sko«czonych

γ wspóªczynnik w modelu PDT

Γ, Γ0, Γc brzeg obszaru, brzeg zewn¦trzny i wewn¦trzny obszaru

Γshoot,Γtarget oznaczenia brzegów w metodzie strzaªów

Ω, Ωc, Ωt obszar, obszar kapilary, obszar tkanki

δcor wspóªczynnik korekcji dla niskiego st¦»enia fotouczulacza [mol cm−3]

δp gª¦boko±¢ penetracji ±wiatªa [cm]

δt ±rednia droga swobodna fotonów [cm]

∆parametr warto±¢ zmiany parametru

∆t, ∆theat, ∆tPDT krok czasu, krok czasu w analizie termicznej, krok czasu
w analizie PDT [s]

ε porowato±¢

εems emisyjno±¢
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ζ punkt obserwacji w metodzie elementów brzegowych

κb zdolno±¢ krwi do przenoszenia tlenu [mol cm−3blood]

λ wspóªczynnik przewodzenia ciepªa [Wm−1K−1]

Λeff efektywny wspóªczynnik przewodzenia [Wm−1K−1]

µa, µs, µ
′
s wspóªczynnik absorpcji, wspóªczynnik rozpraszania, efektywny

wspóªczynnik rozpraszania [m−1]

µt, µeff wspóªczynnik tªumienia, efektywny wspóªczynnik tªumienia [m−1]

ξ parametr fotochemiczny [cm2mW−1 s−1]

ρ g¦sto±¢ [kgm−3]

ρreact skªadnik reakcji [mol cm−3 s−1]

σ parametr fotochemiczny [cm3mol−1]

σSB staªa Stefana�Boltzmana (= 5.67·10−8) [Wm−2K−4]

τdamage czas odpowiadaj¡cy progowi zniszczenia tkanki [s]

τq, τT czasy relaksacji i termalizacji [s]

ψsup szybko±¢ dostarczania tlenu [mol cm−3 s−1]

ω′ k¡t bryªowy [sr]

φ, φc, φd nat¦»enie promieniowania, skªadowa nierozproszona
i rozproszona nat¦»enia promieniowania [Wm−2]

φ0 nat¦»enie promieniowania na powierzchni o±rodka [Wm−2]

φres ró»nica w metodzie strzaªów (wzory (7.26) i (8.24))

Indeksy

0 warto±¢ pocz¡tkowa/spoczynkowa parametru

amb otoczenie

b, blood krew, naczynie krwiono±ne

beam wi¡zka lasera
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den tkanka uszkodzona termicznie (denaturated)

e indeks brzegu lub w¦zªa w metodzie ró»nic sko«czonych

evp parowanie

f numer kroku czasu

F czas ko«ca analizy

hea tkanka zdrowa

heat zwi¡zany z modelem/analiz¡ przepªywu biociepªa

i numer w¦zªa, indeks przy wyliczeniach oraz w operatorze
sumowania

imp impuls

inlet warto±¢ na wlocie kapilary

init warto±¢ pocz¡tkowa parametru

j numer obszaru lub w¦zªa, indeks przy wyliczeniach oraz
w operatorze sumowania

k numer w¦zªa, indeks przy wyliczeniach oraz w operatorze
sumowania

m numer w¦zªa w kierunku osiowym

max warto±¢ maksymalna

nat tkanka zdrowa (native)

PDT zwi¡zany z modelem/analiz¡ PDT

react reaktywny w odniesieniu do tlenu singletowego

s numer parametru w analizie wra»liwo±ci

tum tkanka nowotworowa

Wektory

n wektor normalny do brzegu
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r wektor wspóªrz¦dnych sferycznych

s, s′ kierunki w równaniu transportu radiacyjnego

u pr¦dko±¢ krwi [m s−1]

x wektor wspóªrz¦dnych prostok¡tnych

Substancje

1O2 tlen singletowy

3O2 tlen trypletowy

APDT akceptor 1O2 z wyª¡czeniem cz¡steczki fotouczulacza (rysunek
6.1)

CO2 dwutlenek w¦gla

DPG 2,3-difosfoglicerynian

Hb hemoglobina

Hb4 tetramer hemoglobiny

Hb-NH2 wolna grupa aminowa hemoglobiny

HbCO2, Hb-NH-COO
− karbaminohemoglobina oraz jej zapis strukturalny

HbO2 hemoglobina zwi¡zana z tlenem, oksyhemoglobina

HCO−3 jon wodorow¦glanowy

H+ jon wodorowy

Mb mioglobina

MbO2 mioglobina zwi¡zana z tlenem, oksymioglobina

O2 tlen

S0, S1,TS0 fotouczulacz w stanie podstawowym, wzbudzonym
i trypletowym (rysunek 6.1)

(O·−2 ) anionorodnik ponadtlenkowy

(·OH) rodnik hydroksylowy
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Inne

∇ operator nabla

(·)′ pierwsza pochodna

(·)′′ druga pochodna

[substancja] st¦»enie substancji [M]

Skróty

ATP adenozynotrifosforan

BVP zagadnienie brzegowe

CV równanie Cattaneo-Vernotte

DNA kwas deoksyrybonukleinowy

DPL / GDPL równanie z dwoma czasami opó¹nie« / uogólnione równanie
z dwoma czasami opó¹nie«

HSP biaªka szoku termicznego

IVP zagadnienie pocz¡tkowe

IVR opór wewn¡trznaczyniowy

ODC krzywa dysocjacji oksyhemoglobiny

ODE równanie ró»niczkowe zwyczajne

PDT terapia fotodynamiczna

TTIW algorytm ust¦powania uszkodzenia termicznego



1. Cel i zakres pracy

Jedn¡ z podstawowych cech organizmów »ywych jest ich zªo»ono±¢, oznaczaj¡ca
pewien stopie« ich nieredukowalno±ci. Ukªady zªo»one skªadaj¡ si¦ natomiast z ele-
mentów wzajemnie na siebie oddziaªywuj¡cych, w taki sposób, »e nawet ich cz¦±ciowe
usuni¦cie powoduje, »e organizm traci swój charakter. Z tego punktu widzenia w mo-
delowaniu matematycznym, narz¦dziu coraz bardziej powszechnym w analizie ukªa-
dów biologicznych, spotykamy cz¦sto sytuacj¦ do±¢ skrajn¡ � analizy przeprowadzane
s¡ dla wybranego procesu, w pewnym oderwaniu od caªo±ciowego obrazu organizmu.
Modelowanie matematyczne, w samej swojej istocie zakªada konieczno±¢ upraszczania
zarówno struktur, jak i procesów poddanych analizie. Niezb¦dne jest wi¦c zawarcie
pewnego kompromisu pomi¦dzy d¡»eniem do jak najlepszego odwzorowania rozpatry-
wanego procesu, a wprowadzanymi uproszczeniami.

Jednym z przykªadów zªo»onego procesu mo»e by¢ nagrzewanie tkanki biologicznej.
W zale»no±ci od osi¡gni¦tej temperatury oraz czasu jej ekspozycji w tkance zachodz¡
zjawiska zwi¡zane z nieznacznym wzrostem perfuzji lub metabolizmu, zmian¡ parame-
trów termo�zycznych, denaturacj¡ tkanek a» po ablacj¦ i zw¦glenie struktur komórko-
wych. Zmiana perfuzji, w przypadku umiarkowanych temperatur, skutkuje zmienion¡
dost¦pno±ci¡ tlenu w tkance, która mo»e zanikn¡¢ caªkowicie w wyniku uszkodzenia ter-
micznego i zerwania sieci naczy« wªosowatych, odpowiedzialnych za dostarczanie tlenu
do tkanki. Impuls termiczny mo»e mie¢ rozmaite przyczyny, zarówno kontrolowane,
jak i niekontrolowane, oraz skutkowa¢ zjawiskami takimi jak bielenie tkanki, b¦d¡-
cego nast¦pstwem oddziaªywania wi¡zki lasera i zwi¡zanego z tym zmiany wªasno±ci
optycznych tkanki. Ponadto, oprócz normalnych reakcji biochemicznych zachodz¡cych
w tkance, mo»na pobudzi¢ dodatkowe reakcje, poprzez umieszczenie w jej obszarze
specjalnych substancji, jak ma to miejsce w niektórych zabiegach medycznych. Nie bez
wpªywu na proces pozostaje kwestia zró»nicowania warto±ci parametrów wynikaj¡cych
z cech osobniczych.

Jak wida¢ w powy»szym opisie, matematyczny opis zjawisk zachodz¡cych podczas
nagrzewania termicznego tkanki mo»e uwzgl¦dnia¢ do±¢ sporo elementów, jednak naj-
cz¦±ciej skªada si¦ na niego odpowiednie równanie przepªywu biociepªa, model termicz-
nego uszkodzenia tkanki, a w przypadku rozpatrywania impulsu cieplnego w postaci
wi¡zki lasera, tak»e odpowiedniego modelu dystrybucji ±wiatªa w tkance. Caªo±¢ jest
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uzupeªniona funkcjami zmienno±ci od temperatury i/lub uszkodzenia termicznego pa-
rametrów poszczególnych modeli.

Wiadomo równie», »e w praktyce medycznej istniej¡ sytuacje, w których jako narz¦-
dzie zabiegu wykorzystywany jest laser, natomiast sam zabieg opiera si¦ na obecnym
w tkance tlenie, b¦d¡cym podstaw¡ zachodz¡cych w tkance reakcji. Taki mechanizm
jest podstaw¡ terapii fotodynamicznej, szeroko stosowanym zabiegu onkologicznym.
Powstaje wi¦c pytanie o to, czy interakcja pomi¦dzy laserem a tkank¡ biologiczn¡
skutkuje jedynie w reakcjach fotochemicznych, czy te» mo»e, ze wzgl¦du na mo»liwo±¢
podniesienia temperatury tkanki, a tym samym na jej perfuzj¦ i obecno±¢ w niej tlenu,
mo»e mie¢ szersze znaczenie dla samego zabiegu?

1.1 Luka badawcza

Zarówno modele przepªywu biociepªa, jak i dystrybucji tlenu w tkankach stanowi¡
odr¦bne, dobrze rozwini¦te dziedziny. W literaturze mo»na znale¹¢ liczne prace doty-
cz¡ce wykorzystania jednych lub drugich, brakuje jednak prac ª¡cz¡cych te modele, co
jak wyja±niono wcze±niej, z punktu widzenia zjawisk zachodz¡cych w tkance mo»e jak
najbardziej mie¢ sens.

W odniesieniu do modeli dystrybucji tlenu przyjmuje si¦ najcz¦±ciej uproszczenia
zwi¡zane z przyjmowaniem parametrów modelu jako staªych, cz¦sto nie uwzgl¦dnia si¦
wpªywu temperatury na zjawiska zachodz¡ce w naczyniach wªosowatych, z których tlen
przechodzi do obszaru tkanki. Wiadomo jednak, »e taki wpªyw jest, co wi¦cej doczekaª
si¦ obszernych bada«. Jest to tzw. efekt Bohra, zwi¡zany ze zmian¡ powinowactwa
tlenu do hemoglobiny, opisanego poprzez krzyw¡ dysocjacji oksyhemoglobiny. Krzywa
ta stanowi element praktycznie ka»dego modelu dystrybucji tlenu.

Pr¦dko±¢ krwi w kapilarze z kolei jest parametrem silnie powi¡zanym z perfuzj¡.
O ile perfuzja opisuje obecno±¢ i ruch krwi w tkance w sposób globalny, uwzgl¦dnia-
j¡c naczynia krwiono±ne ró»nego rz¦du, to pr¦dko±¢ krwi w kapilarze odnosi si¦ do
pojedynczego naczynia wªosowatego. Co wi¦cej, perfuzja jest cz¦sto traktowana jako
pewien marker uszkodzenia termicznego tkanki, a w modelach matematycznych jest
cz¦sto wi¡zana ze zmian¡ temperatury i/lub wªa±nie uszkodzenia termicznego. Zmiana
perfuzji mo»e si¦ wi¦c wi¡za¢ ze zmian¡ pr¦dko±¢ krwi w kapilarze, parametru niezb¦d-
nego w modelu dystrybucji tlenu.

Ju» tylko te dwie istotne cechy modeli przepªywu biociepªa i dystrybucji tlenu
wskazuj¡ na luk¦ badawcz¡ dotycz¡c¡ braku zarówno metodologii, jak i wspólnego
modelu ª¡cz¡cego te dwa zjawiska.

Luka ta oczywi±cie ma znacznie szerszy kontekst, zwi¡zany cho¢by ze wspomnian¡
ju» wcze±niej terapi¡ fotodynamiczn¡. Jej podstaw¡ jest generowanie w tkance cyto-



1. Cel i zakres pracy 15

toksycznej postaci tlenu, tzw. tlenu singletowego w wyniku reakcji fotochemicznych
zachodz¡cych pomi¦dzy podstawow¡ form¡ tlenu, czyli tlenu trypletowego a specjaln¡
substancj¡ zwan¡ fotouczulaczem. Reakcje te wywoªywane s¡ poprzez oddziaªywanie
±wiatªem na tkank¦. Istniej¡ warianty terapii, które wykorzystuj¡ lokalny wzrost tempe-
ratury jako dodatkowy efekt terapeutyczny, zazwyczaj jednak moce wykorzystywanych
¹ródeª ±wiatªa s¡ na tyle niskie, »e nie dochodzi do uszkodzenia termicznego tkanki.
Jednak nawet przy niewielkich wzrostach temperatury, mo»e zosta¢ zmieniona perfuzja
tkanki, a ta, jak ju» wspomniano, ma zwi¡zki z dost¦pno±ci¡ tlenu w tkance.

W niniejszej pracy zaproponowano modele matematyczne, które wypeªniaj¡ wspo-
mnian¡ luk¦ badawcz¡. Ponadto zaprezentowano badania zwi¡zane z wykorzystaniem
ró»nych modeli krzywej dysocjacji oksyhemoglobiny, obecno±ci¡ mioglobiny i zjawi-
skiem grupowania mitochondriów, jako czynników przeciwdziaªaj¡cych hipoksji w tkan-
kach, a tak»e analiz¡ wra»liwo±ci parametrów modelu dystrybucji tlenu. Nale»y te»
zauwa»y¢, »e wykorzystywane równania, chocia» cz¦sto odnosz¡ si¦ do substancji che-
micznych, bazuj¡ na prawach i zasadach transportu masy w powi¡zaniu z prawami
przepªywu ciepªa.

1.2 Cel i teza pracy

Celem rozprawy doktorskiej byªo wypeªnienie istniej¡cej luki badawczej zwi¡za-
nej z modelami przepªywu biociepªa i dystrybucji tlenu w tkance biologicznej, a tak»e
reakcji fotochemicznych zachodz¡cych podczas terapii fotodynamicznej. Miaªo to na
celu stworzenie podstaw poª¡czonej analizy zjawisk opisanych przez wymienione mo-
dele.

W analizie termicznej wykorzystywano równanie przepªywu ciepªa sformuªowane
przez Pennesa, w którym uwzgl¦dniono odpowiednie funkcje ¹ródeª wewn¦trznych zwi¡-
zane perfuzj¡, metabolizmem oraz oddziaªywaniem lasera. Dodatkowo wzi¦to pod uwa-
g¦ zmienno±¢ parametrów tkanki w wyniku dziaªania podwy»szonej temperatury oraz
uszkodzenia termicznego, a tak»e odpowiedni model uszkodzenia termicznego tkanki
w postaci caªki Arrheniusa.

Model dystrybucji tlenu bazuje na koncepcji walca Krogha, uwzgl¦dniaj¡cego rów-
nania dla ci±nienia parcjalnego tlenu oraz nasycenia oksyhemoglobiny, wraz z ró»nymi
modelami krzywej dysocjacji oksyhemoglobiny, niezb¦dnymi do poª¡czenia obu równa«
dla obszaru kapilary i tkanki. W zadaniu zwi¡zanym z obecno±ci¡ mioglobiny w tkance,
wykorzystano równie» krzyw¡ dysocjacji tej substancji.

Do analizy zjawisk zachodz¡cych podczas terapii fotodynamicznej wykorzystano
ukªad równa« ró»niczkowych dla st¦»e« tlenu trypletowego, tlenu singletowego oraz
fotouczulacza, wraz z odpowiednimi funkcjami zwi¡zanymi z dostarczaniem tlenu do
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obszaru tkanki. Podstawowy zestaw równa« uzupeªniono równaniem dyfuzji optycznej
do opisu propagacji wi¡zki lasera w obszarze tkanki.

Stworzono efektywne algorytmy numeryczne do rozwi¡zania zada« bazuj¡ce na
metodzie ró»nic sko«czonych, metodzie elementów brzegowych i metodzie strzaªów,
w wi¦kszo±ci w ±rodowisku MATLAB, w jego wersjach od R2021b do R2024b.

Tez¦ pracy mo»na sformuªowa¢ nast¦puj¡co:

Efektywne modelowanie terapii zwi¡zanych z dost¦pno±ci¡ tlenu w tkance

wymaga uwzgl¦dnienia procesów zwi¡zanych z przepªywem biociepªa i dys-

trybucj¡ tlenu w tkance, a tak»e odpowiednich równa« zwi¡zanych z reak-

cjami chemicznymi zachodz¡cymi podczas zabiegu.

1.3 Zakres pracy

Praca skªada si¦ z dwunastu rozdziaªów, spisu literatury oraz streszczenia w j¦zyku
polskim i angielskim. Wyniki bada« wªasnych zamieszczono w rozdziaªach 7-11.

W rozdziale 2 dokonano przegl¡du wiedzy zwi¡zanego z modelami przepªywu biocie-
pªa. Omówiono równania Pennesa, Cattaneo-Vernotte'a oraz równanie z dwoma cza-
sami opó¹nie«, wraz z warunkami jednoznaczno±ci wymaganymi do ich rozwi¡zania.
Przedstawiono równie» efekty zachodz¡ce w tkance podczas jej nagrzewania oraz mo-
del termicznego uszkodzenia tkanki w postaci modelu Arrheniusa.

Rozdziaª 3 po±wi¦cono zagadnieniu propagacji ±wiatªa w tkankach biologicznych.
Omówiono zarówno podstawowe parametry optyczne tkanek, jak i podstawowe podej-
±cia matematyczne stosowane do opisu zjawiska.

W rozdziale 4 przedstawiono podstawowe modele krzywej dysocjacji oksyhemoglo-
biny, takie jak modele Hilla, Adaira, Kelmana oraz Dasha, dokonano równie» ich porów-
nania. Opisano efekt Bohra, zjawisko zwi¡zane m.in. ze zmian¡ warto±ci temperatury,
polegaj¡ce na przesuni¦ciu krzywej dysocjacji. W rozdziale uwzgl¦dniono równie» in-
formacje o krzywych dysocjacji dla mioglobiny i dwutlenku w¦gla.

Rozdziaª 5 po±wi¦cono modelowi Krogha, który jest podstawowym modelem wyko-
rzystywanym w analizie transportu tlenu do tkanki. Zaprezentowano równania wcho-
dz¡ce w skªad modelu, warunki jednoznaczno±ci oraz modele zu»ycia tlenu, b¦d¡ce
integraln¡ cz¦±ci¡ opisu procesu. W rozdziale przedstawiono równie» sposoby wykorzy-
stania modelu.

W rozdziale 6 zawarto informacje dotycz¡ce terapii fotodynamicznej, w której istot-
n¡ rol¦ odgrywa przej±cie pomi¦dzy ró»nymi formami tlenu, zachodz¡ce w tkance w wy-
niku oddziaªywania na ni¡ ±wiatªa. Przedstawiono i omówiono diagram Jabªo«skigo,
który ilustruje reakcje zachodz¡ce podczas zabiegu oraz omówiono model matematycz-
ny bazuj¡cy na ró»niczkowych równaniach reakcji.
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Cz¦±¢ po±wi¦con¡ badaniom wªasnym rozpoczyna rozdziaª 7. Przedstawiono w nim
koncepcj¦ poª¡czenia mi¦dzy modelami przepªywu ciepªa i dystrybucji tlenu, bazuj¡c¡
na parametrach tych modeli, czyli na wspóªczynniku perfuzji i pr¦dko±ci krwi w kapila-
rze. Uwzgl¦dniono równie» wpªyw temperatury na krzyw¡ dysocjacji oksyhemoglobiny,
przy czym rozpatrywano ró»ne modele krzywej, jak i ró»ne warunki, które mog¡ pano-
wa¢ w tkance.

Gªówn¡ cz¦±ci¡ kolejnego, 8 rozdziaªu byªa analiza wra»liwo±ci modelu dystrybu-
cji tlenu. Wykorzystano podej±cie bezpo±rednie, w którym odpowiednie równania s¡
ró»niczkowane po parametrze, dla którego wykonywana jest analiza. Przedstawiono
postaci równa« wra»liwo±ci, oraz wyniki oblicze« dla siedmiu parametrów rozpatrywa-
nych zarówno oddzielnie, jak i ª¡cznie.

W rozdziale 9 pod uwag¦ wzi¦to czynniki przeciwdziaªaj¡ce zjawisku hipoksji, któ-
rymi byªy obecno±¢ mioglobiny w tkance oraz zjawisko grupowania mitochondriów.
Przedstawiono model matematyczny uwzgl¦dniaj¡cy wspomnian¡ substancj¦, jak i au-
torsk¡ funkcj¦ odnosz¡c¡ si¦ do zjawiska.

Rozdziaª 10 zawiera analiz¦ modeli przepªywu i reakcji fotochemicznych zacho-
dz¡cych podczas terapii fotodynamicznej, przy czym na tym etapie modele te byªy
rozpatrywane osobno, a skupiono si¦ na pokazaniu potencjalnego wpªywu, jaki mo»e
mie¢ zmieniona perfuzja, wynikaj¡ca z interakcji laser-tkanka biologiczna, na przebieg
zabiegu.

Z kolei w rozdziale 11 przeprowadzono badania, w których uwzgl¦dniono poª¡czenie
pomi¦dzy modelem przepªywu biociepªa i reakcji fotochemicznych. Przedstawiono kon-
cepcj¦ sposobu modelowania obszaru nowotworu, uwzgl¦dniaj¡c¡ jego cechy wynikaj¡-
ce z nieregularnego ukªadu naczyniowego oraz procesy z tym zwi¡zane. W zamierzeniu
model taki mo»e by¢ pewnego rodzaju cyfrowym bli¹niakiem dla tkanki nowotworowej,
przydatnym w planowaniu zabiegów. Wykorzystano równie» model walca Krogha, do
okre±lenia pocz¡tkowego st¦»enia tlenu trypletowego w tkance.

Rozdziaª 12 zawiera wnioski oraz kierunki dalszych bada«.
Prac¦ doktorsk¡ wykonano w latach 2021-2025 w ramach Wspólnej Szkoªy Dok-

torskiej prowadzonej w Politechnice �l¡skiej. Badania byªy �nansowane ze ±rodków
w ramach projektów:

• Modelowanie wpªywu podwy»szonej temperatury na dystrybucj¦ tlenu w tkance

biologicznej � 10/040/BKM22/0126,

• Numeryczna analiza wpªywu zewn¦trznego impulsu cieplnego na dystrybucj¦ tlenu

w tkance biologicznej � 10/040/BKM23/0149,

• Numeryczna symulacja dystrybucji tlenu w tkance biologicznej poddanej dziaªaniu

zewn¦trznego impulsu cieplnego � 10/040/BKM24/0154,
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• Analiza numeryczna zjawisk cieplnych i dystrybucji tlenu w tkance biologicznej

poddanej impulsowi cieplnemu � 10/040/BKM25/0165,

• Kompleksowe wsparcie rozwoju Wspólnej Szkoªy Doktorskiej i aktywno±ci nauko-

wej doktorantów zwi¡zanej z potrzebami zielonej i cyfrowej gospodarki � FESL.10.25-
IZ.01-07E7/23.

Praca doktorska wpisuje si¦ w Priorytetowy Obszar Badawczy POB1: Onkologia
Obliczeniowa i Medycyna Spersonalizowana rozwijany w Politechnice �l¡skiej.

1.4 Jednostki stosowane w modelach dystrybucji

tlenu

Obowi¡zuj¡cym ukªadem jednostek jest ukªad SI, do którego zasad zawartych w do-
kumencie The International System of Units (SI) [1] zastosowano si¦ w tre±ci pracy.

Nale»y jednak zauwa»y¢, »e chocia» zgodnie z przytoczonym dokumentem jednost-
k¡ ci±nienia w ukªadzie SI jest paskal [Pa], to jednocze±nie dopuszcza on stosowanie
milimetra sªupa rt¦ci [mmHg] jako jednostki legalnej w kontek±cie medycznym, zwªasz-
cza przy pomiarach ci±nienia krwi oraz ci±nienia parcjalnego gazów w �zjologii. Nale»y
jednak wyra¹nie okre±li¢ jej relacj¦ z jednostk¡ SI: 1 [mmHg] = 133.322 [Pa].

W przedstawionych w pracy modelach dystrybucji tlenu zmienn¡ niezale»n¡ jest ci-
±nienie parcjalne tlenu, u»ycie wi¦c jednostki [mmHg] jest w peªni uzasadnione. W skªad
modeli dystrybucji tlenu wchodzi oczywi±cie co najmniej kilka parametrów. W literatu-
rze naukowej, s¡ wykorzystywane ró»ne jednostki dla tych samych parametrów, które
mog¡ by¢ reprezentowane przez te, u»yte w publikacjach [134, 206, 222], na potrzeby
pracy nazwane umownie od pierwszych autorów prac jako McGuire, Whiteley i Zhu.
Zestawy tych jednostek przedstawiono w tabeli 1.1.
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Tab. 1.1: Jednostki stosowane w wybranych pracach dotycz¡cych modelowania transportu

tlenu

Parametr Whiteley [206] Zhu [222] McGuire [134]

St¦»enie mol cm−3 M mol cm−3

Rozpuszczalno±¢ tlenu mol cm−3 mmHg−1 µM mmHg−1 cm3O2 cm
−3 mmHg−1

Wspóªczynnik dyfuzji

tlenu w tkance

cm2 s−1 µm2 s−1 cm2 s−1

Wspóªczynnik Krogha

w tkance

(cm2 s−1)

· (mol cm−3 mmHg−1)

(µm2 s−1)

· (µM mmHg−1)

(cm2 s−1)

· (cm3O2 cm
−3 mmHg−1)

Zapotrzebowanie

na tlen

mol cm−3 s−1 µM s−1 cm3O2 · 100· cm
−3 min−1

Wspóªczynnik

przenoszenia masy

(cm2 s−1)

·(mol cm−3 mmHg−1)

(µm2 s−1)

·(µM mmHg−1)

(cm2 s−1)

·(cm3O2 cm
−3 mmHg−1)

Zdolno±¢ krwi do

przenoszenia tlenu

mol cm−3blood µM cm−3 cm3O2 cm
−3
blood

Przej±cie pomi¦dzy poszczególnymi zastawami jednostek przedstawionymi w tabeli
1.1 wymaga przyj¦cia warto±ci nast¦puj¡cego przelicznika: 1 [mol O2] = 22400 [cm3O2].

W pracy przyj¦to konwencj¦ jednostek zaproponowan¡ przez Whiteleya [206]. Do-
tyczy to w szczególno±ci rozdziaªów zawieraj¡cych badania wªasne. Odst¦pstwo od tego
dotyczy jedynie st¦»enia, dla którego w pracy u»ywano dwóch ró»nych jednostek oraz
zwi¡zane z tym zró»nicowane oznaczenia. W przypadku wykorzystania jednostki zgod-
nej z konwencj¡ Whiteleya b¦dzie u»ywane oznaczenie csubstancja [mol cm−3], natomiast
w przypadku wykorzystania jednostki zgodnej z konwencj¡ Zhu: [substancja] z jednost-
k¡ [M] (por. Spis oznacze«). Odst¦pstwo to wynika z faktu, wykorzystania jednostek
zgodnych z Zhu w do±¢ okre±lonych sytuacjach, np. przy literaturowym opisie reakcji
zachodz¡cych podczas terapii fotodynamicznej (rozdziaª 3). Do opisu warunków pa-
nuj¡cych w tkance np. nowotworowej, zwi¡zanych ze st¦»eniami ró»nych substancji,
w literaturze równie» stosuje si¦ najcz¦±ciej jednostki zgodne z konwencj¡ Zhu [222],
przy czym nie s¡ podawane podobne przeliczniki jak przytoczony wcze±niej dla tlenu
(rozdziaªy 4, 7).



2. Przepªyw biociepªa

Pod wpªywem impulsu cieplnego, czyli gwaªtownego podwy»szenia temperatury
w krótkim czasie, w tkankach biologicznych zachodzi szereg procesów, które mog¡ pro-
wadzi¢ do ich uszkodzenia lub zmiany funkcji. Mechanizmy te obejmuj¡ zmiany na
poziomie komórkowym, tkankowym oraz biochemicznym, a ich dokªadne zrozumienie
ma istotne znaczenie w kontek±cie terapii medycznych, takich jak hipertermia czy krio-
terapia, które polegaj¡ na kontroli temperatury w leczeniu nowotworów.

W odpowiedzi na wzrost temperatury, jednym z procesów zachodz¡cych w komór-
kach jest denaturacja biaªek. Biaªka enzymatyczne trac¡ zdolno±¢ do katalizowania
reakcji biochemicznych, co zakªóca podstawowe procesy metaboliczne w komórkach.
W przypadku tkanek nowotworowych, które wykazuj¡ ograniczon¡ zdolno±¢ do ter-
moregulacji i s¡ szczególnie wra»liwe na wzrost temperatury, mechanizm ten odgrywa
wa»n¡ rol¦ w ich uszkodzeniu i eliminacji [173]. Ponadto, w wyniku wzrostu tempera-
tury dochodzi do uszkodzenia bªon komórkowych. Wzrost pªynno±ci lipidów w bªonach
komórkowych prowadzi do zwi¦kszenia ich przepuszczalno±ci, co skutkuje zakªóceniem
równowagi chemicznej tkanki [76].

Gwaªtowne zmiany temperatury wpªywaj¡ tak»e na tkanki na poziomie makroska-
lowym. Jednym z efektów jest rozszerzenie naczy« krwiono±nych oraz zwi¦kszenie prze-
puszczalno±ci ±cian naczy« kapilarnych, co prowadzi do obrz¦ku tkanek [101]. Zjawisko
to mo»e zmienia¢ lokalne warunki hemodynamiczne, wpªywaj¡c na perfuzj¦ i dystrybu-
cj¦ tlenu oraz substancji od»ywczych. W warunkach podwy»szonej temperatury mo»e
równie» wyst¡pi¢ koagulacja biaªek, czyli ich nieodwracalne skrzepni¦cie, co skutku-
je utrat¡ funkcji komórek oraz struktury tkanek. Proces ten jest szczególnie istotny
w kontek±cie terapii hipertermii, gdzie celem jest kontrolowane uszkodzenie tkanki no-
wotworowej [173].

Zmiany te maj¡ równie» wymiar biochemiczny. Pod wpªywem impulsu cieplnego
w komórkach dochodzi do aktywacji odpowiedzi stresu cieplnego, w której gªówn¡ rol¦
odgrywaj¡ biaªka szoku termicznego (ang. heat shock proteins, HSP) [68]. HSP peª-
ni¡ funkcj¦ ochronn¡, stabilizuj¡c uszkodzone biaªka oraz wspomagaj¡c ich napraw¦.
Dodatkowo, impuls cieplny prowadzi do zwi¦kszonego wytwarzania reaktywnych form
tlenu, które mog¡ uszkadza¢ lipidy, biaªka oraz DNA, pogª¦biaj¡c stan zapalny i pro-
wadz¡c do dalszych uszkodze« komórek [182].
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Równocze±nie, wzrost temperatury w obr¦bie tkanek mo»e prowadzi¢ do zaburze«
w metabolizmie komórkowym. Szczególnie dotkliwe s¡ efekty zmniejszonej dost¦pno±ci
tlenu i substratów energetycznych, co prowadzi do zakªócenia produkcji ATP oraz
obni»enia aktywno±ci kluczowych szlaków metabolicznych. W kontek±cie nowotworów,
gdzie cz¦sto wyst¦puje ju» niewystarczaj¡ca perfuzja, dodatkowe ograniczenie dost¦pu
tlenu mo»e przyspieszy¢ procesy martwicy [83,212].

W tabeli 2.1 przedstawiono jedn¡ z mo»liwych klasy�kacji efektów termicznych
w tkance pod wpªywem impulsu termicznego.

Tab. 2.1: Efekty termiczne w tkance podczas nagrzewania [148]

Temperatura [◦C] Efekt biologiczny

37 Normotermia

45 Hipertermia

50 Spadek aktywno±ci enzymów i motoryki komórek

60 Denaturacja biaªek i kolagenu, koagulacja

80 Wzrost przepuszczalno±ci bªon komórkowych

100 Parowanie, termiczna dekompozycja (ablacja)

> 100 Zw¦glenie

> 300 Zmniejszenie obj¦to±ci tkanki

Jak wynika z powy»szego opisu, przepªyw biociepªa jest zjawiskiem do±¢ zªo»onym,
a jego modelowanie wymaga uwzgl¦dnienia co najmniej kilku elementów zwi¡zanych
z postaci¡ równania przepªywu biociepªa, warunkami brzegowo-pocz¡tkowymi, funk-
cjami wewn¦trznych ¹ródeª ciepªa, zmianami parametrów tkanki wywoªanych podwy»-
szon¡ temperatur¡ oraz odpowiednim modelem procesu uszkodzenia tkanki.

2.1 Równania przepªywu biociepªa

Transport ciepªa w organizmach »ywych jest zªo»onym procesem, na który wpªywa-
j¡ ró»ne mechanizmy �zyczne, takie jak przewodzenie, konwekcja zwi¡zana z przepªy-
wem krwi oraz generacja ciepªa w wyniku aktywno±ci metabolicznej [38, 76]. W 1948
roku Harry H. Pennes zaproponowaª matematyczny model opisuj¡cy te zjawiska, który
do dzi± stanowi podstaw¦ analizy transportu ciepªa w biologicznych ukªadach [52, 75,
101, 127, 128, 141, 154, 181]. Paraboliczny model Pennesa bazuje na klasycznym rów-
naniu przewodnictwa cieplnego Fouriera, rozszerzonym o dodatkowe czªony zwi¡zane
z wymian¡ ciepªa mi¦dzy tkank¡ a krwi¡. Dla nieustalonego pola temperatury równanie



2. Przepªyw biociepªa 22

to przyjmuje posta¢ [46,127,138,153�155]:

x ∈ Ω : cρ∂T
∂t
= ∇(λ∇T ) +Q (2.1)

gdzie ρ [kg m−3] oznacza g¦sto±¢ tkanki, c [J kg−1 K−1] to ciepªo wªa±ciwe tkanki,
λ [W m−1 K−1] oznacza wspóªczynnik przewodzenia ciepªa tkanki, T = T (x, t) oznacza
temperatur¦ tkanki, x to wektor wspóªrz¦dnych geometrycznych, t to czas, Q = Q(x, t)
[W m−3] reprezentuje wydajno±¢ wewn¦trznych ¹ródeª ciepªa. Ich dokªadna natura za-
le»y od specy�ki analizowanego ukªadu, jednak ogólnie przyjmuje si¦, »e caªkowita ilo±¢
generowanego lub wymienianego ciepªa skªada si¦ z trzech gªównych komponentów:

Q = Qperf +Qmet +Qext (2.2)

gdzie Qmet [W m−3] reprezentuje ciepªo generowane przez metabolizm komórkowy,
Qext [W m−3] odnosi si¦ do zewn¦trznych ¹ródeª ciepªa, takich jak energia dostarczana
w trakcie terapii, które wykorzystuj¡ laser [101], fale elektromagnetyczne [101] lub ul-
trad¹wi¦ki [52], natomiastQperf [W m−3] opisuje wymian¦ ciepªa z krwi¡ przepªywaj¡c¡
przez tkank¦. W modelu Pennesa zale»no±¢ ta wyra»ona jest jako:

Qperf = wρbcb(Tb − T ) (2.3)

gdzie ρb [kg m−3] oraz cb [J kg−1 K−1] oznaczaj¡ odpowiednio g¦sto±¢ i ciepªo wªa±ciwe
krwi, w [s−1] to wspóªczynnik perfuzji, a Tb odpowiada temperaturze krwi w aorcie.
Równanie Pennesa uwzgl¦dnia wpªyw drobnych naczy« krwiono±nych oraz procesów
metabolicznych poprzez odpowiednie funkcje ¹ródeª ciepªa [46, 138, 153] oraz zakªada,
»e temperatura krwi w t¦tnicach pozostaje staªa, natomiast temperatura krwi w »y-
ªach odpowiada temperaturze tkanki. Równanie Pennesa ma jednak istotne ograni-
czenie � nie pozwala na uwzgl¦dnienie wpªywu du»ych, szeroko rozstawionych naczy«
krwiono±nych, które mog¡ istotnie wpªywa¢ na lokalny bilans cieplny [127,131].

W niektórych przypadkach, zwªaszcza przy modelowaniu zewn¦trznych oddziaªy-
wa« cieplnych na tkank¦, które prowadz¡ do szybkiego i stosunkowo du»ego wzrostu
temperatury, klasyczny model Pennesa mo»e nie w peªni oddawa¢ rzeczywiste procesy
�zjologiczne. Alternatyw¡ jest hiperboliczny model przewodnictwa cieplnego, opraco-
wany niezale»nie przez Cattaneo [22] i Vernotte [196], który uwzgl¦dnia sko«czon¡
pr¦dko±¢ propagacji ciepªa, eliminuj¡c problem niesko«czonej szybko±ci rozchodzenia
si¦ energii, charakterystyczny dla klasycznego prawa Fouriera. Dzi¦ki temu lepiej opi-
suje dynamik¦ transportu ciepªa, szczególnie w analizach krótkoterminowych zmian
termicznych zachodz¡cych w tkankach biologicznych. Jego matematyczny zapis przed-
stawia równanie:

x ∈ Ω : cρ
[
∂T

∂t
+ τq

∂2T

∂t2

]
= ∇(λ∇T ) +Q+ τq

∂Q

∂t
(2.4)
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gdzie τq [s] to czas relaksacji, który odzwierciedla opó¹nienie w pojawieniu si¦ strumie-
nia ciepªa, a w konsekwencji opó¹nienie w przewodzeniu ciepªa przez tkank¦.

Rozwini¦ciem modelu Cattaneo-Vernotte (CV) jest model z dwoma czasami opó¹-
nie« (ang. dual-phase lag model, DPL), który wprowadza dodatkowe opó¹nienie w re-
akcji temperatury na zmian¦ strumienia ciepªa [113,114,192,210,217,218]:

x ∈ Ω : cρ
[
∂T

∂t
+ τq

∂2T

∂t2

]
= ∇(λ∇T ) + τT

∂

∂t
[∇(λ∇T )] +Q+ τq

∂Q

∂t
(2.5)

gdzie τT [s] oznacza czas termalizacji, który przedstawia opó¹nienie gradientu tempe-
ratury spowodowane przewodzeniem ciepªa przez struktury o maªych rozmiarach.

Nale»y podkre±li¢, »e przy zaªo»eniu τT = 0 w równaniu (2.5) otrzymujemy rów-
nanie Cattaneo-Vernotte'a, natomiast gdy dodatkowo τq = 0, sprowadza si¦ ono do
klasycznego równania Pennesa. Oznacza to, »e równanie (2.5) stanowi bardziej ogól-
n¡ posta¢ modeli opisuj¡cych przewodnictwo cieplne w tkankach, obejmuj¡c zarówno
równanie (2.4), jak i (2.1) jako szczególne przypadki.

Istotnym wyzwaniem zwi¡zanym z zastosowaniem równania Cattaneo-Vernotte oraz
modelu z dwoma czasami opó¹nie« jest precyzyjne wyznaczenie warto±ci parametrów τq
i τT , które zazwyczaj s¡ okre±lane eksperymentalnie. Mimo tej trudno±ci, oba modele s¡
wykorzystywane w analizie transportu ciepªa w tkankach biologicznych. Równanie CV
wykorzystano m.in. do opisu procesu nagrzewania tkanek [89,140], do analizy nieusta-
lonego przewodnictwa ciepªa w o±rodkach o zmiennych przestrzennie wªa±ciwo±ciach
termicznych [158], a tak»e do modelowania powstawania oparze« skórnych [85, 123].
Z kolei model DPL zastosowano w analizie oddziaªywania promieniowania laserowego
na tkanki biologiczne [217, 218], jak i do opisu procesu zamra»ania tkanek biologicz-
nych [139,146]. Model DPL zastosowano równie» do opisu rozkªadu temperatury w na-
czyniu krwiono±nym i otaczaj¡cej tkance z guzem, uwzgl¦dniaj¡c opó¹nienia przewo-
dzenia ciepªa oraz heterogeniczno±¢ krwi [129]. W literaturze zaproponowano równie»
podej±cia umo»liwiaj¡ce wyznaczenie warto±ci czasów opó¹nie« τq i τT , które znacz¡co
wpªywaj¡ na dokªadno±¢ predykcji modelu [6, 213].

Innym podej±ciem do modelowania transportu ciepªa w tkance biologicznej jest trak-
towanie jej jako o±rodka porowatego, podzielonego na dwie strefy: naczyniow¡ (obej-
muj¡c¡ naczynia krwiono±ne) oraz pozanaczyniow¡ (sam¡ tkank¦) [6,7,213]. W takim
uj¦ciu matematyczny opis zjawiska opiera si¦ na ukªadzie dwóch równa« ró»niczkowych,
które niezale»nie okre±laj¡ rozkªad temperatury w krwi oraz w tkance. Przy przyj¦ciu
odpowiednich zaªo»e« modelowych, mo»na uzyska¢ tzw. uogólnione równanie z dwoma
czasami opó¹nie« (ang. generalized dual-phase lag model, GDPL), w którym uwzgl¦d-
niono czynniki sprz¦»enia oraz czasy opó¹nie« [213]. Do opisu pola temperatury dla obu
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tych podobszarów zastosowano model porowaty z dwoma równaniami [131,137,213]:

x ∈ Ω : (1− ε)ρc∂T
∂t
= (1− ε)λ∇2T + αAGDPL(Tb − T )

+ wρbcb(Tb − T ) + (1− ε)Qmet + (1− ε)Qext
(2.6)

x ∈ Ωb : ερbcb

[
∂Tb
∂t
+∇Tb · u

]
= ελb∇2Tb + αAGDPL(T − Tb)

+ wρbcb(T − Tb) + εQmet,b + εQext,b
(2.7)

gdzie ε to porowato±¢, czyli stosunek obj¦to±ci krwi do caªkowitej obj¦to±ci rozpatry-
wanego obszaru tkanki [105, 130, 211], u [m s−1] oznacza wektor pr¦dko±ci przepªywu
krwi, α [W m−2 K−1] jest wspóªczynnikiem wymiany ciepªa pomi¦dzy krwi¡ a otaczaj¡-
c¡ tkank¡, natomiast AGDPL [m2 m−3] okre±la powierzchni¦ kontaktu mi¦dzy ukªadem
naczyniowym a tkank¡ odniesion¡ do jednostki obj¦to±ci. Indeks dolny b odnosi si¦ do
obszaru naczy« krwiono±nych.

Wspóªczynnik sprz¦»enia de�niuje si¦ jako [137,213]:

G = αAGDPL + wcb (2.8)

Po odpowiednich przeksztaªceniach matematycznych [80, 131, 191] równania (2.6)
oraz (2.7) mo»na zapisa¢ jako jedno równanie, w którym niewiadom¡ jest temperatura
tkanki T :

x ∈ Ω : Ceff

(
∂T

∂t
+ τq

∂2T

∂t2

)
= Λeff

(
∇2T + τT

∂

∂t

[
∇2T

])
+G(Tb − T ) + ε(Qmet,b +Qext,b) + (1− ε)(Qmet +Qext)

+
τqCeff
(1− ε)ρc

[
ε

(
∂Qmet,b
∂t

+
∂Qlas,b
∂t

)
+ (1− ε)

(
∂Qmet
∂t
+
∂Qext
∂t

)] (2.9)

gdzie Ceff [J m−3 K−1] to efektywne ciepªo wªa±ciwe.
Z kolei temperatura krwi Tb okre±lana jest przy u»yciu zale»no±ci [137]:

Tb = T −
ερbcb
G

∂Tb
∂t

(2.10)

Czasy opó¹nie« τq oraz τT w równaniu (2.9) wyra»one s¡ poprzez [213]:

τq =
ε(1− ε)ρcρbcb

GCeff
(2.11)

τT =
ε(1− ε)λρbcb

GΛeff
(2.12)
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gdzie:
Λeff = ελb + (1− ε)λ (2.13)

Ceff = ερbcb + (1− ε)ρc (2.14)

Na podstawie teorii o±rodków porowatych opracowano równie» model trójtempera-
turowy, który w sposób analogiczny do modelu dwutemperaturowego opisanego równa-
niami (2.6) i (2.7) opiera si¦ na trzech równaniach przewodnictwa ciepªa [6,12,93,147].
Opisuj¡ one rozkªad temperatury w tkance, krwi t¦tniczej oraz krwi »ylnej. Parametry
modelu, takie jak czasy relaksacji oraz wspóªczynniki sprz¦»enia, zostaªy okre±lone na
podstawie wªa±ciwo±ci strukturalnych tkanek mi¦kkich, w tym ±rednic naczy« krwiono-
±nych, pr¦dko±ci perfuzji krwi oraz wspóªczynników wymiany ciepªa mi¦dzy naczyniami
krwiono±nymi a otaczaj¡c¡ je tkank¡. Tak skonstruowany model umo»liwia odwzoro-
wanie procesów wymiany ciepªa w organizmach »ywych w sposób uwzgl¦dniaj¡cy ich
zªo»on¡, wieloskalow¡ natur¦.

Równanie Pennesa zostaªo wybrane w niniejszej pracy jako model opisuj¡cy trans-
port ciepªa w tkankach biologicznych ze wzgl¦du na jego szerokie zastosowanie i ugrun-
towan¡ pozycj¦ w literaturze naukowej. Pomimo pewnych ogranicze«, takich jak za-
ªo»enie natychmiastowej propagacji ciepªa, równanie Pennesa pozostaje podstawowym
narz¦dziem w analizie przepªywu biociepªa, zwªaszcza w badaniach dotycz¡cych hi-
pertermii terapeutycznej, kriochirurgii oraz oceny wpªywu czynników zewn¦trznych
na temperatur¦ tkanek. Model ten uwzgl¦dnia mechanizmy wymiany ciepªa, takie jak
przewodnictwo cieplne, metabolizm oraz efekt perfuzji krwi, co pozwala na odwzoro-
wanie procesów termicznych w organizmach »ywych. Jego stosunkowo prosta forma
matematyczna uªatwia implementacj¦ numeryczn¡ i interpretacj¦ wyników, co czyni je
praktycznym wyborem w modelowaniu procesów cieplnych w kontek±cie prowadzonych
bada«.

W kontek±cie rozwi¡zywania równa« przepªywu ciepªa w tkankach biologicznych,
konieczne jest zastosowanie odpowiednich warunków pocz¡tkowych i brzegowych. W za-
le»no±ci od charakterystyki badanego ukªadu, wybór warunków brzegowych ma kluczo-
we znaczenie dla uzyskania prawidªowego rozwi¡zania. Jako warunki brzegowe stosuje
si¦ warunki Dirichleta, Neumanna i Robina. Warunek Dirichleta zakªada, »e tempera-
tura na brzegu obszaru przyjmuje zadan¡, ustalon¡ warto±¢ [23, 142]:

x ∈ Γ1 : T = T0, (2.15)

gdzie T0 oznacza znane pole temperatury.
Warunek Neumanna de�niuje przypadek, w którym na brzegu obszaru zadany jest

strumie« ciepªa [23,142]:

x ∈ Γ2 : q = −λ∇T · n = q0 (2.16)
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gdzie q0 [W m−2] to dystrybucja strumienia ciepªa, a n jest wektorem normalnym do
powierzchni brzegu.

Ostatni z cz¦sto stosowanych warunków brzegowych to warunek Robina, który sta-
nowi poª¡czenie warunków Dirichleta i Neumanna. Jest on wykorzystywany, gdy za-
chodzi wymiana ciepªa pomi¦dzy badan¡ tkank¡ a jej otoczeniem [23,142]:

x ∈ Γ3 : q = −λ∇T · n = α(T − Tamb) (2.17)

gdzie Tamb to temperatura otoczenia.
Zmody�kowany warunek brzegowy Robina, który uwzgl¦dnia zarówno emisyjno±¢

powierzchni, jak i efekt parowania, jest stosowany, gdy promieniowanie cieplne i odpa-
rowywanie substancji znacz¡co wpªywaj¡ na bilans energetyczny ukªadu. Ze wzgl¦du
na zale»no±¢ od czwartej pot¦gi temperatury, warunek ten przyjmuje posta¢ nielinio-
w¡ [12,23,37]:

x ∈ Γ3 : q = α(T − Tamb) + εemsσSB(T 4 − T 4amb) + qevp (2.18)

gdzie qevp [W m−2] to strumie« ciepªa wynikaj¡cy z parowania powierzchni, εems ozna-
cza emisyjno±¢ powierzchni, σSB [W m−2 K−4] to staªa Stefana-Boltzmana (σSB =
5.67·10−8).

Warunek brzegowy czwartego rodzaju, zwany równie» warunkiem idealnego kon-
taktu, opisuje ci¡gªo±¢ temperatury oraz strumienia cieplnego na styku dwóch ró»nych
podobszarów. W odniesieniu do tkanek biologicznych sytuacja taka ma miejsce np.
w tkance skórnej, która jest struktur¡ wielowarstwow¡ (naskórek, skóra wªa±ciwa, war-
stwa podskórna) [63, 188]. Stosuje si¦ go w sytuacjach, gdy dwa materiaªy o ró»nych
wªa±ciwo±ciach termicznych stykaj¡ si¦ ze sob¡, a wymiana ciepªa zachodzi na ich
wspólnej granicy [23,142]:

x ∈ Γj,j+1 :

 Tj = Tj+1

−λj∇Tj · n = −λj+1∇Tj+1 · n
(2.19)

W przypadku rozpatrywania nieustalonego przepªywu biociepªa nale»y uwzgl¦dni¢
równie» warunki pocz¡tkowe. Wymagaj¡ one znajomo±ci rozkªadu temperatury w ca-
ªym obszarze w chwili pocz¡tkowej t = 0, co mo»na zapisa¢ jako:

t = 0 : T = Tinit (2.20)

gdzie Tinit oznacza pocz¡tkow¡ temperatur¦ w danym o±rodku.
Dodatkowo, w przypadku równa« opisuj¡cych przepªyw biociepªa z uwzgl¦dnieniem

czasów opó¹nie«, zakªada si¦, »e [121,213]:

t = 0 :
∂T

∂t
= 0 (2.21)

Warunek ten odzwierciedla zaªo»enie o pocz¡tkowej równowadze dynamicznej ukªa-
du przed rozpocz¦ciem procesu przewodzenia ciepªa.
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2.2 Parametry termo�zyczne tkanki

Parametry termo�zyczne tkanek biologicznych odgrywaj¡ wa»n¡ rol¦ w modelo-
waniu procesów wymiany ciepªa, szczególnie w kontek±cie terapii termicznych, takich
jak ablacja cieplna czy leczenie nowotworów za pomoc¡ laserów. Do najwa»niejszych
parametrów nale»¡ wspóªczynnik przewodzenia ciepªa, obj¦to±ciowe ciepªo wªa±ciwe,
pr¦dko±¢ perfuzji krwi oraz skªadnik metaboliczny, które zmieniaj¡ si¦ wraz z tem-
peratur¡, wpªywaj¡c na dynamik¦ transportu energii w tkance. Liczne badania eks-
perymentalne przeprowadzone na ró»nych gatunkach ssaków i dla ró»nych rodzajów
tkanek potwierdziªy, »e parametry termo�zyczne wykazuj¡ istotn¡ zale»no±¢ od tem-
peratury [117,144,179]. Równie» w niniejszej pracy uwzgl¦dniono wpªyw temperatury
na przewodnictwo cieplne oraz obj¦to±ciowe ciepªo wªa±ciwe w odniesieniu do tkanki
ludzkiej.

Przewodnictwo cieplne tkanki λ okre±la jej zdolno±¢ do transportu ciepªa i zale»y
zarówno od temperatury, jak i od jej skªadu. W artykule [149] omówiono modelowa-
nie przewodno±ci cieplnej tkanek w kontek±cie leczenia nowotworów za pomoc¡ terapii
laserowej. Gra�czne przedstawienie tej zale»no±ci znajduje si¦ na rysunku 2.1, nato-
miast jej matematyczny opis przedstawia poni»sze równanie (wymagana temperatura
w Kelwinach):

λ(T ) = 0.6489 + 0.0427 arc tg [0.0252 · (T − 315.314)]
[
Wm−1K−1

]
(2.22)

Rys. 2.1: Zale»no±¢ wspóªczynnika przewodzenia ciepªa od temperatury [149]

Podobnie, obj¦to±ciowe ciepªo wªa±ciwe C = cρ (iloczyn ciepªa wªa±ciwego i g¦sto-
±ci) okre±la zdolno±¢ tkanki do magazynowania ciepªa. W niniejszej pracy wykorzystano
zale»no±¢ przedstawion¡ w [60], w której pojemno±¢ cieplna jest funkcj¡ przewodnictwa
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cieplnego. Wybór tej zale»no±ci wynika z jej empirycznego odniesienia do tkanki ludz-
kiej. Wykres ilustruj¡cy t¦ zale»no±¢ znajduje si¦ na rysunku 2.2, a jej matematyczny
opis okre±la równanie:

C(λ) = (3.385λ+ 2.17) · 106
[
Jm−3K−1

]
(2.23)

Rys. 2.2: Zale»no±¢ obj¦to±ciowego ciepªa wªa±ciwego od przewodno±ci cieplnej [60]

W modelowaniu transportu ciepªa w tkankach biologicznych mo»na przyjmowa¢,
»e obj¦to±ciowe ciepªo wªa±ciwe nie zale»y bezpo±rednio od temperatury, lecz od prze-
wodno±ci cieplnej. Takie podej±cie wynika zarówno z analizy eksperymentalnych danych
pomiarowych, jak i z wªa±ciwo±ci �zycznych tkanek. Badania wykazaªy, »e w przypad-
ku wielu tkanek, zwªaszcza tych o wysokiej zawarto±ci wody, istnieje silna korelacja
pomi¦dzy przewodno±ci¡ ciepln¡ a dyfuzyjno±ci¡ termiczn¡ [60]. Oznacza to, »e zmia-
ny przewodno±ci cieplnej mog¡ by¢ skutecznie wykorzystywane do okre±lenia obj¦to-
±ciowego ciepªa wªa±ciwego, bez konieczno±ci wprowadzania dodatkowej zale»no±ci od
temperatury. Taka zale»no±¢ wynika bezpo±rednio z de�nicji dyfuzyjno±ci termicznej
a [m2 s−1], która jest okre±lona jako [60,117,179]:

a =
λ

C
(2.24)

Podej±cie, którego przykªadem jest funkcja (2.23) pozwala na bardziej precyzyjne
odzwierciedlenie procesów wymiany ciepªa w ró»nych typach tkanek. Umo»liwia rów-
nie» lepsze dopasowanie wyników symulacji do danych eksperymentalnych, zwªaszcza
w przypadku tkanek takich jak trzustka, tkanka mózgowa czy mi¦±nie szkieletowe, dla
których zale»no±¢ przewodno±ci cieplnej od temperatury zostaªa potwierdzona w ba-
daniach.
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2.3 Modelowanie termicznego uszkodzenia tkanki

Wwielu przypadkach modelowania przepªywu biociepªa staje si¦ niezb¦dne uwzgl¦d-
nienie uszkodzenia termicznego tkanki w wyniku podwy»szonej temperatury, przy czym
mo»e to by¢ zwi¡zane zarówno z niekontrolowanym (jak w przypadku oparze« termicz-
nych) jak i z kontrolowanym (ró»ne przypadki termoterapii) oddziaªywaniem termicz-
nym. Dotyczy to wi¦c w szczególno±ci zada«, w których po»¡dana jest odpowied¹ na
pytanie, czy i po jakim czasie nast¡piªa termiczna destrukcja tkanki, jak równie» za-
da«, w których konieczne lub celowe staje si¦ uwzgl¦dnienie zmian warto±ci parametrów
tkanki w wyniku post¦puj¡cego uszkodzenia termicznego.

Jednym z podej±¢ do matematycznego modelowania zmian w strukturze tkanki jest
zastosowanie caªki Arrheniusa (ang. Arrhenius integral, injury/damage integral). For-
muªa ta, opracowana w 1884 roku przez szwedzkiego chemika Svantego Arrheniusa,
sªu»y do opisu zale»no±ci mi¦dzy temperatur¡ a szybko±ci¡ reakcji chemicznych, a jego
zastosowanie w kontek±cie tkanki biologicznej, pozwala na uwzgl¦dnienie wpªywu pod-
wy»szonej temperatury na procesy destrukcyjne zachodz¡ce w komórkach, co mo»na
wyrazi¢ w postaci [3, 80,101,113,153]:

Arr(x, t) = A
∫ tF
0
exp

[
− E

RT (x, t)

]
dt (2.25)

gdzie A [s−1] to wspóªczynnik zderze« efektywnych, R [J mol−1 K−1] to uniwersalna sta-
ªa gazowa (R = 8.314472), E [J mol−1] oznacza energi¦ aktywacji, T [K] temperatur¦,
tF to czas ko«cowy analizy.

Przyjmuje si¦, »e nieodwracalne zniszczenie tkanki nast¡piªo, gdy:

Arr(x, t) ­ 1 (2.26)

A stopie« zniszczenia tkanki w wyniku oddziaªywania termicznego odpowiada udzia-
ªowi zniszczonych komórek w caªkowitej obj¦to±ci tkanki FD, co jest wyra»one jako [76]:

FD(x, t) =
ccell,0 − ccell(t)

ccell,0
= 1− exp (−Arr(x, t)) (2.27)

gdzie ccell,0 oznacza pocz¡tkow¡ koncentracj¦ zdrowych komórek, natomiast ccell(t) to
koncentracja komórek po czasie t, rozumianym jako czas oddziaªywania cieplnego. Jak
wynika z powy»szej zale»no±ci, dla warto±ci progowej Arr = 1, 63% komórek jest
trwale i nieodwracalnie uszkodzonych termicznie. Warto równie» zauwa»y¢, »e stopie«
uszkodzenia tkanki na poziomie 99% jest uzyskiwany dla warto±ci Arr = 4.6, co równie»
jest czasami stosowanym kryterium.

Cech¡ modelu Arrheniusa jest to, »e wyznaczone uszkodzenie termiczne jest nieod-
wracalne, poniewa» warto±¢ caªki zawsze b¦dzie rosn¡¢, lub pozostawa¢ na tym samym
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poziomie. Z drugiej strony, wiadomo, »e w rzeczywistej tkance biologicznej, zwªaszcza
w przypadku umiarkowanych wzrostów temperatury, mo»e w naturalny sposób ust¡-
pi¢. Niew¡tpliwie jest to pewien mankament tego modelu, co jednak nie przeszkadza
w tym, aby byª to najszerzej stosowany model uszkodzenia termicznego tkanki. W li-
teraturze pojawiaj¡ si¦ propozycje metod wspóªpracuj¡cych z modelem Arrheniusa,
w rodzaju algorytmu ust¦powania uszkodzenia termicznego tkanki (ang. tissue thermal

injury withdrawal algorithm, TTIW) [76,81]. S¡ te» prace, w których postulowane jest
uwzgl¦dnianie dodatkowego wspóªczynnika wpªywaj¡cego na powrót tkanki do stanu
natywnego, a wynikaj¡cego z obecno±ci tlenu w tkance [40,42].

Parametry caªki Arrheniusa (A i E) s¡ wyznaczane zawsze razem. W tabeli 2.2
zamieszczono przykªadowe warto±ci tych parametrów, które najcz¦±ciej pojawiaj¡ si¦
w literaturze.

Tab. 2.2: Warto±ci parametrów A i E dla ró»nych tkanek [63,185]

Tkanka A [s−1] E [J mol−1]

W¡troba 7.39·1039 2.58·105

Skóra 1.80·1051 3.27·105

Martwe komórki 2.98·1080 5.06·105

Tkanka z naczyniami wªosowatymi 1.98·10106 6.67·105

Naskórek 3.10·1098 6.20·105

Aorta 5.60·1063 4.30·105

Skoagulowane biaªko 7.39·1037 2.58·105

Jak wida¢, warto±ci parametrów A i E s¡ silnie uzale»nione od rodzaju analizo-
wanej tkanki, co podkre±la znaczenie indywidualnych bada« eksperymentalnych dla
ró»nych typów tkanek biologicznych. Proces ten opiera si¦ na poddaniu próbek tkanki
dziaªaniu staªej temperatury przez okre±lony czas τdamage, który odpowiada progowi jej
zniszczenia. Wówczas wzór caªkowy przyjmuje posta¢:

1 = τdamageA exp
[
− E

RT (x)

]
(2.28)

gdzie warto±¢ 1 wynika z kryterium martwicy komórkowej.
Aby umo»liwi¢ analityczne wyznaczenie parametrów A i E, powy»sz¡ zale»no±¢

logarytmuje si¦ obustronnie:

ln(1) = ln(τdamage) + ln(A) + ln
(
exp

[
− E

RT (x)

])
(2.29)
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co upraszcza si¦ do:

0 = ln(τdamage) + ln(A)−
E

RT (x)
(2.30)

Ostatecznie otrzymujemy zale»no±¢ liniow¡ [204]:

ln(τdamage) =
E

R
· 1
T (x)

− ln(A) (2.31)

Na podstawie danych eksperymentalnych konstruuje si¦ wykres ln(τdamage) w funk-
cji 1/T (x), z którego mo»na odczyta¢ warto±ci wspóªczynników E/R oraz ln(A) (Rys.
2.3). W ten sposób uzyskuje si¦ empiryczne dopasowanie parametrów modelu Arrheniu-
sa, umo»liwiaj¡ce precyzyjne modelowanie wpªywu temperatury na degradacj¦ tkanek
biologicznych.

Rys. 2.3: Wykres czasu ekspozycji ln(τdamage) w funkcji odwrotnej temperatury tkanki

1/T (x) [63, 204]

Jednym z parametrów tkanki biologicznej jest wspóªczynnik perfuzji w, który mo»e
by¢ traktowany jako pewien wska¹nik uszkodzenia termicznego tkanki. Jedn¡ z obec-
nych w literaturze funkcji wi¡»¡cych warto±¢ caªki Arrheniusa z warto±ci¡ perfuzji jest
do±wiadczalna funkcja zaproponowana przez Abrahama i Sparrowa [3]:

w(Arr) =



w0, Arr = 0

(1 + 25Arr − 260Arr2)w0, 0 < Arr ¬ 0.1
(1− Arr)w0, 0.1 < Arr ¬ 1
0, Arr > 1

(2.32)

gdzie w0 to pocz¡tkowa warto±¢ perfuzji, dla tkanki w stanie normotermii.
Interpretacja tej zale»no±ci wskazuje, »e dla niewielkich warto±ci Arr (od 0 do 0.1)

dochodzi do rozszerzenia naczy« krwiono±nych, co mo»e stanowi¢ mechanizm kompen-
sacyjny organizmu wobec rosn¡cej temperatury. W zakresie Arr od 0.1 do 1, perfu-
zja stopniowo maleje, co ±wiadczy o narastaj¡cych uszkodzeniach termicznych naczy«.
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Natomiast gdy warto±¢ Arr przekroczy jeden, perfuzja caªkowicie ustaje, co oznacza
wyst¡pienie trwaªego uszkodzenia termicznego tkanki.

Na rysunku 2.4 przedstawiono przebieg caªki Arrheniusa oraz odpowiadaj¡c¡ mu
krzyw¡ zmiany wspóªczynnika perfuzji obliczonego na podstawie funkcji (2.32).

Rys. 2.4: Przebieg caªki Arrheniusa oraz wspóªczynnika perfuzji w(Arr)



3. Oddziaªywanie ±wiatªa na tkank¦

biologiczn¡

Oddziaªywanie promieniowania ±wietlnego, w tym wi¡zki laserowej, z tkank¡ bio-
logiczn¡ stanowi zªo»ony proces �zykochemiczny, który mo»e prowadzi¢ do szeregu
efektów biologicznych, zale»nych od parametrów ±wiatªa oraz wªa±ciwo±ci optycznych
o±rodka biologicznego. Do podstawowych mechanizmów �zycznych opisuj¡cych propa-
gacj¦ ±wiatªa w tkance nale»¡: absorpcja, rozpraszanie, odbicie, zaªamanie i transmisja.
Ka»dy z tych procesów wpªywa na gª¦boko±¢ penetracji promieniowania, przestrzenny
rozkªad energii oraz rodzaj wywoªywanej reakcji biologicznej.

Absorpcja energii ±wietlnej przez tkank¦ wi¡»e si¦ bezpo±rednio z obecno±ci¡ chro-
moforów, takich jak melanina, hemoglobina, bilirubina czy woda, które selektywnie po-
chªaniaj¡ ±wiatªo w zale»no±ci od dªugo±ci fali [73]. Proces ten jest zasadniczo zwi¡zany
z drganiami cz¡steczek medium absorbuj¡cego, które po pochªoni¦ciu energii promie-
niowania elektromagnetycznego przechodz¡ w stan wzbudzony. W wyniku tego zjawiska
energia ±wiatªa zamieniana jest na ciepªo, co prowadzi do lokalnego wzrostu temperatu-
ry oraz zmniejszenia intensywno±ci fali elektromagnetycznej w miar¦ jej przechodzenia
przez medium [205]. Absorpcja odgrywa kluczow¡ rol¦ w powstawaniu efektów fototer-
micznych, a tak»e w zjawiskach fotochemicznych i fotoablacyjnych.

Selektywno±¢ absorpcji promieniowania przez tkanki biologiczne wynika z obecno±ci
ró»nych chromoforów, których charakterystyki absorpcyjne s¡ silnie zale»ne od dªugo±ci
fali. W pa±mie ultra�oletu (100 nm ÷ 380 nm) oraz ±wiatªa widzialnego (380 nm ÷
780 nm) gªównymi substancjami absorbuj¡cymi s¡ biaªka i pigmenty biologiczne, takie
jak melanina czy hemoglobina. Natomiast w zakresie podczerwieni (780 nm ÷ 1 mm),
dominuj¡cym absorbentem staje si¦ woda. Wªa±nie w zakresie od okoªo 600 nm do 1200
nm absorpcja i rozpraszanie przez wi¦kszo±¢ skªadników tkanki jest relatywnie niskie, co
umo»liwia gª¦bsz¡ penetracj¦ promieniowania. Ten przedziaª dªugo±ci fali jest okre±lany
jako "okno biologiczne" lub "okno terapeutyczne". Zostaªo ono zaznaczone kolorem
»óªtym na rysunku 3.1, który przedstawia widmo absorpcyjne wybranych chromoforów
biologicznych.
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Rys. 3.1: Widmo absorpcyjne wody, melaniny i hemoglobiny

Rozpraszanie ±wiatªa w tkance wynika z jej strukturalnej niejednorodno±ci, obec-
no±ci komórek, organelli, wªókien kolagenowych czy granic mi¦dzy ró»nymi o±rodkami.
Powoduje to zmian¦ kierunku propagacji promieniowania, bez konieczno±ci zmiany je-
go energii. Rozpraszanie mo»e by¢ wielokrotne i zale»y od rozmiaru oraz refrakcyjnego
kontrastu elementów rozpraszaj¡cych wzgl¦dem otaczaj¡cego medium [190]. Jego efek-
tem jest rozmycie wi¡zki i redystrybucja energii w obj¦to±ci tkanki, co znacznie wpªywa
na skuteczno±¢ penetracji ±wiatªa do gª¦biej poªo»onych struktur.

Z kolei odbicie ±wiatªa zachodzi na granicach mi¦dzy o±rodkami o ró»nych wspóª-
czynnikach zaªamania, np. pomi¦dzy powietrzem a powierzchni¡ skóry, co mo»e skut-
kowa¢ znaczn¡ utrat¡ energii jeszcze przed wnikni¦ciem wi¡zki do wn¦trza tkanki.
Zaªamanie (refrakcja) prowadzi natomiast do zmiany kierunku propagacji promienio-
wania w zwi¡zku z przechodzeniem przez o±rodki o ró»nej g¦sto±ci optycznej. Wreszcie,
transmisja odnosi si¦ do ilo±ci ±wiatªa, która przenika przez dan¡ warstw¦ biologiczn¡,
co w du»ym stopniu zale»y od dªugo±ci fali � promieniowanie bliskiej podczerwieni ce-
chuje si¦ relatywnie du»¡ zdolno±ci¡ penetracji w gª¡b tkanek, w przeciwie«stwie do
promieniowania o mniejszej dªugo±ci fali (np. ultra�oletowego), które ulega silniejszej
absorpcji i rozpraszaniu [73].

W zale»no±ci od wªa±ciwo±ci wi¡zki ±wiatªa, takich jak moc, dªugo±¢ fali, czas trwa-
nia impulsu czy tryb emisji, oraz od charakterystyki optycznej tkanki, ±wiatªo mo»e
wywoªywa¢ ró»ne efekty biologiczne. Wyró»nia si¦ m.in.:

• Efekty fotochemiczne, które odgrywaj¡ istotn¡ rol¦ w procesach takich jak foto-
biomodulacja czy terapia fotodynamiczna. W terapii tej, zastosowanie znajduje
selektywna aktywacja fotosensybilizatorów, które po na±wietleniu ±wiatªem o od-
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powiedniej dªugo±ci fali generuj¡ reaktywne formy tlenu, prowadz¡c do selektyw-
nego niszczenia komórek patologicznych, np. nowotworowych [8, 43].

• Efekty fototermiczne, wykorzystuj¡ce lokalne podgrzewanie tkanki w wyniku ab-
sorpcji promieniowania. Znajduj¡ one zastosowanie w koagulacji, waporyzacji czy
termolizie naczy« krwiono±nych [164] (por. rozdziaª 2).

• Efekty fotoablacyjne polegaj¡ na precyzyjnym usuwaniu tkanek w wyniku oddzia-
ªywania wysokoenergetycznych impulsów ±wietlnych, zazwyczaj o bardzo krótkim
czasie trwania (np. femtosekundowym) i wysokiej intensywno±ci. Proces ten za-
chodzi bez istotnego uszkodzenia termicznego otaczaj¡cych struktur i jest szcze-
gólnie wykorzystywany w chirurgii refrakcyjnej oka oraz w zabiegach dermatolo-
gicznych, takich jak usuwanie zmian skórnych [72].

• Efekty fotojonizacyjne wyst¦puj¡ w wyniku dziaªania ultrakrótkich impulsów la-
serowych o bardzo wysokiej energii, które prowadz¡ do wielofotonowej jonizacji
cz¡steczek oraz powstania plazmy w obr¦bie tkanki. Proces ten mo»e skutkowa¢
gwaªtown¡ ekspansj¡ materiaªu i wytworzeniem fali uderzeniowej, co z kolei pro-
wadzi do mechanicznych uszkodze« tkanek. Efekty te wykorzystywane s¡ m.in.
w mikrochirurgii, usuwaniu kamieni nerkowych oraz stomatologii [198].

Zdolno±¢ ±wiatªa do wywoªywania powy»szych efektów wykorzystywana jest w licz-
nych dziedzinach medycyny, takich jak dermatologia, onkologia, okulistyka, stomato-
logia czy chirurgia. Precyzyjne dopasowanie parametrów ¹ródªa ±wiatªa do wªa±ciwo±ci
tkanki oraz oczekiwanego efektu terapeutycznego pozwala na uzyskanie wysokiej selek-
tywno±ci dziaªania przy minimalizacji uszkodze« otaczaj¡cych, zdrowych tkanek.

3.1 Parametry optyczne tkanki

Charakterystyka oddziaªywania ±wiatªa z tkank¡ biologiczn¡ jest ±ci±le determi-
nowana przez jej wªa±ciwo±ci optyczne. Podstawowymi parametrami optycznymi s¡:
wspóªczynnik absorpcji, wspóªczynnik rozpraszania oraz wspóªczynnik anizotropii roz-
praszania.

Wspóªczynnik absorpcji µa [cm−1] okre±la prawdopodobie«stwo pochªoni¦cia fotonu
przez tkank¦ na jednostk¦ dªugo±ci drogi. Pochªoni¦ta energia mo»e zosta¢ zamieniona
na ciepªo lub wykorzystana w procesach fotochemicznych. Poniewa» jednak ±wiatªo
w tkance ulega nie tylko absorpcji, lecz równie» rozpraszaniu, dla peªniejszego opisu
propagacji promieniowania w o±rodku wprowadza si¦ caªkowity wspóªczynnik tªumienia
µt [cm−1], b¦d¡cy sum¡ obu zjawisk [30]:

µt = µa + µs (3.1)
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�rednia droga swobodna fotonów mi¦dzy kolejnymi zdarzeniami absorpcji lub roz-
praszania opisana jest przez odwrotno±¢ tego wspóªczynnika:

δt =
1
µt

(3.2)

Pomocnym parametrem ilustruj¡cym wzgl¦dny udziaª absorpcji i rozpraszania w tªu-
mieniu ±wiatªa w tkance jest optyczne albedo aoptic [205]:

aoptic =
µs
µt
=

µs
µa + µs

(3.3)

Dla o±rodków silnie absorbuj¡cych albedo przyjmuje warto±ci bliskie zeru, nato-
miast w przypadku dominuj¡cego rozpraszania d¡»y do jedno±ci. W sytuacji, gdy oba
wspóªczynniki s¡ porównywalne, albedo wynosi okoªo 0.5. W tzw. "oknie terapeutycz-
nym" (600 nm ÷ 1200 nm), warto±ci albedo s¡ zazwyczaj wysokie, co sprzyja gª¦bszej
penetracji promieniowania w gª¡b tkanki.

Wspóªczynnik rozpraszania µs [cm−1] okre±la cz¦sto±¢ zmiany kierunku propagacji
fotonów w wyniku oddziaªywa« z mikroskopowymi niejednorodno±ciami, takimi jak
organelle komórkowe, bªony komórkowe czy wªókna kolagenowe [190]. W wi¦kszo±ci
tkanek biologicznych rozpraszanie ma charakter silnie anizotropowy, co oznacza, »e
fotony s¡ preferencyjnie rozpraszane w kierunku zgodnym z kierunkiem pierwotnym.
Wªa±ciwo±¢ t¦ opisuje wspóªczynnik anizotropii g, który przyjmuje warto±ci od −1
(rozpraszanie wsteczne) do +1 (rozpraszanie w przód), przy czym g = 0 oznacza roz-
praszanie izotropowe. W tkankach biologicznych warto±ci g mieszcz¡ si¦ w zakresie
0.7 ÷ 0.99 [148,205].

Ze wzgl¦du na wysok¡ anizotropowo±¢ rozpraszania, cz¦sto stosuje si¦ zredukowa-
ny wspóªczynnik rozpraszania µ′s [cm

−1], który uwzgl¦dnia kierunkowo±¢ propagacji
±wiatªa:

µ′s = µs(1− g) (3.4)

W przypadkach, gdy ±wiatªo ulega wielokrotnemu rozpraszaniu, bardziej adekwat-
nym parametrem ni» µt jest efektywny wspóªczynnik tªumienia µeff , który lepiej od-
daje zachowanie promieniowania w gª¦bszych warstwach tkanki. Dla o±rodków silnie
rozpraszaj¡cych i sªabo absorbuj¡cych, mo»na go oszacowa¢ ze wzoru:

µeff =
√
3µa(µa + µ′s) =

√
3µa(µa + µs(1− g)) (3.5)

Z kolei gª¦boko±¢ penetracji ±wiatªa δp de�niuje si¦ jako odwrotno±¢ efektywnego
wspóªczynnika tªumienia:

δp =
1

µeff
(3.6)

Podobnie jak w przypadku parametrów termo�zycznych tkanki, parametry optycz-
ne mog¡ zmienia¢ swoj¡ warto±¢ w wyniku podwy»szonej temperatury lub uszkodzenia
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termicznego. Na ogóª przyjmuje si¦, »e w takim przypadku zmianie (wzrostowi) ule-
ga warto±¢ wspóªczynnika rozpraszania, podczas, gdy warto±¢ wspóªczynnika absorpcji
pozostaje na staªym, lub zbli»onym do staªego poziomie. Spo±ród dost¦pnych w litera-
turze funkcji zwi¡zanych z takimi zmianami [108, 148, 163, 166] warta szczególnie jest
uwagi zaproponowana przez Glenn i wspóªautorów [54] funkcja wi¡»¡ca warto±¢ zredu-
kowanego wspóªczynnika rozpraszania z warto±ci¡ caªki Arrheniusa (rys. 3.2, przyj¦to
µ′s,nat = 10 [cm−1], µ′s,den = 40 [cm−1]):

µ′s(Arr) = µ
′
s,nat exp(−Arr) + µ′s,den[1− exp(−Arr)] (3.7)

gdzie µ′s,nat i µ
′
s,den to zredukowane wspóªczynniki rozpraszania dla tkanki zdrowej (nat)

i uszkodzonej termicznie (den).

Rys. 3.2: Przebieg zredukowanego wspóªczynnika rozpraszania µ′s(Arr)

3.2 Model propagacji ±wiatªa w tkankach

Modelowanie propagacji ±wiatªa w tkankach biologicznych stanowi istotny element
analiz �zyko-optycznych w medycynie i biologii, szczególnie w kontek±cie procedur
diagnostycznych i terapeutycznych wykorzystuj¡cych ±wiatªo. Jego celem jest oszaco-
wanie rozkªadu nat¦»enia promieniowania w o±rodku biologicznym, uwzgl¦dniaj¡c jego
wªa±ciwo±ci optyczne, a w szczególno±ci absorpcj¦ oraz rozpraszanie. W kontek±cie za-
stosowa« biomedycznych rozkªad ten rozdziela si¦ zazwyczaj na dwie gªówne skªadowe:
nierozproszon¡ oraz rozproszon¡.

�ródªo promieniowania, takie jak laser, generuje wewn¦trzny skªadnik ¹ródªowy
Qlas (por. rozdziaª 2.1), który opisuje si¦ jako iloczyn wspóªczynnika absorpcji µa i caª-
kowitego nat¦»enia promieniowania φ [Wm−2] [30, 95]:

Qlas = µaφ (3.8)
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Caªkowite nat¦»enie promieniowania mo»na zapisa¢ jako sum¦ skªadowych: nieroz-
proszonej φc [Wm−2] i rozproszonej φd [Wm−2]:

φ = φc + φd (3.9)

Skªadowa nierozproszona odpowiada za tªumienie promieniowania zgodnie z pra-
wem Beer-Lamberta, które opisuje spadek intensywno±ci ±wiatªa przechodz¡cego przez
o±rodek absorbuj¡cy i rozpraszaj¡cy [95,113]:

φc = φ0 exp(−µtx) (3.10)

gdzie φ0 oznacza powierzchniowe nat¦»enie promieniowania (irradacj¦), x to wspóª-
rz¦dna w obszarze tkanki. Nale»y jednak pami¦ta¢, »e prawo Beer-Lamberta jest do-
kªadne jedynie dla ±wiatªa nierozproszonego i w o±rodkach silnie rozpraszaj¡cych jego
zastosowanie jest ograniczone. Dla wi¦kszo±ci tkanek biologicznych, w których udziaª
rozpraszania znacznie przewy»sza absorpcj¦, skªadowa rozproszona dominuje. W takich
przypadkach do opisu propagacji ±wiatªa stosuje si¦ równanie transportu radiacyjne-
go (ang. radiative transfer equation). Równanie to uwzgl¦dnia zmienno±¢ nat¦»enia
promieniowania wzgl¦dem poªo»enia i kierunku propagacji oraz procesy rozpraszania
i absorpcji. Ma ono posta¢ [30,41,205,216]:

dJ(r, s)
ds

= −µtJ(r, s) +
µt
4π

∫
4π
p(s, s′)J(r, s′) dω′ (3.11)

gdzie J(r, s) [W cm−2 sr−1] to radiancja, czyli nat¦»enie promieniowania w punkcie
r w kierunku s na jednostkowy k¡t bryªowy dω′. Funkcja p(s, s′) to funkcja fazowa
rozpraszania, okre±laj¡ca prawdopodobie«stwo, »e promieniowanie rozproszone z kie-
runku s′ zostanie przekierowane w kierunek s. Równanie to ma charakter caªkowo-
ró»niczkowy i jego bezpo±rednie rozwi¡zanie dla o±rodków charakteryzuj¡cych si¦ du»¡
niejednorodno±ci¡ i silnym rozpraszaniem, jest zwykle obci¡»one znacznymi kosztami
obliczeniowymi. W zwi¡zku z tym stosuje si¦ metody przybli»one.

Najcz¦±ciej wykorzystywanym przybli»eniem jest równanie dyfuzji optycznej, któ-
re pozwala na uproszczony opis przestrzennego rozkªadu skªadowej rozproszonej przy
zaªo»eniu, »e rozpraszanie znacz¡co dominuje nad absorpcj¡ (µ′s ≫ µa) [30, 39,74,95]:

r ∈ Ω : D∇2φd − µaφd + µ′sφc = 0 (3.12)

gdzie D oznacza wspóªczynnik dyfuzji.
Wspóªczynnik dyfuzji D zale»y od caªkowitego efektywnego wspóªczynnika tªumie-

nia i wyra»a si¦ wzorem [57]:

D =
1
3µ′t
=

1
3(µa + µ′s)

(3.13)
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W literaturze funkcjonuj¡ równie» inne modele przybli»one. Jednym z klasycznych
rozwi¡za« stosowanych w przypadku warstw silnie rozpraszaj¡cych jest model Kubelki-
Munka, który opiera si¦ na dwóch przeciwnie skierowanych strumieniach ±wiatªa oraz
uwzgl¦dnia wspóªczynniki absorpcji i rozpraszania [30, 100, 104]. Model ten jest szcze-
gólnie u»yteczny przy analizie cienkich warstw optycznie rozpraszaj¡cych, na przykªad
w badaniach spektrofotometrycznych, gdzie mo»liwe jest uzyskanie rozwi¡za« anali-
tycznych.

Innym podej±ciem, szeroko stosowanym ze wzgl¦du na wysok¡ dokªadno±¢ odwzo-
rowania propagacji promieniowania, jest metoda Monte Carlo [30,205,216,217]. Polega
ona na statystycznym modelowaniu trajektorii fotonów w o±rodku, uwzgl¦dniaj¡cym
losowe procesy rozpraszania i absorpcji. Pomimo wysokich wymaga« obliczeniowych,
metoda ta jest uznawana za jedn¡ z najbardziej precyzyjnych w kontek±cie symulacji
rozkªadu promieniowania w o±rodkach niejednorodnych.

Na koniec warto równie» wspomnie¢ o przydatnym podej±ciu opartym na teorii
dyfuzji, jakim jest tzw. metoda szerokiej wi¡zki laserowej (ang. broad beam laser me-

thod, BBL). Metoda ta znajduje zastosowanie w systemach o prostych geometriach,
gdzie wymagane jest szybkie, ale wiarygodne przybli»enie nat¦»enia promieniowania
w o±rodku. Zakªada ona, »e ±rednica wi¡zki ±wiatªa padaj¡cego na powierzchni¦ tkanki
jest znacznie wi¦ksza od gª¦boko±ci penetracji promieniowania, co pozwala na spro-
wadzenie analizy do problemu jednowymiarowego. W takim uj¦ciu rozkªad strumienia
±wiatªa w funkcji gª¦boko±ci mo»e by¢ opisany wyra»eniem [7,53]:

φ(x) = φ0

[
C∗1 exp

(
−k
∗
1x

δp

)
− C∗2 exp

(
−k
∗
2x

δp

)]
, (3.14)

gdzie C∗1 , C
∗
2 , k

∗
1, k

∗
2 to parametry dopasowywane na podstawie wyników symulacji

Monte Carlo.



4. Krzywe dysocjacji

Poniewa» tlen jest w organizmie »ywym przenoszony przez krew, pojawia si¦ kwe-
stia opisu zawarto±ci jednej substancji w drugiej, wraz z uwzgl¦dnieniem ewentualnych
zmian. Obecno±¢ tlenu w krwi mo»e przybiera¢ dwie formy: wi¡za« chemicznych two-
rz¡cych oksyhemoglobin¦ i wolnych cz¡steczek. St¦»enie tych wolnych cz¡steczek jest
opisywane przez ci±nienie parcjalne tlenu. Gdy ci±nienie parcjalne spada, oksyhemoglo-
bina uwalnia tlen, mo»liwe s¡ równie» reakcje odwrotne. Zale»no±¢ mi¦dzy nasyceniem
hemoglobiny tlenem a ci±nieniem parcjalnym tlenu jest opisana krzyw¡ dysocjacji oksy-
hemoglobiny. Takie krzywe, jak zostanie to przedstawione w dalszych rozdziaªach, s¡
te» niezb¦dnym elementem opisu matematycznego w modelach dystrybucji tlenu. Krzy-
we dysocjacji s¡ te» zwi¡zane z innymi substancjami, takimi jak dwutlenek w¦gla lub
mioglobina, cho¢ z pewno±ci¡ tematyka z nimi zwi¡zana nie doczekaªa si¦ tak licznej
literatury i modeli, jak krzywa dysocjacji oksyhemoglobiny.

W swojej istocie krzywa dysocjacji oksyhemoglobiny (ang. oxyhemoglobin dissocia-

tion curve, ODC) opisuje w sposób ilo±ciowy zdolno±¢ przenoszenia tlenu przez he-
moglobin¦ i jej dost¦pno±¢ dla tkanek. Krzywa ta jest wyznaczana eksperymentalnie
w standaryzowanych warunkach laboratoryjnych, a jej ksztaªt zale»y od szeregu pa-
rametrów �zjologicznych, takich jak temperatura, pH, st¦»enie dwutlenku w¦gla oraz
poziom 2,3-bisfosfoglicerynianu (2,3-DPG) w erytrocytach.

Zmiany tych parametrów wpªywaj¡ na powinowactwo hemoglobiny do tlenu, co
prowadzi do przesuni¦cia krzywej dysocjacji. Zjawisko to znane jest jako efekt Boh-
ra, w którym wzrost st¦»enia dwutlenku w¦gla lub spadek pH prowadzi do obni»enia
powinowactwa hemoglobiny do tlenu i przesuni¦cia krzywej w prawo. Odwrotnie, w wa-
runkach wysokiego pH i niskiego st¦»enia dwutlenku w¦gla (np. w pªucach), obserwuje
si¦ przesuni¦cie krzywej w lewo � zjawisko to okre±la si¦ jako efekt Haldane'a. Oba
efekty maj¡ fundamentalne znaczenie dla adaptacyjnego mechanizmu transportu tlenu
w organizmie [33,34,58].

Zale»no±¢ ta zilustrowana jest na rysunku 4.1, który przedstawia typowy przebieg
krzywej dysocjacji oksyhemoglobiny, tj. zale»no±¢ pomi¦dzy procentowym wysyceniem
tlenem a parcjalnym ci±nieniem tlenu w krwi t¦tniczej. Jej ksztaªt mo»na mody�kowa¢
poprzez zmiany nast¦puj¡cych parametrów [34,65,177,183]:

• Ci±nienie parcjalne tlenu (PO2) � wzrost PO2 powoduje zwi¦kszenie wysycenia
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oksyhemoglobiny tlenem. W niskim PO2 , charakterystycznym dla tkanek, hemo-
globina ªatwiej oddaje tlen.

• Ci±nienie parcjalne dwutlenku w¦gla (PCO2) � wpªywa na równowag¦ wi¡zania
tlenu i powoduje zmniejszenie zdolno±ci hemoglobiny do wi¡zania tlenu w warun-
kach wysokiego PCO2 .

• pH krwi � w ±rodowisku kwa±nym (niskie pH) powinowactwo hemoglobiny do
tlenu maleje, co uªatwia jego uwalnianie w tkankach.

• Temperatura � wy»sza temperatura sprzyja oddawaniu tlenu (np. w aktywnych
metabolicznie tkankach), natomiast ni»sza zwi¦ksza powinowactwo hemoglobiny
do tlenu (np. w pªucach).

• St¦»enie [DPG] � wy»sze st¦»enie 2,3-DPG zmniejsza powinowactwo hemoglobiny
do tlenu, uªatwiaj¡c jego oddawanie; niskie st¦»enie sprzyja wi¡zaniu tlenu.

Rys. 4.1: Wpªyw efektu Bohra na ksztaªt krzywej dysocjacji oksyhemoglobiny

Krzywa dysocjacji oksyhemoglobiny byªa szeroko badana zarówno teoretycznie,
jak i empirycznie, w celu dokªadnego odwzorowania zale»no±ci mi¦dzy wysyceniem
hemoglobiny tlenem a ci±nieniem parcjalnym tlenu w ró»nych warunkach �zjologicz-
nych [4, 18, 44, 90, 151, 177, 207]. W niniejszym rozdziale zostan¡ przedstawione pod-
stawowe modele, najcz¦±ciej pojawiaj¡ce si¦ w literaturze oraz wykorzystane w pracy.
Dodatkowo zostan¡ omówione informacje na temat krzywej dla mioglobiny oraz dwu-
tlenku w¦gla.
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4.1 Model Hilla

Model Hilla to jedno z najwcze±niej zaproponowanych i jednocze±nie najcz¦±ciej
wykorzystywanych matematycznych uj¦¢ krzywej dysocjacji oksyhemoglobiny. Zostaª
on zaprezentowany przez Hilla w 1910 roku i opiera si¦ na zaªo»eniu kooperatywno±ci
w wi¡zaniu tlenu przez cz¡steczk¦ hemoglobiny, co oznacza, »e przyª¡czenie jednej cz¡-
steczki tlenu uªatwia wi¡zanie kolejnych [64]. Standardowa forma modelu Hilla opisana
jest równaniem [55,134,206,222]:

SHb(PO2) =
P nO2

P nO2 + P
n
50

(4.1)

gdzie SHb to stopie« wysycenia hemoglobiny tlenem, PO2 [mmHg] oznacza ci±nienie
parcjalne tlenu we krwi, P50 [mmHg] okre±la warto±¢ ci±nienia tlenu, przy której hemo-
globina osi¡ga 50% wysycenia, n to tzw. wspóªczynnik Hilla, b¦d¡cy miar¡ kooperatyw-
no±ci. W praktyce obliczeniowej cz¦sto zachodzi potrzeba przeksztaªcenia zale»no±ci, by
uzyska¢ odwrotno±¢ krzywej, tj. wyra»enie PO2(SHb). Dla modelu Hilla ma ona posta¢:

PO2(SHb) = P50
(

SHb
1− SHb

) 1
n

(4.2)

W modelu Hilla parametr P50 stanowi wska¹nik powinowactwa hemoglobiny do
tlenu � im wy»sza jego warto±¢, tym mniejsze jest to powinowactwo, a tlen ªatwiej
uwalniany jest do tkanek (np. podczas wysiªku �zycznego lub w warunkach obni»onego
pH). Z kolei wspóªczynnik n odzwierciedla stopie« kooperatywno±ci wi¡zania tlenu.
Warto±¢ n = 1 oznacza brak kooperatywno±ci, natomiast n > 1 wskazuje na dodatni¡
kooperatywno±¢ charakterystyczn¡ dla hemoglobiny [64,145].

Dokªadno±¢ modelu Hilla ogranicza si¦ do zakresu saturacji 20 ÷ 80%, a przy
skrajnych warto±ciach ci±nienia parcjalnego tlenu (poni»ej 20 mmHg i powy»ej 80
mmHg) jego dopasowanie do danych eksperymentalnych staje si¦ mniej precyzyjne
[33,109,151,159]. Pomimo tego, model ten wci¡» znajduje szerokie zastosowanie w ana-
lizach klinicznych, eksperymentalnych oraz obliczeniowych. Równie» ze wzgl¦du na in-
tuicyjno±¢ interpretacji parametrów modelu, staª si¦ on podstaw¡ dla wielu mody�kacji
i rozszerze«, zarówno empirycznych, jak i �zykochemicznych, czego przykªadem mo»e
by¢, omówiony w jednym z dalszych podrozdziaªów, model Dasha i Bassingthwaigh-
te'a [33].

Eksperymentalne badania wykazuj¡, »e parametry modelu Hilla P50 i n s¡ silnie
zale»ne od temperatury oraz st¦»enia 2,3-DPG. W tabelach 4.1 i 4.2 przedstawiono
warto±ci tych parametrów w funkcji temperatury dla dwóch poziomów 2,3-DPG: nor-
malnego i obni»onego, zgodnie z danymi literaturowymi [65].
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Tab. 4.1: Parametry modelu Hilla dla ró»nych temperatur � normalny poziom 2,3-DPG [65]

T [◦C] 23 30 37 44

P50 [mmHg] 12.3 17.3 27.0 35.9

n 2.39 2.35 2.57 2.45

Tab. 4.2: Parametry modelu Hilla dla ró»nych temperatur � niski poziom 2,3-DPG [65]

T [◦C] 23 30 37 44

P50 [mmHg] 8.1 11.1 17.7 23.8

n 2.28 2.39 2.50 2.49

Nale»y zauwa»y¢, »e w powy»szych tabelach wyst¦puj¡ dwie warto±ci temperatur
charakterystyczne dla zada« przepªywu biociepªa: 37◦C, odpowiadaj¡cej warunkom
�zjologicznym organizmu ludzkiego, oraz 44◦C, uznawanej za próg, powy»ej którego
dochodzi do uszkodze« termicznych tkanek [61, 86, 133, 199]. Wobec tego, na potrze-
by oblicze« realizowanych w ramach niniejszej pracy przyj¦to nast¦puj¡ce funkcje dla
parametrów n i P50 na podstawie tabeli 4.1 dla normalnego poziomu 2,3-DPG:

P50 =


27, T ¬ 37◦C
1.2714 · T − 20.0429, 37◦C < T < 44◦C

35.9, T ­ 44◦C
(4.3)

n =


2.57, T ¬ 37◦C
−0.0171 · T + 3.2043, 37◦C < T < 44◦C

2.45, T ­ 44◦C
(4.4)

Istniej¡ oczywi±cie inne zale»no±ci pozwalaj¡ce opisywa¢ zmian¦ parametrów mo-
delu Hilla, czego przykªadem mo»e by¢ zale»no±¢ przedstawiona w pracy [209]:

∆P50 = 0.733 ·∆T + 0.214 ·∆PCO2 − 0.002 · (∆PCO2)2 + 0.004 ·∆T ·∆PCO2 (4.5)

gdzie∆P50 oznacza zmian¦ warto±ci P50 wzgl¦dem warunków referencyjnych (40 mmHg
PCO2 , temperatura 37◦C), natomiast ∆T i ∆PCO2 oznaczaj¡ ró»nice temperatury i ci-
±nienia parcjalnego CO2 wzgl¦dem warto±ci standardowych.

4.2 Model Adaira

Model Adaira nale»y do najwcze±niejszych �zykochemicznych opisów procesu wi¡-
zania tlenu przez hemoglobin¦. Opracowany przez Adaira w 1925 roku [4], model ten



4. Krzywe dysocjacji 44

do dzi± uznawany jest za jeden z bardziej precyzyjnych modeli opisuj¡cych krzyw¡ dy-
socjacji hemoglobiny w warunkach standardowych, który przez dekady stanowiª punkt
odniesienia w badaniach �zjologicznych.

W przeciwie«stwie do podej±cia Hilla, które traktuje wi¡zanie tlenu jako jednorodny
proces charakteryzowany jednym wspóªczynnikiem kooperatywno±ci, model Adaira za-
kªada sekwencyjne przyª¡czanie cz¡steczek tlenu do czterech centrów aktywnych hemo-
globiny. Przyjmuje on istnienie stanów po±rednich, w których cz¡steczka hemoglobiny
jest cz¦±ciowo wysycona tlenem, i dla ka»dego z tych etapów przypisuje oddzielne staªe
równowagi. Takie podej±cie pozwala na znacznie bardziej szczegóªowe odwzorowanie
przebiegu procesu wi¡zania tlenu z hemoglobin¡ [33,159].

Schemat reakcji opisanych przez Adaira mo»na przedstawi¢ jako [159]:

O2 +Hb4(O2)i−1
k′i↔
ki
Hb4(O2)i, i = 1, 2, 3, 4 (4.6)

Na podstawie tej reakcji uzyskano posta¢ analityczn¡ funkcji wysycenia hemoglo-
biny tlenem w zale»no±ci od ci±nienia parcjalnego tlenu [48,159]:

SHb(PO2) =
a1PO2 + 2a2P

2
O2 + 3a3P

3
O2 + 4a4P

4
O2

4
(
1 + a1PO2 + a2P 2O2 + a3P

3
O2 + a4P

4
O2

) (4.7)

gdzie a1-a4 to wspóªczynniki dopasowane eksperymentalnie. Przykªadowe warto±ci, sto-
sowane w wielu analizach, to [48]:

a1 = 2.567·10−2, a2 = 7.7734·10−4, a3 = 4.47·10−6, a4 = 2.251·10−6

Model Adaira, mimo du»ej dokªadno±ci w caªym zakresie ci±nie« parcjalnych, posia-
da istotn¡ wad¦ obliczeniow¡: nie istnieje jego odwrotna forma analityczna, co utrudnia
bezpo±rednie wyznaczanie ci±nienia parcjalnego tlenu na podstawie znanego stopnia
wysycenia hemoglobiny SHb. W praktyce oznacza to konieczno±¢ stosowania metod
numerycznych. Z tego powodu w zastosowaniach obliczeniowych cz¦sto korzysta si¦
z modeli pochodnych, takich jak dopasowanie Kelmana.

4.3 Model Kelmana

Model zaproponowany przez Kelmana w 1966 roku [90] stanowi jedno z najbardziej
znanych empirycznych dopasowa« krzywej dysocjacji oksyhemoglobiny do danych eks-
perymentalnych. Zostaª opracowany z my±l¡ o zastosowaniach praktycznych, takich jak
szybka konwersja ci±nienia parcjalnego tlenu na saturacj¦ oraz odwrotnie, w warunkach
�zjologicznych krwi ludzkiej (pH = 7.4, T = 37◦C, PCO2 = 40 mmHg) [90].

W odró»nieniu od modeli �zykochemicznych, takich jak model Adaira, podej±cie
Kelmana nie uwzgl¦dnia mechanizmu molekularnego wi¡zania tlenu z hemoglobin¡.
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Nie opiera si¦ na kinetyce reakcji chemicznych ani na zaªo»eniu stanów po±rednich
utlenienia. Zamiast tego wykorzystuje czysto matematyczne podej±cie, polegaj¡ce na
aproksymacji danych eksperymentalnych i dopasowaniu funkcji nieliniowej w celu od-
wzorowania krzywej dysocjacji w zakresie ci±nie« parcjalnych tlenu od 0 do 100 mmHg.
Warto jednak zaznaczy¢, »e model ten zostaª dopasowany wyª¡cznie dla warunków refe-
rencyjnych i nie uwzgl¦dnia wpªywu takich zmiennych jak pH, temperatura czy st¦»enie
2,3-DPG, co ogranicza jego zastosowanie w analizach dynamicznych [33].

Model de�niuje osobne zale»no±ci dla dwóch przedziaªów - poni»ej i powy»ej 12
mmHg [90,206]:
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(4.8)

gdzie wspóªczynniki a1-a7 oraz b1, b2 zostaªy wyznaczone poprzez dopasowanie krzywej
do danych uzyskanych eksperymentalnie [90, 206]:

b1 = 0.003683, b2 = 0.000584

a1 = −8532.2289, a2 = 2121.401, a3 = −67.073989
a4 = 935960.87, a5 = −31346.258, a6 = 2396.1674, a7 = −67.104406

4.4 Model Dasha i Bassingthwaighte'a

Model opracowany przez Dasha i Bassingthwaighte'a, zaprezentowany w 2010 ro-
ku [33], stanowi jedno z najbardziej zaawansowanych i kompleksowych matematycznych
uj¦¢ krzywej dysocjacji oksyhemoglobiny. Model ten stanowi rozwini¦cie klasycznego
uj¦cia Hilla, w którym parametry P50 i n przeksztaªcono w funkcje pH, PCO2 , tem-
peratury, st¦»enia 2,3-DPG oraz PO2 . W ten sposób model integruje efekty Bohra
i Haldane'a, co pozwala na uwzgl¦dnienie interakcji mi¦dzy O2 i CO2 z hemoglobin¡
w ró»nych stanach �zjologicznych i patologicznych [34].

Model bazuje na równaniu opartym na zaªo»eniach równowagi chemicznej dla utle-
nowanej hemoglobiny, wyra»onym jako:

SHb =
KHbO2 [O2]
1 +KHbO2 [O2]

(4.9)

gdzie KHbO2 to pozorny wspóªczynnik Hilla dla wi¡zania tlenu, a [O2] [µM] to st¦»enie
tlenu w erytrocytach.
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Z kolei parametr KHbO2 de�niowany jest jako:
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gdzie k′2, k
′
3, k

′
4 to staªe równowagi, a k′′2 , k

′′
3 , k

′′
5 i k′′6 to staªe jonizacji. Formuªa ta

opiera si¦ na rozszerzonym równaniu równowagi dla ukªadów buforowych hemoglobi-
ny i uwzgl¦dnia wi¡zanie zarówno CO2, jak i jonów H+, co pozwala na modelowanie
efektów Bohra i Haldane'a w sposób ilo±ciowy [33].

Zale»no±¢ parametru k′4 od zmiennych �zjologicznych okre±la:
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gdzie k′′4 to staªa równowagi dla wi¡zania tlenu przez hemoglobin¦, a parametry n0-n4
to wykªadniki odpowiednich zmiennych, odzwierciedlaj¡ce ich wpªyw na powinowac-
two hemoglobiny do tlenu. W pracy [34] s¡ one okre±lane na podstawie zale»no±ci,
bior¡cych pod uwag¦ zarówno wymienione powy»ej staªe, jak i dodatkowe parametry
np. rozpuszczalno±¢ tlenu we krwi.

Model zawiera rozbudowan¡ formuª¦ opisu zmienno±ci P50 w zale»no±ci od parame-
trów �zjologicznych:

P50 = 26.8− 21.279(pH− 7.24) + 8.872(pH− 7.24)2

+ 0.0482(PCO2 − 40) + 3.64 · 10−5(PCO2 − 40)2

+ 765.63([DPG]− 0.00465)− 19660.89([DPG]− 0.00465)2

+ 1.4945(T − 37) + 0.04335(T − 37)2 + 0.0007(T − 37)3

(4.12)

Konstrukcja modelu zostaªa oparta na opisie reakcji chemicznych równowagi zacho-
dz¡cych pomi¦dzy hemoglobin¡ a cz¡steczkami tlenu i dwutlenku w¦gla. Tym samym
uwzgl¦dnia on zªo»ono±¢ oddziaªywa« molekularnych oraz wpªyw parametrów ±rodo-
wiskowych, wykraczaj¡c poza podej±cie czysto empiryczne. W modelu uwzgl¦dniono
równie» dodatkowe parametry �zjologiczne, takie jak rozpuszczalno±¢ tlenu, st¦»enie
hemoglobiny czy hematokryt, których warto±ci zaczerpni¦to z innych prac i które mo-
g¡ by¢ stosowane niezale»nie od funkcji saturacji.

W artykule [33] przedstawiono równie» wyniki numeryczne ukazuj¡ce wpªyw zmian
poszczególnych parametrów �zjologicznych na ksztaªt krzywej dysocjacji oksyhemoglo-
biny. Analizowano oddzielnie wpªyw ka»dego z parametrów, zakªadaj¡c pozostaªe na
poziomie referencyjnym, co pozwoliªo przeanalizowa¢ mechanizmy odpowiedzialne za
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przesuni¦cia krzywej ODC. Analogiczne podej±cie zastosowano dla odwróconej krzywej
(rysunek 4.2).

(a) (b)

(c) (d)

Rys. 4.2: Wpªyw parametrów �zjologicznych na krzyw¡ dysocjacji oksyhemoglobiny: (a)

pH, (b) ci±nienia parcjalnego dwutlenku w¦gla, (c) st¦»enia 2,3-DPG, (d) tempe-

ratury

Model Dasha i Bassingthwaighte'a, mimo licznych zalet, posiada równie» pewne
ograniczenia. Przede wszystkim, nie istnieje jego analityczna posta¢ odwrotna � zale»-
no±¢ PO2(SHb) musi by¢ wyznaczana metodami numerycznymi. W artykule przedsta-
wiono tylko przykªadowe wyniki oblicze« tej zale»no±ci dla warunków referencyjnych,
bez podania ogólnego wzoru umo»liwiaj¡cego szybkie odwrócenie modelu w zmiennych
warunkach �zjologicznych. W praktyce numerycznej oznacza to konieczno±¢ stosowania
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procedur iteracyjnych, co mo»e znacz¡co wydªu»a¢ czas oblicze«, szczególnie w symula-
cjach wymagaj¡cych wielu wywoªa« modelu. Autorzy udost¦pnili kod ¹ródªowy imple-
mentuj¡cy wyj±ciow¡ funkcj¦ nasycenia ODC, co pozwala na wery�kacj¦ poprawno±ci
wzorów i bezpo±redni¡ implementacj¦ modelu. Jednak»e odwrotna funkcja nie zostaªa
zaimplementowana w opublikowanym kodzie, a ponadto w tre±ci artykuªu znajduj¡ si¦
drobne bª¦dy typogra�czne wymagaj¡ce korekty przy implementacji.

4.5 Porównanie modeli ODC

Ocena przydatno±ci modeli opisuj¡cych krzyw¡ dysocjacji oksyhemoglobiny wyma-
ga ich bezpo±redniego porównania w typowych warunkach �zjologicznych. Istotnym
aspektem analizy jest zarówno ksztaªt funkcji bezpo±redniej SHb(PO2), jak i jej po-
sta¢ odwrotna PO2(SHb), która jest cz¦sto wykorzystywana w modelowaniu procesów
transportu gazów oddechowych. W±ród omawianych modeli jedynie model Hilla po-
siada analityczn¡ posta¢ odwrotn¡, natomiast w pozostaªych przypadkach zale»no±¢
PO2(SHb) musi by¢ wyznaczana numerycznie.

Na rysunku 4.3 przedstawiono porównanie podstawowych krzywych dysocjacji oraz
ich odwrotno±ci dla modeli Hilla, Adaira, Kelmana oraz Dasha i Bassingthwaighte'a.
Symulacje wykonano przy zaªo»eniu warunków referencyjnych: T = 37°C, pH = 7.4,
PCO2 = 40 mmHg oraz standardowe st¦»enie 2,3-DPG. Zakres PO2 obejmowaª warto±ci
od 0 do 100 mmHg. W ogólnym uj¦ciu przebiegi wszystkich krzywych s¡ do siebie zbli-
»one. Ró»nice mi¦dzy modelami staj¡ si¦ jednak wyra¹niejsze przy analizie okre±lonych
przedziaªów. Aby umo»liwi¢ bardziej szczegóªowe porównanie, przedstawiono krzywe
ODC i ich odwrotno±ci w trzech zakresach ci±nienia parcjalnego tlenu: niskim (do 20
mmHg), ±rednim (20 ÷ 80 mmHg) oraz wysokim (powy»ej 80 mmHg) oraz w trzech
zakresach saturacji: do 20%, 20 ÷ 90%, powy»ej 90% (rys. 4.4).

W zakresie wysokiego wysycenia (powy»ej 90%) model Hilla wykazuje odchylenia
wzgl¦dem pozostaªych modeli, co wynika z jego ograniczonej zdolno±ci odwzorowania
zachowania hemoglobiny przy peªnym nasyceniu tlenem. Modele Adaira oraz Dasha
i Bassingthwaighte'a wykazuj¡ lepsze dopasowanie do danych �zjologicznych w tym
zakresie (rys. 4.4f). Model Kelmana charakteryzuje si¦ natomiast specy�czn¡ nielinio-
wo±ci¡ z wyra¹nym przej±ciem przy PO2 = 12 mmHg, które wynika z przyj¦tej funkcji
(4.8) (rys. 4.4a).
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(a) (b)

Rys. 4.3: Porównanie wybranych modeli ODC (a) oraz ich odwróconych zale»no±ci (b) dla

warunków �zjologicznych

Warto równie» zwróci¢ uwag¦ na podobie«stwo pomi¦dzy modelem Hilla a mode-
lem Dasha i Bassingthwaighte'a. Zbie»no±¢ ich przebiegów wynika oczywi±cie z faktu
oparcia modelu Dasha i Bassingthwaighte'a na modelu Hilla. Dopiero w zmiennych
warunkach �zjologicznych, z uwzgl¦dnieniem wpªywu pH, temperatury, ci±nienia CO2
oraz 2,3-DPG, krzywe te zaczynaj¡ wykazywa¢ wyra¹ne ró»nice.

Szczegóªowa analiza wpªywu doboru modelu krzywej dysocjacji oksyhemoglobiny na
wyniki numeryczne przeprowadzono w rozdziale dotycz¡cym modelowania dystrybucji
tlenu w nagrzewanej tkance, gdzie bezpo±rednio zestawiono wpªyw wybranego modelu
dysocjacji na ci±nienie parcjalne tlenu.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Rys. 4.4: Poszczególne przedziaªy krzywej dysocjacji oksyhemoglobiny (a), (c), (e) oraz

przedziaªy odwróconej krzywej (b), (d), (f)
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4.6 Krzywa dysocjacji mioglobiny

Mioglobina (Mb) jest biaªkiem wyst¦puj¡cym gªównie w mi¦±niach poprzecznie
pr¡»kowanych, odpowiedzialnym za magazynowanie i uªatwienie transportu tlenu we-
wn¡trzkomórkowego. Proces wi¡zania i uwalniania cz¡steczki tlenu przez mioglobin¦
mo»na opisa¢ prost¡ reakcj¡ równowagow¡ [48]:

Mb+O2 ⇄ MbO2 (4.13)

W odró»nieniu od hemoglobiny, która jest tetramerem, mioglobina skªada si¦ z poje-
dynczego ªa«cucha polipeptydowego zawieraj¡cego jedn¡ grup¦ hemow¡, a zatem mo»e
zwi¡za¢ wyª¡cznie jedn¡ cz¡steczk¦ tlenu. Z tego powodu jej powinowactwo do tlenu nie
podlega zjawisku kooperatywno±ci, które wyst¦puje w przypadku hemoglobiny. Brak
tego efektu prowadzi do charakterystycznego hiperbolicznego ksztaªtu krzywej dyso-
cjacji (rys. 4.5). Oznacza to, »e powinowactwo mioglobiny do tlenu pozostaje staªe,
niezale»nie od stopnia jej wysycenia. Matematyczny opis wysycenia mioglobiny tlenem
przy danym ci±nieniu parcjalnym tlenu w tkance Pt ma posta¢ [55]:

SMb(Pt) =
Pt

Pt + P50,Mb
(4.14)

gdzie SMb to stopie« wysycenia mioglobiny tlenem, P50,Mb to warto±¢ ci±nienia parcjal-
nego tlenu, przy którym 50% cz¡steczek mioglobiny jest wysycone tlenem.

Rys. 4.5: Krzywa dysocjacji mioglobiny

Warto±ci parametru P50,Mb podawane w literaturze mieszcz¡ si¦ w przedziale od
2 do 5.3 mmHg [15, 47, 55, 56, 88, 112, 116, 134, 172]. Ró»nice w raportowanych warto-
±ciach wynikaj¡ gªównie z metodologii pomiarów oraz warunków eksperymentalnych,
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pochodzenia próbki (gatunek, typ tkanki) i zastosowanych technik oznaczeniowych.
Na podstawie wykresu (rys. 4.5) mo»na zauwa»y¢, »e wzrost warto±ci P50,Mb wi¡»e si¦
ze spadkiem powinowactwa mioglobiny do tlenu, co skutkuje przesuni¦ciem krzywej
dysocjacji w prawo.

Z uwagi na brak efektu kooperatywno±ci, krzywa mioglobiny nie ulega przesuni¦-
ciom w odpowiedzi na zmiany takich parametrów jak pH, temperatura, st¦»enie dwu-
tlenku w¦gla czy 2,3-DPG. W literaturze nie opisano mechanizmów moduluj¡cych po-
winowactwo mioglobiny do tlenu w zakresie porównywalnym do efektów Bohra i Hal-
dane'a obserwowanych w przypadku hemoglobiny. Dlatego te» mioglobina cz¦sto trak-
towana jest jako stabilny bufor tlenowy w warunkach �zjologicznych, umo»liwiaj¡cy
magazynowanie tlenu w tkankach oraz jego lokalne uwalnianie w warunkach niedotle-
nienia.

4.7 Krzywa dysocjacji dla dwutlenku w¦gla

Transport dwutlenku w¦gla (CO2) we krwi zachodzi trzema gªównymi drogami:
poprzez rozpuszczenie w osoczu, konwersj¦ do jonów wodorow¦glanowych (HCO−3 ) oraz
wi¡zanie z hemoglobin¡ w postaci karbaminohemoglobiny (HbCO2). Reakcj¦ tworzenia
karbaminohemoglobiny opisuje równanie [189]:

Hb-NH2 + CO2 ⇄ Hb-NH-COO− + H+ (4.15)

gdzie Hb-NH2 oznacza woln¡ grup¦ aminow¡ hemoglobiny, a Hb-NH-COO− to karba-
minohemoglobina.

Krzywa dysocjacji dla CO2 (ang. carbon dioxide dissociation curve) przedstawia
zale»no±¢ mi¦dzy stopniem wysycenia hemoglobiny dwutlenkiem w¦gla a ci±nieniem
parcjalnym CO2, jak pokazano na rysunku 4.6. W przeciwie«stwie do krzywej dysocjacji
tlenu, krzywa dysocjacji dla CO2 ma przebieg zbli»ony do liniowego i nie wykazuje
efektu kooperatywno±ci. Jej poªo»enie i nachylenie zale»¡ jednak od takich czynników
jak pH, temperatura, st¦»enie 2,3-DPG oraz parcjalne ci±nienie tlenu, co zwi¡zane jest
z efektem Haldane'a [33, 189].

Dla CO2 nie istnieje powszechnie stosowany uniwersalny wzór analityczny opisuj¡cy
krzyw¡ dysocjacji. W literaturze naukowej wykorzystuje si¦ gªównie modele empirycz-
ne, które opisuj¡ caªkowit¡ zawarto±¢ dwutlenku w¦gla we krwi w funkcji jego ci±nienia
parcjalnego, uwzgl¦dniaj¡c okre±lone warunki �zjologiczne [49,69,91,180].
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Rys. 4.6: Krzywa dysocjacji dla CO2

Podobnie jak w przypadku tlenu, jeden z najbardziej zaawansowanych modeli krzy-
wej dysocjacji zostaª zaproponowany przez Dasha i Bassingthwaighte'a [33]:

SHbCO2 =
KHbCO2 [CO2]
1 +KHbCO2 [CO2]

(4.16)

gdzie [CO2] oznacza st¦»enie rozpuszczonego CO2 we krwi, aKHbCO2 to staªa równowagi
wi¡zania CO2 z hemoglobin¡, zale»na od parametrów �zjologicznych, w postaci:
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(4.17)

Uwzgl¦dnienie krzywej dysocjacji CO2 jest istotne w bardziej zªo»onych modelach
wymiany gazowej, szczególnie na poziomie mikrokr¡»enia. W tzw. modelach wieloko-
morowych, odwzorowuj¡cych dyfuzj¦ i transport gazów w kapilarach, krzywa dysocja-
cji CO2 peªni rol¦ analogiczn¡ do krzywej dysocjacji dla tlenu, umo»liwiaj¡c dokªadne
odwzorowanie dynamicznych zmian st¦»enia CO2 we krwi w zale»no±ci od lokalnych
warunków �zjologicznych.



5. Model Krogha

W 1919 roku August Krogh, du«ski lekarz, �zjolog, pó¹niejszy laureat Nagrody
Nobla w dziedzinie medycyny z 1920 roku, przedstawiª koncepcj¦ modelu, b¦d¡cego do
dzisiejszych czasów podstaw¡ modeli dystrybucji tlenu [103]. W modelu tym kapilara
jest traktowana jako ¹ródªo tlenu, a otaczaj¡cy j¡ obszar tkankowy przyjmuje posta¢
symetrycznego cylindra o promieniu zapewniaj¡cym efektywne dotlenienie caªego ob-
szaru. Ka»dy taki cylinder, zwany walcem Krogha, stanowi idealizacj¦ rzeczywistego
ukªadu mikronaczy« oraz komórek i reprezentuje najmniejsz¡ jednostk¦ funkcjonaln¡
odpowiedzialn¡ za wymian¦ gazow¡ mi¦dzy krwi¡ a tkank¡ (rys. 5.1).

Taka struktura znajduje odzwierciedlenie zwªaszcza w mi¦±niach szkieletowych,
gdzie naczynia wªosowate ukªadaj¡ si¦ równolegle do wªókien mi¦±niowych [71, 103,
159, 202]. Natomiast od strony zachodz¡cych w takim ukªadzie zjawisk przyj¦to, »e
tlen transportowany jest w tkance na drodze dyfuzji, wynikaj¡cej z gradientu ci±nienia
parcjalnego tlenu.

(a) (b)

Rys. 5.1: Idea modelu Krogha (a) oraz walca Krogha (b)

Na rys. 5.1b przedstawiono schemat geometryczny walca Krogha, w którym parame-
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try to: Lt � dªugo±¢ kapilary, Rc � promie« kapilary, Rt � promie« cylindra tkankowego,
ub � pr¦dko±¢ przepªywu krwi w kapilarze, Ωc � obszar kapilary oraz Ωt � obszar tkanki.

Krogh prowadziª swoje badania nad transportem tlenu w trzech gªównych obsza-
rach: analizowaª szybko±¢ dyfuzji tlenu w tkankach, struktur¦ anatomiczn¡ naczy«
wªosowatych i ich rozmieszczenie wzgl¦dem komórek, a tak»e mechanizmy reguluj¡ce
dopªyw krwi, które wpªywaj¡ na dost¦pno±¢ tlenu zarówno w stanie spoczynku, jak
i podczas wysiªku [202].

Model oparty byª wi¦c na solidnych fundamentach �zjologicznych, cho¢ oczywi±cie
nie byªo mo»liwe jego sformuªowanie bez przyj¦cia pewnych uproszcze« (por. podroz-
dziaª 5.1). Z matematycznego punktu widzenia model obejmuje równania ró»niczkowe
dla kapilary i otaczaj¡cej j¡ tkanki, w których zmienn¡ zale»n¡ jest ci±nienie parcjal-
ne tlenu. Opis ten mo»e by¢ rozszerzony o zale»no±ci uwzgl¦dniaj¡ce saturacj¦ hemo-
globiny w kapilarze oraz mioglobiny w tkance, a elementami ª¡cz¡cymi poszczególne
równania s¡ odpowiednie krzywe dysocjacji [48, 55,78,79,83,206,212].

Ostatecznie model byª podstaw¡ wielu pó¹niejszych bada«, obejmuj¡cych m.in. ana-
liz¦ pracy mi¦±ni podczas wysiªku [134,135], obecno±¢ tkanki nowotworowej [62], proces
angiogenezy [175,206] oraz ró»ne terapie ukierunkowane na popraw¦ dostarczania tlenu
do komórek [200,222].

Model staª si¦ równie» kamieniem milowym w badaniach nad dystrybucj¡ tlenu
w organizmie i do dzi± inspiruje rozwój bardziej zªo»onych koncepcji opisuj¡cych per-
fuzj¦ oraz metabolizm komórkowy [55, 202]. Znaczenie modelu wynika z jego prostoty
i jednocze±nie zdolno±ci do uchwycenia wpªywu mikroanatomicznej struktury naczy«
na efektywno±¢ wymiany gazowej. Krogh, tworz¡c ten opis, zrewolucjonizowaª rozu-
mienie oddychania tkankowego, przenosz¡c je z poziomu jedynie pªucnego na poziom
lokalnych procesów zachodz¡cych w mikrokr¡»eniu.

5.1 Podstawowe równanie Krogha-Erlanga

Jak wspomniano wcze±niej, w modelu Krogha przyj¦to szereg upraszczaj¡cych za-
ªo»e«, które pozwalaj¡ zredukowa¢ zªo»ono±¢ �zjologicznego problemu do postaci ana-
litycznie rozwi¡zywalnej.

Po pierwsze, zaªo»ono, »e zu»ycie tlenu w tkance jest staªe i jednorodne, nieza-
le»nie od lokalizacji. Przyjmuje si¦, »e ci±nienie parcjalne tlenu przy ±cianie kapilary
odpowiada ±redniemu ci±nieniu wewn¡trz naczynia, co oznacza pomini¦cie oporu we-
wn¡trznaczyniowego (ang. intravascular resistance, IVR). Zakªada si¦ równie», »e roz-
puszczalno±¢ i dyfuzyjno±¢ tlenu w tkance s¡ jednakowe w caªej obj¦to±ci, a wi¦c nie
wyst¦puj¡ lokalne ró»nice wªa±ciwo±ci �zykochemicznych [55,159].

Kolejnym uproszczeniem jest pomini¦cie dyfuzji osiowej (czyli wzdªu» osi kapilary),
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która uznana zostaªa za nieistotn¡ wzgl¦dem dominuj¡cej dyfuzji radialnej. Dodatkowo
przyj¦to stan ustalony transportu, co eliminuje konieczno±¢ uwzgl¦dniania zale»no±ci
od czasu.

W sferze geometrii, jak ju» wcze±niej wspomniano, model zakªada, »e wszystkie
kapilary s¡ równolegªe, nie rozgaª¦ziaj¡ si¦ i s¡ rozmieszczone w przestrzeni tkanko-
wej w sposób równomierny. Ka»da kapilara zaopatruje otaczaj¡cy j¡ obszar tkankowy
niezale»nie od s¡siednich naczy«, a ilo±¢ dostarczanego tlenu (zale»na od przepªywu
krwinek czerwonych i nasycenia hemoglobiny przy wej±ciu do naczynia) jest jednakowa
dla ka»dej kapilary. Zakªada si¦ równie», »e tylko kapilary bior¡ udziaª w dostarczaniu
tlenu do tkanki, a inne elementy mikrokr¡»enia, takie jak t¦tniczki, »yªki czy przetoki
t¦tniczo-»ylne, s¡ pomijane [55,159].

Nale»y tak»e doda¢, »e powy»sze uproszczenia prowadz¡ do zaªo»enia, i» wi¡zanie
tlenu przez hemoglobin¦ jest natychmiastowe, co implikuje, »e szybko±¢ tej reakcji nie
ogranicza caªego procesu dyfuzji.

Uwzgl¦dniaj¡c powy»sze uproszczenia, rozkªad ci±nienia parcjalnego tlenu Pt(r)
w cylindrycznym obszarze tkankowym (rys. 5.1b) opisuje równanie:

r ∈ Ωt : Kt
1
r

d
dr

(
r
dPt
dr

)
=M0 (5.1)

gdzie r [cm] to wspóªrz¦dna promieniowa, Pt [mmHg] jest ci±nieniem parcjalnym tlenu,
Kt [(cm2 s−1)(mol cm−3 mmHg−1)] to wspóªczynnik Krogha,M0 [mol cm−3 s−1] oznacza
zapotrzebowanie tkanki na tlen.

Do rozwi¡zania tego równania wymagane s¡ warunki brzegowe. Pierwszy z nich
okre±la ci±nienie parcjalne tlenu przy ±cianie kapilary. Przyjmuje si¦, »e tlen przenika
do tkanki z warto±ci¡ odpowiadaj¡c¡ ±redniemu ci±nieniu w kapilarze [55,159]:

r = Rc : Pb = Pt (5.2)

gdzie Pb to ci±nienie parcjalne tlenu w kapilarze.
Drugi warunek dotyczy zewn¦trznej granicy walca tkankowego. Zakªada si¦, »e s¡-

siednie jednostki nie wymieniaj¡ mi¦dzy sob¡ tlenu, co oznacza zerowy gradient ci±nie-
nia parcjalnego przy brzegu cylindra [55,159]:

r = Rt :
dPt
dr
= 0 (5.3)

Na podstawie powy»szych zaªo»e« otrzymuje si¦ rozwi¡zanie analityczne, funkcjo-
nuj¡ce w literaturze jako rozwi¡zanie Krogha-Erlangera w postaci [27,55,159]:

Pt(r) = Pb +
M0
4Kt
(r2 −R2c)−

M0R
2
t

2Kt
ln

r

Rc
(5.4)
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Rozwi¡zanie to, oparte wyª¡cznie na podstawowych parametrach geometrycznych
i �zjologicznych, stanowi podstaw¦ dla bardziej zªo»onych modeli perfuzji i metaboli-
zmu tkankowego. Z jego analizy wynika, »e najni»sze ci±nienie parcjalne wyst¦puje na
granicy obszaru tkanki (r = Rt), w tzw. �±miertelnym rogu�, czyli w obszarze szczegól-
nie podatnym na rozwój hipoksji lub anoksji [55, 71,159].

Elementy opisu matematycznego zaproponowanego przez Krogha i Erlangera by-
ªy z czasem mody�kowane, uwzgl¦dniaj¡c dodatkowe zjawiska. Oprócz opisu procesu
zu»ycia tlenu, przedstawionego w kolejnym podrozdziale, istotn¡ kwesti¡ byª warunek
brzegowy przyjmowany na ±cianie kapilary (r = Rc). Wiadomo byªo, »e stanowi ona
pewn¡ barier¦ w procesie dyfuzji tlenu z krwi do tkanki, co spowalnia przenikanie tlenu
z kapilary do otaczaj¡cej tkanki. W efekcie ci±nienie parcjalne tlenu w tkance bezpo-
±rednio przy naczyniu mo»e by¢ ni»sze ni» ±rednie ci±nienie w ±wietle naczynia, mimo
ci¡gªego przepªywu bogatej w tlen krwi.

W niektórych pracach uwzgl¦dnia si¦ wspomniany ju» opór wewn¡trznaczyniowy,
który opisuje si¦ za pomoc¡ warunku brzegowego w postaci [55, 78,79,83,159,206]:

r = Rc : 2πRcKt
dPt
dr
= −kmass(Pb − Pt) (5.5)

gdzie kmass
[
(cm2 s−1)(mol cm−3 mmHg−1)

]
to wspóªczynnik przenoszenia masy.

W powy»szym warunku strumie« dyfuzyjny, wyra»ony zgodnie z prawem Ficka,
jest równowa»ony przez transport przez ±cian¦ kapilary, który modelowany jest jako
proporcjonalny do ró»nicy ci±nie« parcjalnych mi¦dzy krwi¡ a tkank¡. Wspóªczynnik
kmass odzwierciedla caªkowity opór, jaki ukªad naczyniowy stawia przenikaniu tlenu,
czyli im wi¦ksza jego warto±¢, tym mniejszy opór. A warto±¢ wspóªczynnika uwzgl¦d-
nia zarówno wªa±ciwo±ci �zykochemiczne (np. rozpuszczalno±¢, dyfuzja), jak i aspekty
strukturalne mikrokr¡»enia, takie jak obecno±¢ i zachowanie erytrocytów, czyli krwinek
czerwonych.

W �zjologicznych warunkach kapilary maj¡ ±rednic¦ mniejsz¡ ni» nieodksztaªcony
erytrocyt, co sprawia, »e komórki te ulegaj¡ deformacji i przemieszczaj¡ si¦ w poje-
dynczym szeregu. Takie zachowanie wpªywa na organizacj¦ przepªywu krwi i warunki
wymiany gazowej, a tym samym na efektywn¡ warto±¢ kmass. W szczególno±ci powstaje
przy±cienna warstwa osocza, która zwi¦ksza opór dyfuzyjny oraz mody�kuje rozkªad
pr¦dko±ci przepªywu krwi i dost¦pno±¢ tlenu w s¡siedztwie ±ciany naczynia [98,193]. Te
zjawiska istotnie mody�kuj¡ warto±¢ kmass, a jego zale»no±¢ od hematokrytu oraz dys-
trybucji erytrocytów bywa silnie nieliniowa [118,119]. Typowo obserwuje si¦, »e wzrost
hematokrytu zwi¦ksza zdolno±¢ krwi do przenoszenia tlenu, ale jednocze±nie pogrubia
warstw¦ osocza przy ±cianie naczynia, zmniejszaj¡c efektywny kmass. Dodatkowo obec-
no±¢ i ruch krwinek zmieniaj¡ lokalny rozkªad pr¦dko±ci przepªywu oraz wpªywaj¡ na
gradienty st¦»enia tlenu w osoczu [55, 160]. Ze wzgl¦du na zªo»ono±¢ tych wszystkich
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zjawisk, ich peªne odwzorowanie w modelach matematycznych wymagaªoby odtworze-
nia trójwymiarowej dynamiki przepªywu i deformacji erytrocytów. Zamiast tego, ich
wpªyw ujmuje si¦ po±rednio poprzez zastosowanie u±rednionych parametrów takich jak
wªa±nie wspóªczynnik kmass.

Wspóªczynnik kmass powi¡zany jest bezpo±rednio z bezwymiarow¡ liczb¡ Sherwooda
(Sh), b¦d¡c¡ odpowiednikiem liczby Nusselta dla transportu masy. Liczba ta opisuje
stosunek caªkowitego strumienia masy (np. tlenu) do strumienia dyfuzyjnego w sytu-
acji czysto molekularnej i zale»y od geometrii naczynia, warunków przepªywu, rodzaju
transportowanego skªadnika oraz, w przypadku krwi, od obecno±ci i zachowania ele-
mentów morfotycznych (czyli komórkowych skªadników krwi, takich jak erytrocyty,
leukocyty i trombocyty) [55]. Przykªadowo, warto±ci liczby Sherwooda w kapilarach
o promieniu Rc ≈ 2.5µm mieszcz¡ si¦ w zakresie od 1.5 do 3.0, przy czym warto±ci te
uzyskuje si¦ na podstawie symulacji uwzgl¦dniaj¡cych obecno±¢ krwinek czerwonych
w uproszczonych modelach naczyniowych [134].

Z �zycznego punktu widzenia, wspóªczynnik kmass ª¡czy zjawiska konwekcyjnego
transportu tlenu wewn¡trz kapilary, jego dyfuzji przez osocze i ±cian¦ naczynia oraz
dalszej dyfuzji do tkanek. Istnieje równie» powi¡zanie pomi¦dzy kmass a lokalnym ci-
±nieniem parcjalnym tlenu w krwi, zale»nym z kolei od stopnia nasycenia hemoglobiny.
W ten sposób, mimo »e erytrocyty nie s¡ jawnie modelowane, ich obecno±¢ wpªywa na
poziom kmass poprzez mechanizmy wi¡zania i uwalniania tlenu, odwzorowywane krzy-
w¡ dysocjacji oksyhemoglobiny [119,160]. Dzi¦ki temu podej±ciu mo»liwe jest opisanie
procesów wymiany gazowej w sposób ci¡gªy i zgodny z zasadami zachowania masy, bez
konieczno±ci peªnej symulacji struktury krwi.

W literaturze spotyka si¦ zarówno podej±cia empiryczne, jak i analityczne do wyzna-
czania kmass, cz¦sto na podstawie symulacji przepªywu krwi w uproszczonych modelach
naczyniowych, bez peªnego odwzorowania otaczaj¡cej tkanki [51, 55,175,176].

5.2 Modele zu»ycia tlenu

Transport tlenu w tkankach jest procesem zªo»onym, który zachodzi w wyniku dyfu-
zji pasywnej z mikrokr¡»enia do komórek, gdzie tlen jest wykorzystywany w procesach
metabolicznych [103]. Zu»ycie tlenu w tkance jest gªównie zale»ne od ci±nienia parcjal-
nego tlenu Pt, a tak»e od charakterystyki tkanek i obecno±ci enzymów odpowiedzial-
nych za reakcje biochemiczne w mitochondriach [55]. Istnieje co najmniej kilka modeli
matematycznych, które opisuj¡ te zjawiska, a wybór odpowiedniego modelu zale»y od
konkretnych warunków i zaªo»e«, takich jak rodzaj reakcji chemicznych, szybko±¢ zu-
»ycia tlenu oraz dost¦pno±¢ tlenu w tkance. Mo»na wyró»ni¢ cztery podstawowe typy
kinetyki reakcji chemicznych zu»ywaj¡cych tlen, które mog¡ by¢ stosowane w modelach
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zu»ycia tlenu w tkance [19,159]:

a) Kinetyka zerowego rz¦du zakªada, »e szybko±¢ zu»ycia tlenu jest staªa, niezale»na
od ci±nienia parcjalnego tlenu Pt, pod warunkiem, »e tlen jest dost¦pny powy-
»ej pewnego minimalnego poziomu. Matematycznie, model ten przedstawia si¦
nast¦puj¡co:

Mt =

M0, Pt > 0

0, Pt = 0
(5.6)

gdzie Mt to zu»ycie tlenu, natomiast M0, czyli zapotrzebowanie na tlen, od-
powiada maksymalnej szybko±ci jego zu»ycia. Model ten jest cz¦sto stosowany
w sytuacjach, gdy st¦»enie tlenu jest stosunkowo wysokie i nie ogranicza znacz¡-
co procesów metabolicznych. Jak wida¢, jest to model, który zostaª wykorzystany
w opisie matematycznym zaproponowanym przez Krogha (por. równanie (5.1)).

b) Kinetyka pierwszego rz¦du opisuje reakcje, w których szybko±¢ zu»ycia tlenu jest
proporcjonalna do lokalnego st¦»enia tlenu w tkance:

Mt = kconPt (5.7)

gdzie kcon jest staª¡ reakcji. Model ten mo»e by¢ odpowiedni w warunkach niskiego
st¦»enia tlenu, gdzie szybko±¢ metabolizmu jest silnie zale»na od dost¦pno±ci
tlenu.

c) Mieszana kinetyka zerowego i pierwszego rz¦du ª¡czy cechy obu opisanych powy-
»ej modeli. Przy wysokich st¦»eniach tlenu, szybko±¢ zu»ycia zbli»a si¦ do warto-
±ci staªej (kinetyka zerowego rz¦du), natomiast przy niskich st¦»eniach staje si¦
proporcjonalna do ci±nienia parcjalnego tlenu (kinetyka pierwszego rz¦du):

Mt =


0, Pt = 0

kconPt, 0 < Pt < M0k
−1
con

M0, Pt ­M0k−1con

(5.8)

d) Kinetyka Michaelisa-Mentena jest najcz¦±ciej stosowana w modelach metaboli-
zmu tlenowego, zwªaszcza w kontek±cie mitochondriów, które s¡ gªównymi miej-
scami zu»ycia tlenu w komórkach. Model ten uwzgl¦dnia nasycalno±¢ enzymów
oraz opisuje szybko±¢ reakcji jako funkcj¦ st¦»enia tlenu. Równanie Michaelisa-
Mentena dla zu»ycia tlenu ma posta¢:

Mt =
M0Pt

Pt + Pcrit
(5.9)
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gdzie Pcrit to ci±nienie parcjalne tlenu, przy którym szybko±¢ reakcji osi¡ga po-
ªow¦ swojej maksymalnej warto±ci. Dla warto±ci Pt znacznie mniejszych od Pcrit,
kinetyka Michaelisa-Mentena przechodzi w kinetyk¦ pierwszego rz¦du. Z kolei,
gdy Pcrit d¡»y do zera, kinetyka ta zbli»a si¦ do kinetyki zerowego rz¦du [159].
Kinetyka Michaelisa-Mentena jest szczególnie przydatna w modelach zu»ycia tle-
nu w warunkach, w których zu»ycie tlenu jest ograniczone przez dost¦pno±¢ tlenu,
co ma miejsce w przypadku hipoksji, gdy ci±nienie parcjalne tlenu spada poni»ej
warto±ci krytycznych. Model ten uwzgl¦dnia efekt nasycenia metabolizmu tleno-
wego, co ma znaczenie w przewidywaniu reakcji tkanki na zmiany w dost¦pno±ci
tlenu [55].

Tlen w tkance zu»ywany jest gªównie przez mitochondria, czyli drobne organelle
komórkowe, zwane czasami �elektrowniami komórek�, odpowiedzialne za wytwarzanie
energii w postaci ATP. W wi¦kszo±ci klasycznych modeli zakªada si¦ jednorodny roz-
kªad mitochondriów, a tym samym równomierne zu»ycie tlenu w caªym obszarze tkan-
kowym. Jednak obserwacje mikroskopowe wykazaªy, »e mitochondria mog¡ wykazywa¢
tendencj¦ do grupowania si¦ w pobli»u naczy« wªosowatych, szczególnie w intensywnie
metabolizuj¡cych tkankach, takich jak mi¦±nie szkieletowe. Ich lokalne zag¦szczenie pro-
wadzi do zwi¦kszonego zu»ycia tlenu w bezpo±rednim s¡siedztwie kapilar oraz wzgl¦d-
nie niskiego zapotrzebowania w dalszych rejonach [134]. Taki rozkªad mitochondriów
powoduje powstawanie gradientu tlenu, a w skrajnych przypadkach mo»e ogranicza¢
dost¦pno±¢ tlenu w bardziej oddalonych cz¦±ciach tkanki.

Efekt grupowania mitochondriów w modelach matematycznych jest na ogóª uwzgl¦d-
niany poprzez wprowadzenie przestrzennie zale»nej funkcji zapotrzebowania na tlen
M0(r), która odzwierciedla ich nierównomierne rozmieszczenie [79,134]:

M0(r) =


Rc ¬ r ¬

Rt −Rc
mmito

: mmitoM0

Rt −Rc
mmito

< r ¬ Rt : 0
(5.10)

Parametr mmito okre±la stopie« lokalnego zwi¦kszenia zapotrzebowania na tlen
w stre�e okoªokapilarnej. Takie uj¦cie umo»liwia elastyczne odwzorowanie ró»nych sce-
nariuszy przestrzennego rozmieszczenia mitochondriów przy zachowaniu niezmiennej
±redniej konsumpcji tlenu w caªym cylindrze. W modelu zaproponowanym przez McGu-
ire'a [134] przyj¦to warto±¢ mmito = 2, co odpowiada podwojeniu zapotrzebowania na
tlen w centralnej stre�e.
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5.3 Równanie dla obszaru kapilary

Jak ju» wcze±niej wspomniano w rozdziale 4, ilo±¢ tlenu dostarczanego do tkanek
w normalnych warunkach zale»y od zawarto±ci tlenu we krwi, przy czym mo»e ona
przybiera¢ formy wi¡za« chemicznych tworz¡cych oksyhemoglobin¦ lub wolnych cz¡-
steczek. St¦»enie wolnych cz¡steczek jest opisywane przez ci±nienie parcjalne tlenu,
a zale»no±¢ mi¦dzy nasyceniem hemoglobiny tlenem a ci±nieniem parcjalnym tlenu jest
opisana krzyw¡ dysocjacji oksyhemoglobiny. Z tego wzgl¦du, matematyczny opis dys-
trybucji tlenu powinien uwzgl¦dnia¢ obie formy jego obecno±ci we krwi. Dla stanu
nieustalonego jest to [206,222]:

(r, z) ∈ Ωc :


αpl

∂Pb
∂t
= ∇(αplDpl∇Pb)− ubαpl

∂Pb
∂z
+ ρreact

κb
∂SHb
∂t
= ∇(κbDHb∇SHb)− ubκb

∂SHb
∂z
− ρreact

(5.11)

gdzie αpl [mol cm−3 mmHg−1] rozpuszczalno±¢ tlenu w pla¹mie, Dpl i DHb [cm2 s−1]
to wspóªczynniki dyfuzji odpowiednio tlenu w pla¹mie i hemoglobiny, κb [mol cm−3blood]
okre±la zdolno±¢ krwi do przenoszenia tlenu przy peªnym wysyceniu hemoglobiny, ub
[cm s−1] to pr¦dko±¢ przepªywu krwi w kapilarze, natomiast ρreact [mol cm−3 s−1] to tzw.
skªadnik reakcji. W zaªo»eniu równania s¡ ª¡czone, a jedna ze zmiennych zale»nych jest
zast¦powana drug¡ w oparciu o de�nicj¦ krzywej dysocjacji oksyhemoglobiny SHb(Pb)
lub odwróconej krzywej dysocjacji Pb(SHb), co przykªadowo prowadzi do [206,222]:(

αpl +
nPb

n−1P n50
(Pbn + P n50)2

κb

)
∂Pb
∂t
=
(
αplDpl +

nPb
n−1P n50

(Pbn + P n50)2
κbDHb

)
∇2Pb

−
(
αplub,z +

nPb
n−1P n50

(Pbn + P n50)2
κbub,z

)
∂Pb
∂z

(5.12)

+κbDHb
n(n− 1)P n50Pbn−2(Pbn + P n50)− 2n2Pb2n−2P n50

(Pbn + P n50)3

(∂Pb
∂r

)2
+
(
∂Pb
∂z

)2
Równanie to obejmuje zarówno skªadniki dyfuzyjne i konwekcyjne, jak równie» nie-

liniowe czªony wynikaj¡ce z ró»niczkowania funkcji dysocjacji hemoglobiny (w tym
przypadku równania Hilla). Takie sformuªowanie czyni ukªad równa« nieliniowym, co
istotnie zwi¦ksza zªo»ono±¢ numeryczn¡ rozwi¡zania. Nale»y podkre±li¢, »e wykorzysta-
nie funkcji Hilla znacz¡co upraszcza proces sprz¦»enia, poniewa» jej posta¢ analityczna
pozwala na bezpo±rednie ró»niczkowanie. W przypadku zastosowania bardziej zaawan-
sowanych modeli krzywych dysocjacji, sprz¦»enie mi¦dzy zmiennymi mo»e by¢ znacznie
trudniejsze do uzyskania, a w skrajnych przypadkach prowadzi¢ do problemów ze sta-
bilno±ci¡ oblicze«. Warto równie» zaznaczy¢, »e równanie to opisuje stan nieustalony,
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natomiast przej±cie do opisu stanu ustalonego mo»liwe jest poprzez przyj¦cie zerowej
warto±ci pochodnych wzgl¦dem czasu.

Ze wzgl¦du na to, »e ci±nienie parcjalne tlenu w kapilarze cz¦sto traktuje si¦ jako
wielko±¢ ustalon¡, w praktyce obliczeniowej powszechnie stosuje si¦ uproszczone modele
wymagaj¡ce jedynie zde�niowania warunku jednoznaczno±ci na wlocie naczynia. Takie
podej±cie pozwala znacz¡co ograniczy¢ zªo»ono±¢ obliczeniow¡, a jego zastosowanie
jest szczególnie uzasadnione w modelach opartych na koncepcji walca Krogha, gdzie
przyjmuje si¦ jednorodny rozkªad ci±nienia parcjalnego tlenu w przekroju poprzecznym
naczynia [134]:

z ∈ Ωc : πR2cubκb∇SHb = −kmass(Pb − Pt)
z = 0: Pb = Pb,inlet

(5.13)

gdzie Pb,inlet oznacza ci±nienie parcjalne krwi na wlocie kapilary.
Warto w tym miejscu wyja±ni¢, »e zaªo»enie staªego ci±nienia parcjalnego lub nasy-

cenia hemoglobiny tlenem wynika z �zjologicznego faktu, »e czerwone krwinki b¦d¡ce
no±nikiem tlenu, maj¡ wi¦ksz¡ ±rednic¦ ni» naczynia wªosowate, w wyniku czego s¡
niejako przepychane przez kapilar¦ [98,193].

5.4 Równanie dla obszaru tkanki

W analogii do równania dla obszaru kapilary, w modelowaniu transportu tlenu
w tkance uwzgl¦dnia si¦ równie» obecno±¢ mioglobiny, która wi¡»e tlen w sposób od-
wracalny. W tkance tlen wyst¦puje zarówno w postaci rozpuszczonej, jak i zwi¡zanej
z mioglobin¡, co prowadzi do konieczno±ci opisu jego dystrybucji za pomoc¡ ukªadu
dwóch sprz¦»onych równa«. Takie podej±cie zostaªo szczegóªowo opisane w [48, 206],
gdzie przedstawiono opis zmian ci±nienia parcjalnego tlenu Pt oraz st¦»enia utlenowa-
nej mioglobiny SMb w stanie ustalonym:

r ∈ Ωt :

αtDt∇
2Pt = −ρreact +Mt

cMbDMb∇2SMb = ρreact
(5.14)

gdzie αt [mol cm−3 mmHg−1] oznacza rozpuszczalno±¢ tlenu w tkance, Dt [cm2 s−1] jest
wspóªczynnikiem dyfuzji tlenu w tkance, cMb [mol cm−3] to st¦»enie mioglobiny, a DMb
[cm2 s−1] to wspóªczynnik dyfuzji oksymioglobiny.

Równania te zostaj¡ poª¡czone poprzez zastosowanie krzywej dysocjacji mioglobiny
(por. podrozdziaª 4.6). Ostatecznie rozkªad ci±nienia parcjalnego tlenu w tkance Pt(r)
opisuje równanie ró»niczkowe sformuªowane w cylindrycznym ukªadzie wspóªrz¦dnych
[48,159,206]:

r ∈ Ωt : Kt∇2Pt + cMbDMb∇2SMb(Pt) =Mt(Pt) (5.15)
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gdzieKt [(cm2 s−1)(mol cm−3 mmHg−1)] to wspóªczynnik Krogha, który mo»na wyrazi¢
jako [55,206,222]:

Kt = αtDt (5.16)

Nale»y podkre±li¢, »e je±li tlen w tkance znajduje si¦ w st¦»eniu powy»ej 13 mmHg,
to wpªyw transportu uªatwionego przez mioglobin¦ mo»na zaniedba¢. W przeciwnym
wypadku jej udziaª jest znacz¡cy i staje si¦ dominuj¡cym czynnikiem uªatwiaj¡cym
dyfuzj¦ tlenu w warunkach hipoksji [206].

W analizie ilo±ciowej stanu utlenowania tkanki pomocny jest skumulowany rozkªad
ci±nienia parcjalnego PO2 , taki jak przedstawiono na rysunku 5.2. Krzywa ilustruje
frakcj¦ tkanki, dla której PO2 jest równe lub ni»sze od warto±ci podanej na osi pozio-
mej, w zakresie od 0 do 100 mmHg. Na przykªad, odczytanie warto±ci z osi pionowej
dla niskich warto±ci PO2 (np. 5 ÷ 10 mmHg) pozwala na okre±lenie procentu tkanki
do±wiadczaj¡cej niedoboru tlenu. Wysokie warto±ci frakcji tkanki przy niskim PO2 wska-
zuj¡ na znacz¡ce obszary niedotlenione, co ma istotne implikacje w kontek±cie �zjologii
tkanki, jej metabolizmu oraz potencjalnego rozwoju stanów patologicznych. Taki roz-
kªad jest nieoceniony w diagnostyce, ocenie skuteczno±ci interwencji terapeutycznych
oraz w badaniach podstawowych nad mikro±rodowiskiem tkankowym.

Rys. 5.2: Skumulowany rozkªad ci±nienia parcjalnego tlenu PO2 w obszarze tkanki

5.5 Zastosowania modelu Krogha

Model Krogha, pierwotnie opracowany w celu opisu dyfuzji tlenu z naczy« wªosowa-
tych do otaczaj¡cych tkanek, dzi¦ki swojej przejrzystej strukturze matematycznej zna-
lazª zastosowanie tak»e w szerszym spektrum zagadnie« biomedycznych, bio�zycznych
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oraz in»ynieryjnych. Jego rozszerzenia umo»liwiaj¡ uwzgl¦dnienie transportu innych
substancji, reakcji chemicznych, a tak»e zjawisk wielofazowych i konwekcyjnych.

Model Krogha stanowi fundament wielu rozszerzonych modeli sprz¦»onego trans-
portu ró»nych gazów oddechowych i cz¡steczek czynnych biologicznie. Przykªadowo,
w pracy Li i in. [111] zastosowano model Krogha o czterech koncentrycznych warstwach
(erytrocyty, osocze, pªyn ±ródmi¡»szowy oraz komórki mi¡»szu) do badania kinetyki
znaczników radioaktywnych 15O-O2 oraz 15O-wody. Model uwzgl¦dniaª wymian¦ sub-
stancji pomi¦dzy warstwami oraz zmienno±¢ wzdªu» osi naczynia, przy zaªo»eniu braku
gradientów radialnych. Rozkªad st¦»enia tlenu w stanie ustalonym posªu»yª nast¦pnie
do analizy sprz¦»onej dynamiki izotopów, co umo»liwiªo oszacowanie zu»ycia tlenu
w mi¦±niu sercowym na podstawie danych eksperymentalnych.

W innym podej±ciu, Schacterle i wsp. [171] opracowali stacjonarny model transpor-
tu tlenu i dwutlenku w¦gla w t¦tniczkach otoczonych przez równomiernie rozªo»on¡
sie¢ naczy« kapilarnych. Uwzgl¦dniono tu efekty �zjologiczne, takie jak efekt Bohra
(przesuni¦cie krzywej dysocjacji O2 w obecno±ci CO2) i efekt Haldane'a (wpªyw O2 na
zdolno±¢ wi¡zania CO2 przez hemoglobin¦). Model ten wykazaª, »e pr¦»no±¢ CO2 we
krwi szybciej osi¡ga równowag¦ z otaczaj¡c¡ tkank¡ ni» pr¦»no±¢ O2.

Dash i Bassingthwaighte [32] zaproponowali zaawansowany, czterowarstwowy mo-
del o zmienno±ci wzdªu» osi kapilary, w którym analizowano sprz¦»ony transport O2
i CO2, uwzgl¦dniaj¡c dodatkowo obecno±¢ jonów wodorow¦glanowych i wodorowych.
Chocia» model ten nie rozwi¡zywaª równa« w kierunku radialnym, pozwalaª na efek-
tywne obliczenia zarówno w warunkach ustalonych, jak i dynamicznych.

Model Krogha odegraª istotn¡ rol¦ w badaniach mikro±rodowiska nowotworowego.
Kirkpatrick i in. [99] wykorzystali model Krogha do badania transportu tlenu i glukozy
w kontek±cie guzów nowotworowych. Wykazali oni, »e chocia» glikoliza ma ograniczo-
ny wpªyw na poziom hipoksji w nowotworach, to samo zu»ycie tlenu przez komórki
ma kluczowe znaczenie dla jej rozwoju. Ponadto, uwzgl¦dnienie zró»nicowanego roz-
miaru cylindrów tkankowych zwi¦kszaªo frakcj¦ hipoksyjn¡ w porównaniu do modeli
z pojedynczym, u±rednionym cylindrem.

Lamkin-Kennard i wsp. [107] opracowali model uwzgl¦dniaj¡cy sprz¦»ony trans-
port tlenu i tlenku azotu (NO) w przekrojach t¦tniczek, bez uwzgl¦dniania transportu
wzdªu»nego. Ich symulacje wykazaªy, »e zwi¦kszone st¦»enie NO w tkance mo»e pro-
wadzi¢ do zwi¦kszenia dostarczania tlenu w odlegªe rejony, co wynika z odwracalnego
hamowania mitochondrialnej konsumpcji O2 przez NO.

Model Krogha znajduje równie» szerokie zastosowanie w wielu dziedzinach biologii,
in»ynierii biomedycznej, a nawet geo�zyki i in»ynierii odwiertowej. Przejrzysto±¢ jego
konstrukcji oraz mo»liwo±¢ stosowania ró»nych mody�kacji sprawiaj¡, »e jest on cz¦sto
podstaw¡ dla modeli bardziej zªo»onych.
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Jednym z popularnych obszarów zastosowania modelu Krogha jest bio�zyka trans-
portu ciepªa w tkankach. Cylindryczna geometria modelu Krogha jest wykorzystywana
do opisu lokalnej dyfuzji ciepªa wokóª naczy« krwiono±nych w kontek±cie hipertermii
terapeutycznej oraz ablacji cieplnej. Przykªadowo, model byª rozwijany w pracach do-
tycz¡cych przewodnictwa cieplnego wokóª naczy« w kontek±cie zastosowa« medycznych
i planowania terapii [28, 203]. W wielu modelach biociepªa (np. opartych o równanie
Pennesa) model Krogha stosowany jest jako lokalny model mikroprzepªywu w symula-
cjach rozkªadu temperatury.

Koncepcja Krogha znajduje równie» szerokie zastosowanie w modelach opisuj¡cych
mikrokr¡»enie w mi¦±niach szkieletowych. W pracy Lo i inni [115] wykorzystano wersj¦
modelu Krogha do opisu dynamicznych zmian utlenowania mi¦±ni przy ró»nych po-
ziomach aktywno±ci. Tego typu modele (tzw. microcirculation units, MCU) stanowi¡
podstaw¦ dla rozwoju bardziej zªo»onych symulacji �zjologicznych. Modele MCU mog¡
obejmowa¢ wiele kapilar i tkanek, ale lokalnie przyjmuj¡ geometri¦ i zaªo»enia zgodne
z modelem Krogha.

Model Krogha, zwªaszcza w rozszerzonych wersjach uwzgl¦dniaj¡cych dynamiczn¡
reorganizacj¦ naczy«, wykorzystywany byª tak»e do opisu angiogenezy, czyli procesu
tworzenia nowych naczy« krwiono±nych. Przykªadowo, w pracy Secomb i inni [175]
wykorzystano model Krogha jako lokalny komponent w symulacjach dostosowuj¡cych
struktur¦ mikrokr¡»enia do zapotrzebowania metabolicznego tkanki.

Model Zhu i in. [222] zostaª rozwini¦ty w kontek±cie terapii fotodynamicznej (PDT),
jednak jego struktura matematyczna oparta jest na rozszerzeniu klasycznego modelu
Krogha. Uwzgl¦dnia on zarówno dynamiczn¡ dyfuzj¦ tlenu, jak i rozpad zwi¡zków
fotouczulaj¡cych.

Symetria cylindryczna stosowana w klasycznym modelu Krogha znajduje równie»
zastosowanie w analizach przepªywu pªynów i transportu masy w skaªach porowatych
otaczaj¡cych odwierty. Klasyczny model Theisa [187] opisuje radialne zmiany ci±nienia
w odpowiedzi na eksploatacj¦ zªo»a, co stanowi formaln¡ analogi¦ do dyfuzji tlenu
z kapilary do otaczaj¡cej tkanki.

W badaniach z zakresu geotermii i in»ynierii zªó», szczególn¡ uwag¦ po±wi¦ca si¦
dyfuzji znaczników z kanaªów przepªywowych do porowatej matrycy skalnej. Jak po-
kazali Pruess i Ho [66, 161], dyfuzja znaczników z kanaªu przepªywowego do otacza-
j¡cej matrycy skalnej prowadzi do opó¹nienia ich transportu i wydªu»enia czasu ich
obecno±ci w ukªadzie porowatym, co wpªywa na dynamik¦ zmian st¦»enia. Zjawisko
to przypomina wymian¦ gazów w mikrokr¡»eniu, gdzie kapilara odpowiada kanaªowi
przepªywowemu, a tkanka peªni rol¦ otaczaj¡cego rezerwuaru dyfuzyjnego.
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Terapia fotodynamiczna (ang. photodynamic therapy, PDT) to selektywna, mini-
malnie inwazyjna metoda leczenia nowotworów, w której kluczow¡ rol¦ odgrywaj¡ trzy
elementy: fotouczulacz (fotosensybilizator, ang. photosensitizer), ±wiatªo o odpowied-
niej dªugo±ci fali oraz tlen obecny w tkance (forma trypletowa 3O2). Po zaabsorbowa-
niu energii ±wietlnej fotouczulacz przechodzi do stanu wzbudzonego, co inicjuje reakcje
fotochemiczne prowadz¡ce do generacji reaktywnych form tlenu (ang. reactive oxygen

species), w tym przede wszystkim tlenu singletowego 1O2, uznawanego za gªówny czyn-
nik cytotoksyczny w PDT [2,9].

W porównaniu z konwencjonalnymi metodami leczenia, takimi jak chirurgia, che-
mioterapia czy radioterapia, PDT wykazuje szereg istotnych zalet. Fotouczulacze mo-
g¡ wykazywa¢ naturaln¡ zdolno±¢ do preferencyjnego gromadzenia si¦ w nowotworach,
a na±wietlanie ogranicza si¦ do konkretnego miejsca, co zwi¦ksza selektywno±¢ terapii.
Dzi¦ki temu PDT mo»e by¢ stosowana wielokrotnie w tym samym miejscu, zwykle
nie prowadzi do blizn, mo»e by¢ stosowana ambulatoryjnie i jest relatywnie niedroga
w porównaniu do innych metod leczenia raka [21,31].

Jak ka»da metoda terapeutyczna, tak»e PDT ma swoje ograniczenia. Skuteczno±¢
leczenia zale»y od obecno±ci tlenu w tkance, co sprawia, »e obszary hipoksyjne lub oto-
czone martwic¡ mog¡ nie reagowa¢ na terapi¦. Ograniczona penetracja ±wiatªa w gª¡b
tkanek stanowi przeszkod¦ w leczeniu gª¦boko zlokalizowanych guzów. Ponadto, nie-
które fotouczulacze mog¡ powodowa¢ nadwra»liwo±¢ na ±wiatªo, a leczenie nowotworów
o rozsianym charakterze, takich jak przerzuty, jest obecnie technicznie trudne do prze-
prowadzenia [21,31].

Terapia fotodynamiczna znajduje szerokie zastosowanie kliniczne zarówno w lecze-
niu nowotworów, jak i chorób niezªo±liwych. W onkologii PDT stosuje si¦ w terapii
nowotworów skóry, przeªyku, gªowy i szyi, pªuc, p¦cherza moczowego, szyjki macicy,
przewodu pokarmowego oraz nieczerniakowatego nowotworu skóry. Metoda ta wyka-
zuje równie» skuteczno±¢ w leczeniu schorze« dermatologicznych (takich jak tr¡dzik,
brodawki, fotostarzenie, ªuszczyca, malformacje naczyniowe, hirsutyzm, bliznowce i ªy-
sienie plackowate), okulistycznych (np. centralna retinopatia surowicza i neowasku-
laryzacja rogówki), sercowo-naczyniowych (mia»d»yca i »ylaki przeªyku), stomatolo-
gicznych (liszaj pªaski jamy ustnej), neurologicznych (choroba Alzheimera), reuma-
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tologicznych (reumatoidalne zapalenie stawów) oraz gastroenterologicznych (choroba
Crohna) [21,31,96,110,157].

6.1 Mechanizmy reakcji zachodz¡cych podczas PDT

Wyró»nia si¦ dwa podstawowe mechanizmy reakcji zale»ne gªównie od dost¦pno±ci
tlenu w ±rodowisku guza:

• Mechanizm typu I dominuje w warunkach ograniczonego dost¦pu do tlenu, typo-
wych dla obszarów hipoksyjnych w nowotworze. W tym przypadku fotouczulacz
wzbudzony do stanu trypletowego oddziaªuje z biomolekuªami (np. lipidami, biaª-
kami), inicjuj¡c reakcje prowadz¡ce do tworzenia wolnych rodników, takich jak
anionorodnik ponadtlenkowy (O·−2 ), rodnik hydroksylowy (·OH) czy nadtlenki
organiczne [21, 31, 110, 215]. Te formy tlenu wywoªuj¡ szereg reakcji ªa«cucho-
wych prowadz¡cych do uszkodzenia bªon komórkowych, biaªek i DNA komórek
nowotworowych [136,157].

• Mechanizm typu II zachodzi w ±rodowiskach bogatych w tlen, gdy fotouczulacz
w stanie trypletowym przekazuje swoj¡ energi¦ cz¡steczce tlenu w stanie try-
pletowym (3O2), powoduj¡c jej przeksztaªcenie w reaktywn¡ form¦ tlenu, czy-
li tlen singletowy (1O2). Ten stan wzbudzony charakteryzuje si¦ silnymi wªa-
±ciwo±ciami utleniaj¡cymi, co prowadzi do nieodwracalnego uszkodzenia struk-
tur komórkowych, zwªaszcza lipidów bªonowych i biaªek. Tlen singletowy jest
uwa»any za gªówny efektor cytotoksyczny w klasycznej terapii fotodynamicz-
nej [2, 21,31,110,157]

Dominuj¡cy mechanizm fotodynamiczny zale»y nie tylko od wªa±ciwo±ci fotouczula-
cza, ale równie» od lokalnych warunków mikro±rodowiska nowotworu, takich jak poziom
tlenu czy obecno±¢ biomolekuª redukuj¡cych. W praktyce oba mechanizmy mog¡ wspóª-
istnie¢, a ich wzgl¦dny udziaª mo»e si¦ dynamicznie zmienia¢ w czasie terapii [21, 31].

Zªo»ono±¢ procesów zachodz¡cych podczas PDT zostaªa zilustrowana diagramem
Jabªo«skiego (rys. 6.1), który ukazuje podstawowe przemiany foto�zyczne i fotoche-
miczne charakterystyczne dla terapii typu II, gdzie gªównym czynnikiem cytotoksycz-
nym jest tlen singletowy (1O2).
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Rys. 6.1: Diagram Jabªo«skiego

Symbole przedstawione na diagramie oznaczaj¡ odpowiednio: S0 - stan podstawowy
fotouczulacza, S1 � stan wzbudzony singletowy, natomiast TS0 � stan trypletowy fo-
touczulacza. Symbolami 3O2 i 1O2 oznaczono odpowiednio tlen cz¡steczkowy w stanie
trypletowym i singletowym. APDT reprezentuje st¦»enie akceptora tlenu singletowego
z wyª¡czeniem cz¡steczek fotouczulacza. Wszystkie oznaczenia k0-k7 odnosz¡ si¦ do
staªych reakcji chemicznych, których szczegóªowe znaczenie oraz jednostki (np. [s−1]
lub [s−1 µM−1]) zostaªy podane w [221].

Proces rozpoczyna si¦ od absorpcji fotonu (staªa k0) przez cz¡steczk¦ fotouczulacza
znajduj¡c¡ si¦ w stanie podstawowym S0, co powoduje jej przej±cie do wzbudzonego
stanu singletowego S1. Ze stanu S1 cz¡steczka mo»e powróci¢ do stanu podstawowego
poprzez emisj¦ �uorescencji (staªa k3) lub ulec przej±ciu mi¦dzysystemowemu (staªa k5)
do stanu trypletowego TS0 , co jest kluczowym etapem umo»liwiaj¡cym dalsze reakcje
fotodynamiczne.

Stan trypletowy fotouczulacza TS0 mo»e ulec dezaktywacji na kilka sposobów: po-
przez emisj¦ fosforescencji (staªa k4), przez przekazanie energii cz¡steczce tlenu w stanie
trypletowym (mechanizm typu II, staªa k2), prowadz¡ce do powstania tlenu singleto-
wego (1O2), lub (w przypadku reakcji typu I niewskazanej na diagramie) przez bezpo-
±redni¡ reakcj¦ z substratem.

Powstaªy tlen singletowy 1O2 jest wysoce reaktywny i niemal natychmiast reaguje
z cz¡steczkami w swoim najbli»szym otoczeniu. Gªówne drogi jego dezaktywacji to
reakcje z biologicznymi strukturami komórkowymi (staªa k7), reakcja z fotouczulaczem
prowadz¡ca do jego nieodwracalnej degradacji (fotowybielanie, staªa k1), oraz emisja
fosforescencji (staªa k6, dªugo±¢ fali = 1270 [nm]).
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6.2 Techniczne aspekty terapii fotodynamicznej

Skuteczno±¢ PDT opiera si¦ na jako±ci u»ytego fotouczulacza, czyli substancji fo-
towra»liwej, która w idealnym przypadku powinna wykazywa¢ selektywno±¢ wzgl¦dem
komórek nowotworowych, stabilno±¢ chemiczn¡, brak toksyczno±ci w stanie nieaktyw-
nym oraz wysok¡ reaktywno±¢ po aktywacji ±wiatªem. Oczekuje si¦ równie», »e b¦dzie
ªatwo wydalana z organizmu oraz minimalizowa¢ dziaªania niepo»¡dane. Niestety, jak
dot¡d nie opracowano fotouczulacza speªniaj¡cego wszystkie te wymagania jednocze-
±nie, co wynika z du»ego zró»nicowania struktur komórkowych i wªa±ciwo±ci mikro±ro-
dowiskowych ró»nych nowotworów [8,157,167,215].

Leczenie rozpoczyna si¦ najcz¦±ciej od do»ylnego podania fotouczulacza, obecnie
najcz¦±ciej w postaci pochodnych hematopor�ryny w dawce 2.5 ÷ 5 [mg kg−1] ma-
sy ciaªa. Substancja ta, rozprowadzona drog¡ krwiono±n¡ po organizmie, gromadzi si¦
w tkance nowotworowej w czasie 24 ÷ 72 godzin od podania. Nale»y pami¦ta¢, »e
zwi¦kszona retencja fotouczulacza wyst¦puje równie» w skórze oraz niektórych narz¡-
dach wewn¦trznych, takich jak w¡troba, nerki czy ±ledziona, co zwi¡zane jest z ich
powinowactwem do barwników por�rynowych [157,162,170,201].

Zwi¡zki por�rynowe, nale»¡ce do pierwszej generacji fotouczulaczy, to najcz¦±ciej
wykorzystywane w PDT nanocz¡stki. Ich mody�kacje strukturalne pozwalaj¡ uzyska¢
formy hydrofobowe (wi¡»¡ce si¦ z lipidami), rozpuszczalne w wodzie formy hydro�lowe
(anionowe lub kationowe) lub am��lowe, zawieraj¡ce cz¦±ci obu wymienionych form, co
umo»liwia interakcje z ró»nymi strukturami komórkowymi. Cechuj¡ si¦ one nisk¡ tok-
syczno±ci¡ w ciemno±ci i wysok¡ absorpcj¡ promieniowania ±wietlnego. Druga generacja
obejmuje bardziej zaawansowane pochodne, takie jak chloryny, bakteriochloryny czy
ftalocyjaniny, które maj¡ silniejsze pasma absorpcji w zakresie fal o wi¦kszej dªugo±ci,
co umo»liwia skuteczniejsz¡ penetracj¦ gª¦bokich warstw tkanki. Obecnie rozwijane s¡
równie» fotouczulacze trzeciej generacji, bazuj¡ce na strukturach drugiej generacji, ale
dodatkowo mody�kowane w celu poprawy selektywno±ci gromadzenia si¦ w nowotwo-
rach oraz skuteczno±ci dostarczania do tkanek docelowych [96,110,165,167].

Jak ju» wspomniano, na±wietlanie tkanek prowadzone jest zwykle 24 ÷ 72 godziny
po podaniu fotouczulacza, po wcze±niejszym precyzyjnym zlokalizowaniu zmian cho-
robowych za pomoc¡ diagnostyki fotodynamicznej. Typowe dawki energii mieszcz¡
si¦ w zakresie 10 ÷ 250 [J cm−2], przy ±redniej g¦sto±ci mocy 15 ÷ 300 [mW cm−2]
i czasie na±wietlania trwaj¡cym 15 ÷ 30 minut. W przypadku stosowania pochodnych
hematoporyny, promieniowanie wykorzystywane do aktywacji fotouczulacza ma zwykle
dªugo±¢ fali 625 ÷ 640 nm, cho¢ generalnie fotouczulacze wykazuj¡ zwi¦kszon¡ absorp-
cj¦ w nieco szerszym zakresie: 400 ÷ 700 nm. Cho¢ gª¦boko±¢ penetracji δp wzrasta
wraz z dªugo±ci¡ fali, przekroczenie progu okoªo 850 nm powoduje spadek zdolno±ci
wzbudzania tlenu singletowego, co ogranicza skuteczno±¢ terapeutyczn¡. Mo»na wi¦c
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powiedzie¢, »e optymalny zakres dªugo±ci fali ±wietlnej wykorzystywanej w PDT mie±ci
si¦ w �oknie terapeutycznym/biologicznym� [5, 31, 106,157] (por. rozdziaª 3).

Wraz ze wzrostem dªugo±ci fali zwi¦ksza si¦ zdolno±¢ ±wiatªa do przenikania w gª¡b
tkanek. �wiatªo niebieskie wykazuje dziaªanie powierzchniowe i jest stosowane w le-
czeniu zmian naskórkowych. �wiatªo zielone dociera do skóry wªa±ciwej, natomiast
czerwone osi¡ga najwi¦ksz¡ gª¦boko±¢ penetracji δp, si¦gaj¡c kilku milimetrów, co czy-
ni je preferowanym wyborem w leczeniu nowotworów skóry oraz zmian zlokalizowanych
gª¦biej [16,70]. Tabela 6.1 przedstawia orientacyjne zakresy dªugo±ci fal ±wiatªa widzial-
nego wraz z odpowiadaj¡cymi im gª¦boko±ciami penetracji δp w skór¦ ludzk¡ [143,190].

Tab. 6.1: Zakres dªugo±ci fal ±wiatªa widzialnego i orientacyjna gª¦boko±¢ penetracji δp

w skór¦ ludzk¡ [143]

Barwa ±wiatªa Dªugo±¢ fali [nm] Gª¦boko±¢ penetracji
δp [mm]

Czerwona 622 ÷ 780 4 ÷ 10

Pomara«czowa 597 ÷ 622 3 ÷ 4

�óªta 577 ÷ 597 3

Zielona 492 ÷ 577 2

Niebieska 455 ÷ 492 1

Fioletowa 390 ÷ 455 1

W terapii fotodynamicznej stosuje si¦ ró»ne ¹ródªa ±wiatªa, w tym lasery, diody
LED, lampy halogenowe oraz ksenonowe. Wybór odpowiedniego ¹ródªa zale»y przede
wszystkim od charakterystyki absorpcyjnej fotouczulacza oraz gª¦boko±ci zmiany nowo-
tworowej. Lasery emituj¡ promieniowanie monochromatyczne i koherentne, umo»liwia-
j¡c precyzyjne dostarczenie ±wiatªa, ale wymagaj¡ dodatkowych ukªadów optycznych
do rozszerzenia wi¡zki na wi¦kszy obszar. Diody LED s¡ ta«sz¡ alternatyw¡, emituj¡c
±wiatªo mniej spójne, ale termicznie bezpieczne, ªatwe w u»yciu i dost¦pne w ró»nych
dªugo±ciach fal, cz¦sto w formie elastycznych matryc ±wietlnych. Lampy konwencjo-
nalne (np. ksenonowe czy halogenowe) mog¡ by¢ stosowane z odpowiednimi �ltrami
spektralnymi i ±wiatªowodami, jednak wi¡»¡ si¦ z ryzykiem nadmiernego nagrzewania
tkanki [16,31,96].

W zale»no±ci od lokalizacji guza stosuje si¦ [96]:

• PDT powierzchniow¡ � dla zmian skórnych i ±luzówkowych,

• PDT interstycjaln¡ � z u»yciem ±wiatªowodów wprowadzanych bezpo±rednio do
wn¦trza guza (>1 cm gª¦boko±ci).
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Z uwagi na wysok¡ fotowra»liwo±¢ skóry i oczu po terapii PDT, pacjenci musz¡
unika¢ ekspozycji na ±wiatªo dzienne przez kilka dni po zabiegu. Zabiegi mog¡ by¢
powtarzane w odst¦pach 7 ÷ 14 dni, a ich liczba zale»y od histopatologii nowotworu,
jego rozmiaru, ukrwienia oraz dost¦pno±ci tlenu cz¡steczkowego [157,170].

Podczas ekspozycji tkanek na ±wiatªo o nat¦»eniu 200 ÷ 300 [mW cm−2] mo»e
doj±¢ do efektu hipertermicznego, polegaj¡cego na wzro±cie temperatury tkanki do
45 ÷ 50°C. W takim przypadku obserwuje si¦ wspóªdziaªanie efektu fototoksycznego
i cieplnego, co mo»e znacz¡co zwi¦kszy¢ skuteczno±¢ terapii, zwªaszcza w przypad-
ku guzów z ograniczonym dost¦pem tlenu. Hipertermia wspomaga uszkodzenia bªon
komórkowych, zwi¦ksza dyfuzj¦ tlenu i fotosensybilizatora, a tak»e mo»e wywoªywa¢
niezale»ne mechanizmy ±mierci komórek [16,29,36,157].

6.3 Model matematyczny PDT

Matematyczny opis terapii PDT opiera si¦ na modelu kinetyki reakcji foto�zycznych
i fotochemicznych, których skutkiem jest generacja tlenu singletowego 1O2 b¦d¡cego
gªównym efektorem cytotoksycznym w mechanizmie PDT typu II. Peªny model ba-
zuje na ukªadzie równa« ró»niczkowych zwyczajnych, opisuj¡cych dynamik¦ stanów
fotouczulacza oraz przemiany tlenu trypletowego w singletowy (rys. 6.1). Zgodnie z li-
teratur¡ [97, 200, 220], model uwzgl¦dnia sze±¢ sprz¦»onych równa«, opisuj¡cych kon-
centracje nast¦puj¡cych form cz¡steczek:

• fotouczulacz:

� [S0] � stan podstawowy fotouczulacza,

� [S1] � stan singletowy fotouczulacza (stan wzbudzony),

� [TS0 ] � stan trypletowy fotouczulacza,

• tlen:

� [3O2] � tlen trypletowy (stan podstawowy),

� [1O2] � tlen singletowy (stan wzbudzony),

• akceptor:

� [APDT] � st¦»enie akceptora dla tlenu singletowego.

Na podstawie powy»szych zmiennych, model opisuje dynamik¦ ukªadem równa«
ró»niczkowych:

d[S0]
dt
= −k0[S0]− k1[1O2]([S0] + δ) + k2[TS0 ][3O2] + k3[S1] + k4[TS0 ] (6.1)
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d[S1]
dt
= −(k3 + k5)[S1] + k0[S0] (6.2)

d[TS0 ]
dt
= −k2[TS0 ][3O2]− k4[TS0 ] + k5[S1] (6.3)

d[3O2]
dt
= −S∆k2[TS0 ][3O2]− k6[1O2] + PPDT (6.4)

d[1O2]
dt
= −k1([S0] + δcor)[1O2] + S∆k2[TS0 ][3O2]− k6[1O2]− k7[APDT][1O2] (6.5)

d[APDT]
dt

= k7[APDT][1O2] (6.6)

gdzie PPDT to parametr dostarczania tlenu, δcor oznacza wspóªczynnik korekcji dla
niskiego st¦»enia fotouczulacza, a S∆ okre±la wydajno±¢ przej±cia energii.

Pomimo kompletno±ci tego modelu, jego stosowanie napotyka szereg ogranicze«.
Po pierwsze, czasy »ycia stanów S1, TS0 oraz

1O2 s¡ bardzo krótkie (rz¦du nanosekund
do mikrosekund), co oznacza, »e reaguj¡ lub ulegaj¡ rozpadowi niemal natychmiast
po wygenerowaniu. W zwi¡zku z tym przyjmuje si¦, »e ich zmienno±¢ w czasie jest
znikoma, co prowadzi do quasi-stacjonarnych zaªo»e«:

d[S1]
dt
≈ 0, d[TS0 ]

dt
≈ 0, d[1O2]

dt
≈ 0 (6.7)

Drugim istotnym ograniczeniem jest trudno±¢ w wyznaczeniu dokªadnych warto±ci
parametrów kinetycznych oraz ich zale»no±ci od lokalnych warunków biologicznych.
Wymagana jest znajomo±¢ wielu wspóªczynników (ki, S∆, δcor, itd.), których pomiar
in vivo jest bardzo ograniczony [97].

Z tych powodów, w zastosowaniach praktycznych model peªny upraszcza si¦ do tzw.
trójrównaniowego modelu PDT, który zachowuje dynamik¦ systemu, ale redukuje licz-
b¦ zmiennych do obserwowalnych i kontrolowalnych parametrów. Model zredukowany
opiera si¦ na trzech podstawowych równaniach: zmianie st¦»enia fotouczulacza, tlenu
trypletowego oraz tlenu singletowego [81,82,97,200,220]:

d[3O2]
dt
+
(
ξ

φ[S0]
[3O2] + β

)
[3O2] = ψsup, ψsup = ψsup,max

(
1− [3O2]
[3O2]init

)
(6.8)

d[S0]
dt
+
(
ξσ
φ([S0] + δcor)[3O2]
[3O2] + β

)
[S0] = 0 (6.9)

d[1O2]react
dt

=
(
ξ
φ[S0][3O2]
[3O2] + β

)
(6.10)

t = 0 : [S0] = [S0]init, [3O2] = [3O2]init, [1O2]react,init = 0 (6.11)
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gdzie [S0], [3O2], [3O2]init oraz [1O2]react [µM] oznaczaj¡ odpowiednio st¦»enie foto-
uczulacza, st¦»enie tlenu w stanie trypletowym, pocz¡tkowe st¦»enie tlenu w stanie
trypletowym (przed PDT) oraz st¦»enie tlenu singletowego powstaªego w wyniku re-
akcji. Parametr φ [Wm−2] oznacza caªkowite nat¦»enie promieniowania (por. rozdziaª
3.2). Parametry fotochemiczne PDT obejmuj¡: parametr β [mol cm−3], czyli st¦»enie
progowe wygaszania tlenu (ang. quenching threshold concentration), σ [cm3 mol−1] to
wspóªczynnik fotowybielania (ang. speci�c photobleaching ratio), ξ [cm2 mW−1 s−1]
to szybko±¢ zu»ycia tlenu na jednostk¦ mocy promieniowania (ang. speci�c oxygen

consumption rate), oraz δcor [mol cm−3], b¦d¡cy korekt¡ dla niskich st¦»e« fotouczula-
cza (ang. low concentration correction term). Natomiast ψsup [mol cm−3 s−1] oznacza
szybko±¢ dostarczania tlenu (ang. oxygen supply rate), a ψsup,max [mol cm−3 s−1] to
maksymalna szybko±¢ dostarczania tlenu (ang. maximum oxygen supply rate).

W przeciwie«stwie do peªnego modelu PDT, opartego na siedmiu równaniach ró»-
niczkowych, w którym dynamik¦ reakcji opisuj¡ staªe reakcji (k0-k7), uproszczony
model trójrównaniowy wykorzystuje efektywne parametry fotochemiczne, takie jak
β, σ, ξ oraz δcor. Stanowi¡ one kombinacj¦ bazowych staªych reakcji i upraszczaj¡
model, grupuj¡c zªo»one procesy (np. fotowybielanie czy zu»ycie tlenu) w postaci bar-
dziej ogólnych wspóªczynników. Takie podej±cie pozwala na redukcj¦ liczby równa«
bez utraty kluczowej dynamiki zjawisk, a szczegóªy matematycznego przej±cia pomi¦-
dzy modelami przedstawiono m.in. w [97,220].
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tlenu w tkance pod wpªywem

impulsu cieplnego

W niniejszym rozdziale przedstawiono koncepcj¦ poª¡czenia modeli przepªywu bio-
ciepªa oraz dystrybucji tlenu, dla zadania zwi¡zanego z oddziaªywaniem zewn¦trznego
impulsu cieplnego na tkank¦. Koncepcja ta opiera si¦ na zale»no±ci pomi¦dzy parame-
trami zwi¡zanymi z obecno±ci¡ krwi, czyli wspóªczynnikiem perfuzji oraz pr¦dko±ci¡
krwi w kapilarze. Dodatkowo, zmiany wynikaj¡ce z podwy»szonej temperatury w tkance
uwzgl¦dniono poprzez efekt Bohra, czyli zmian¦ parametrów krzywej dysocjacji hemo-
globiny (ODC).

Chocia» w literaturze bez problemu mo»na odnale¹¢ informacje o szczególnych ce-
chach krzywych dysocjacji, zwªaszcza zakresów, w których dokªadnie opisuj¡ one za-
le»no±¢ nasycenia hemoglobiny od ci±nienia parcjalnego, to jednak brak jest informacji
o tym, jak model ODC wpªywa na dystrybucj¦ tlenu w warunkach podwy»szonej tem-
peratury tkanki. W zwi¡zku z tym poddano analizie model dystrybucji tlenu, w któ-
rym uwzgl¦dniono cztery ró»ne krzywe dysocjacji: Hilla, Adaira, Kelmana oraz Dasha
i Bassingthwaighte'a. W przypadku tej ostatniej uwzgl¦dniono wpªyw dodatkowych
parametrów �zjologicznych, takich jak pH oraz ci±nienie parcjalne dwutlenku w¦gla
(por. rozdziaª 4).

Model przepªywu biociepªa w tkance stanowi sze±cienny obszar tkanki mi¦kkiej,
w której opis rozkªadu temperatury oparto na równaniu Pennesa, z wykorzystaniem
funkcji zmienno±ci od temperatury lub uszkodzenia termicznego dla parametrów tkanki.
Natomiast dla zagadnienia dystrybucji tlenu, wykorzystano osiowosymetryczny model
walca Krogha, z uwzgl¦dnieniem kinetyki zu»ycia tlenu zgodn¡ z równaniemMichaelisa-
Mentena.

Rozwi¡zanie zagadnienia przewodnictwa ciepªa uzyskano przy u»yciu jawnego sche-
matu metody ró»nic sko«czonych, natomiast rozkªad ci±nienia parcjalnego tlenu wy-
znaczono metod¡ strzaªów. Do oblicze« wykorzystano ±rodowisko MATLAB R2022b.
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7.1 Model matematyczny

Na rysunku 7.1a zaprezentowano trójwymiarowy obszar tkanki biologicznej, dla któ-
rej przeprowadzono analiz¦ termiczn¡. Górna powierzchnia (oznaczona jako Γ0) zostaªa
poddana dziaªaniu zewn¦trznego impulsu cieplnego w postaci nierównomiernego stru-
mienia ciepªa. Na rysunku 7.1b pokazano walec Krogha, czyli model wykorzystywany
do opisu dystrybucji tlenu w tkance.

Cylinder Krogha reprezentuje obszar tkanki otaczaj¡cy naczynie wªosowate, jednak
jego wymiary s¡ znacznie mniejsze w porównaniu do sze±ciennej domeny wykorzystanej
w analizie cieplnej. W niniejszej analizie przyj¦to: 1.5× 1.5× 1.5 cm dla modelu prze-
pªywu ciepªa oraz odpowiednio Rc = 2.5 µm, Rt = 25 µm, Lt = 500 µm dla cylindra
Krogha.

Z uwagi na znaczne ró»nice skali, model mo»na traktowa¢ jako zagadnienie wielo-
skalowe. Ze wzgl¦du na te rozbie»no±ci wymiarowe, nie modelowano peªnej struktury
kapilarnej, lecz skoncentrowano si¦ na pojedynczym cylindrze Krogha, który zgodnie
z zaªo»eniami ma reprezentowa¢ ±rednie warunki w tkance (por. rozdziaª 5) [62,222].

(a) (b)

Rys. 7.1: Domeny obliczeniowe rozwa»ane w modelu przepªywu ciepªa (a) i dystrybucji

tlenu (b)

W modelu zwi¡zanym z analiz¡ termiczn¡ wyró»niono cztery punkty N1-N4, dla
których analizowano przebiegi wybranych parametrów, w tym wspóªczynnika perfuzji.
Dla wybranych chwil czasowych przeprowadzono dodatkowo obliczenia z wykorzysta-
niem modelu dystrybucji tlenu.
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Przepªyw ciepªa w obszarze tkanki Ω opisano równaniem Pennesa, uzupeªnionym
odpowiednimi warunkami brzegowymi i pocz¡tkowymi (por. rozdziaª 2) [78,138,153]:

x ∈ Ω : C
∂T

∂t
= ∇(λ∇T ) +Qperf +Qmet

x ∈ Γ0 : q = q0, t ¬ texp; q = 0, t > texp

x ∈ Γc : q = 0

t = 0 : T = Tinit

(7.1)

przy czym zewn¦trzny impuls cieplny dziaªaj¡cy na brzeg Γ0 opisano za pomoc¡ funkcji:

q0(x1, x2) = q0,max exp
(
−2(x

2
1 + x

2
2)

r2imp

)
(7.2)

natomiast funkcja ¹ródeª ciepªa zwi¡zanych z perfuzj¡ opisana jest wzorem [78,153]:

Qperf (x, t) = Cbw[Tb − T (x, t)] (7.3)

gdzie λ [W m−1 K−1] to wspóªczynnik przewodzenia ciepªa tkanki, C [J m−3 K−1] to
obj¦to±ciowe ciepªo wªa±ciwe odpowiednio tkanki i krwi, Qmet [W m−3] to metaboliczne
¹ródªo ciepªa, Qperf [W m−3] oznacza ¹ródªo ciepªa zwi¡zane z perfuzj¡, q0 [W m−2]
to brzegowy strumie« ciepªa, texp [s] to czas ekspozycji, a Tinit oznacza pocz¡tkowy
rozkªad temperatury, q0,max [W m−2] oznacza maksymaln¡ warto±¢ strumienia ciepªa,
natomiast rimp to promie« impulsu, Cb [J m−3 K−1] oznacza obj¦to±ciowe ciepªo wªa-
±ciwe, Tb odpowiada temperaturze krwi t¦tniczej, w [s−1] to wspóªczynnik perfuzji.

Tkanka poddana dziaªaniu zewn¦trznego impulsu cieplnego mo»e ulec uszkodze-
niu termicznemu. Jako model uszkodzenia termicznego tkanki wykorzystano schemat
Arrheniusa (por. podrozdziaª 2.3) [84,101,149,153]:

Arr(x, tF ) =
∫ tF
0

A exp
[
− E

RT (x, t)

]
dt (7.4)

gdzie A [s−1] to wspóªczynnik zderze« efektywnych, R [J mol−1 K−1] to uniwersalna
staªa gazowa, E [J mol−1] oznacza energi¦ aktywacji.

Poniewa» uszkodzenia termiczne tkanki mog¡ prowadzi¢ do degradacji znajduj¡cej
si¦ w niej sieci naczy« krwiono±nych, wspóªczynnik perfuzji opisano za pomoc¡ funkcji,
która odwzorowuje charakterystyczne zmiany zachodz¡ce w tkance podczas podwy»-
szania temperatury, zgodnie ze wzorem (por. podrozdziaª 2.3) [3, 78,79].

w(Arr) =


(1 + 25Arr − 260Arr2)w0, 0 ¬ Arr ¬ 0.1
(1− Arr)w0, 0.1 < Arr ¬ 1
0, Arr > 1

(7.5)
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gdzie w0 to pocz¡tkowa warto±¢ perfuzji, dla tkanki w stanie normotermii.
Parametry termo�zyczne tkanki mog¡ równie» ulega¢ zmianie w wyniku wzrostu jej

temperatury. Na potrzeby analizy przyj¦to, »e przewodno±¢ cieplna λ zostaªa przyj¦ta
jako zale»na od temperatury (wyra»onej w kelwinach), natomiast obj¦to±ciowe ciepªo
wªa±ciwe C traktowane jest jako zale»ne od przewodno±ci cieplnej. Z tego wzgl¦du
przyj¦to nast¦puj¡ce zale»no±ci [60, 149] (por. podrozdziaª 2.2):

λ(T ) = 0.6489 + 0.0427 arc tg[0.0252 · (T − 315.314)] (7.6)

C(λ) = (3.385λ+ 2.17) · 106 (7.7)

Dla modelu walca Krogha (rys. 7.1b) stosuje si¦ odr¦bne równania dla kierunku
promieniowego i osiowego. Dla kierunku promieniowego (por. podrozdziaª 5.1) [62, 78,
79]:

r ∈ Ωt : Kt
1
r

d
dr

(
r
dPt
dr

)
=Mt(Pt), Mt(Pt) =

M0Pt
Pcrit + Pt

r = Rc : 2πRcKt
dPt
dr
= −kmass(Pb − Pt)

r = Rt :
dPt
dr
= 0

(7.8)

gdzie r [cm] to wspóªrz¦dna promieniowa, Pt [mmHg] jest ci±nieniem parcjalnym tlenu,
Kt [(cm2 s−1)(mol cm−3 mmHg−1)] to wspóªczynnik Krogha,M0 [mol cm−3 s−1] oznacza
zapotrzebowanie tkanki na tlen, kmass

[
(cm2 s−1)(mol cm−3 mmHg−1)

]
to wspóªczyn-

nik przenoszenia masy. W analizowanym modelu skªadnik Mt(Pt), opisuj¡cy zu»ycie
tlenu w tkance, zostaª sformuªowany na podstawie kinetyki Michaelisa-Mentena.

Natomiast wzdªu» cylindra Krogha ci±nienie parcjalne tlenu w kapilarze Pb ulega
zmianie, co opisuje nast¦puj¡ca zale»no±¢ (por. podrozdziaª 5.3) [134]:

z ∈ Ωc : πR2cubκb
d [SHb(Pb)]

dz
= −kmass(Pb − Pt)

z = 0 : Pb = Pb,inlet

(7.9)

gdzie ub [cm s−1] oznacza pr¦dko±¢ przepªywu krwi, a κb [mol cm−3blood] okre±la zdol-
no±¢ krwi do przenoszenia tlenu przy peªnym nasyceniu hemoglobiny, Pb,inlet oznacza
ci±nienie parcjalne krwi na wlocie kapilary, SHb(Pb) to nacycenie obliczanie w oparciu
o przyj¦ty model krzywej dysocjacji oksyhemoglobiny.

Model przepªywu ciepªa oraz model dystrybucji tlenu s¡ ze sob¡ powi¡zane za po-
±rednictwem parametrów zwi¡zanych z przepªywem krwi: wspóªczynnika perfuzji w oraz
pr¦dko±ci przepªywu krwi w kapilarze ub. Poniewa» wspóªczynnik perfuzji zale»y od caª-
ki Arrheniusa, pr¦dko±¢ przepªywu krwi w kapilarze zmienia si¦ w zale»no±ci od stopnia
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uszkodzenia termicznego [25,79]:

w =
πR2cub
πR2tLt

→ ub = w(Arr)Lt
R2t
R2c

(7.10)

gdzie Lt [µm] to dªugo±¢ kapilary, Rc [µm] promie« kapilary, Rt [µm] promie« cylindra
tkankowego (por. rysunek 5.1b).

Jak wspomniano wcze±niej, celem analizy byªo m.in. zbadanie znaczenia przyj¦tego
modelu ODC w analizie zmian ci±nienia parcjalnego w tkance pod wpªywem impulsu
cieplnego. Przeprowadzono obliczenia dla trzech modeli:

• Hilla (por. podrozdziaª 4.1) [65,134,222]:

SHb(PO2) =
P nO2

P nO2 + P
n
50

(7.11)

• Adaira (por. podrozdziaª 4.2) [55]:

SHb(PO2) =
a1PO2 + 2a2P

2
O2 + 3a3P

3
O2 + 4a4P

4
O2

4
(
1 + a1PO2 + a2P 2O2 + a3P

3
O2 + a4P

4
O2

) (7.12)

• Kelmana (por. podrozdziaª 4.3) [206]:

SHb(PO2) =


b1PO2 + b2P

2
O2 , PO2 < 12 mmHg,

a1PO2 + a2P
2
O2 + a3P

3
O2 + P

4
O2

a4 + a5PO2 + a6P 2O2 + a7P
3
O2 + P

4
O2

, PO2 ­ 12 mmHg.
(7.13)

Przy czym, warto±ci wspóªczynników dla krzywych Adaira i Kelmana zostaªy za-
warte w podrozdziaªach wskazanych powy»ej.

Model Hilla jest najpopularniejszym modelem krzywej dysocjacji, prostym i po-
siadaj¡cym analityczn¡ posta¢ odwróconej krzywej (por. wzór (4.2)), przez co jest
najcz¦±ciej wykorzystywanym modelem ODC. Jednak w literaturze poddaje si¦, »e od-
wzorowuje on relacj¦ pomi¦dzy ci±nieniem parcjalnym tlenu a nasyceniem hemoglobiny
jedynie w zakresie 20 ÷ 80% [33,151]. Krzywe wedªug modeli Adaira i Kelmana przed-
stawiane s¡ jako te, które s¡ dokªadniejsze od modelu Hilla. Ponadto w dalszej cz¦±ci
analizy wykorzystano model Dasha i Bassingthwaighte'a (por. podrozdziaª 4.4):

SHb =
KHbO2 [O2]
1 +KHbO2 [O2]

(7.14)

do zbadania oddziaªywania pH oraz ci±nienia parcjalnego dwutlenku w¦gla PCO2 .
Na rysunku 7.2 przedstawiono schemat blokowy ilustruj¡cy zale»no±ci pomi¦dzy

poszczególnymi elementami zastosowanego podej±cia obliczeniowego. W analizie ciepl-
nej wykorzystywane s¡ parametry termo�zyczne, które s¡ aktualizowane dynamicznie
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w odpowiedzi na zmiany temperatury. Po oszacowaniu stopnia uszkodzenia tkanki ob-
liczany jest wspóªczynnik perfuzji, a jego nowe warto±ci uwzgl¦dniane s¡ w kolejnym
kroku oblicze«. Na podstawie wspóªczynnika perfuzji wyznaczana jest pr¦dko±¢ prze-
pªywu krwi, która stanowi parametr wej±ciowy w modelu rozkªadu tlenu. Analiza prze-
pªywu biociepªa zostaªa przeprowadzona jako nieustalona, natomiast model transportu
tlenu traktowano jako ustalony. Oznacza to, »e rozkªad ci±nienia parcjalnego tlenu wy-
znaczano jedynie dla wybranych chwil czasowych, na podstawie wyników uzyskanych
w modelu przepªywu ciepªa.

Rys. 7.2: Przepªyw danych pomi¦dzy poszczególnymi elementami rozwa»anego modelu

7.2 Metody rozwi¡zania

Na etapie implementacji numerycznej do rozwi¡zania zagadnienia przepªywu bio-
ciepªa w tkance zastosowano jawny schemat metody ró»nic sko«czonych, natomiast
zadanie wyznaczenia rozkªadu tlenu rozwi¡zano z wykorzystaniem metody strzaªów.

W metodzie ró»nic sko«czonych wykorzystano 7-punktow¡ gwiazd¦, przedstawio-
n¡ na rysunku 7.3, wraz z odpowiadaj¡cymi jej de�nicjami ilorazów ró»nicowych,
gdzie h oznacza krok siatki [126,141].
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Rys. 7.3: 7-punktowa gwiazda ró»nicowa stosowana w analizie przepªywu ciepªa w tkance

Ilorazy ró»nicowe mo»na zapisa¢ jako zale»no±ci:(
λ
∂T

∂x1

)f−1
i+0.5,j,k

= λ01
T f−11 − T f−10

h

(
λ
∂T

∂x1

)f−1
i−0.5,j,k

= λ02
T f−10 − T f−12

h(
λ
∂T

∂x2

)f−1
i,j+0.5,k

= λ03
T f−13 − T f−10

h

(
λ
∂T

∂x2

)f−1
i,j−0.5,k

= λ04
T f−10 − T f−14

h(
λ
∂T

∂x3

)f−1
i,j,k+0.5

= λ05
T f−15 − T f−10

h

(
λ
∂T

∂x3

)f−1
i,j,k−0.5

= λ06
T f−10 − T f−16

h

(7.15)

gdzie postaci λ0e wynikaj¡ z zastosowania ±rednich harmonicznych:

λ0e =
2λ0λe
λ0 + λe

, e = 1, . . . , 6 (7.16)

Dla w¦zªa centralnego mo»na zatem zapisa¢:

∇(λ∇T ) =

 ∂

∂x1

(
λ
∂T

∂x1

)f−1
0

+
∂

∂x2

(
λ
∂T

∂x2

)f−1
0

+
∂

∂x3

(
λ
∂T

∂x3

)f−1
0


=
1
h2

6∑
e=1

λ0e(T f−1e − T f−10 )
(7.17)

oraz
∂T

∂t
=
T f0 − T

f−1
0

∆t
(7.18)
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Wstawiaj¡c zale»no±ci (7.17), (7.18) oraz (7.3) do równania Pennesa (7.1) otrzymuje
si¦:

C
T f0 − T

f−1
0

∆t
=
1
h2

6∑
e=1

λ0e(T f−1e − T f−10 ) + Cbw(Tb − T
f−1
0 ) +Qmet (7.19)

Po wykonaniu przeksztaªce«, ostateczne równanie dla w¦zªa centralnego gwiazdy
ró»nicowej mo»na przedstawi¢ w nast¦puj¡cej postaci:

T f0 = T
f−1
0 +

∆t
Ch2

6∑
e=1

λ0e(T f−1e − T f−10 ) +
Cbw∆t
C
(Tb − T f−10 ) +

∆t
C
Qmet (7.20)

Stosuj¡c jawny schemat metody ró»nic sko«czonych, istotne jest zde�niowanie i spraw-
dzenie warunku stabilno±ci. Dla równania (7.20) warunek ten przyjmuje posta¢:

1− ∆t
Ch2

6∑
e=1

λ0e −
Cbw∆t
C
­ 0 (7.21)

co prowadzi do zale»no±ci:

∆t ¬ C
1
h2

6∑
e=1

λ0e + Cbw
(7.22)

W przypadku warunku brzegowego drugiego rodzaju, równanie Pennesa zapisuje
si¦ w podobny sposób jako:

T f0 =
(
1− ∆t

C

6∑
e=1

λ0eβe
h2
− wCb∆t

C

)
T f−10

+
∆t
C

( 6∑
e=1

λ0eβe
h2

T f−1e +
6∑
e=1

qbe(βe − 1)
h

)

+
∆t
C
Cbw(Tb − T f−10 ) +

∆t
C
Qmet

(7.23)

W powy»szym równaniu qbe oznacza strumie« ciepªa padaj¡cy na brzeg e, natomiast
wspóªczynnik βe przyjmuje warto±¢ 0 dla w¦zªów le»¡cych na brzegu, na który pada
strumie« ciepªa, oraz warto±¢ 1 w pozostaªych przypadkach.

Do rozwi¡zania modelu dystrybucji tlenu w kierunku promieniowym zastosowa-
no metod¦ strzaªów [13, 59, 92]. Metoda ta polega na zast¡pieniu zagadnienia brze-
gowego (ang. boundary value problem, BVP) odpowiednim zagadnieniem pocz¡tko-
wym (ang. initial value problem, IVP). Warunek brzegowy zadany na wybranym brze-
gu Γshoot rozwa»anej dziedziny traktowany jest jako warunek pocz¡tkowy, natomiast
drugi warunek pocz¡tkowy nale»y oszacowa¢. Otrzymane rozwi¡zanie w punkcie �dru-
giego brzegu� Γtarget nale»y porówna¢ z narzuconym tam warunkiem brzegowym. Pro-
cedura ta powtarzana jest iteracyjnie do momentu, gdy warto±¢ rozwi¡zania IVP b¦dzie
zgodna z warunkiem brzegowym zadanym na Γtarget.
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Do rozwi¡zania IVP mo»na zastosowa¢ jedn¡ z klasycznych metod numerycznych
dla równa« ró»niczkowych zwyczajnych (ODE), natomiast do wyznaczania kolejnych
warto±ci brakuj¡cego warunku pocz¡tkowego cz¦sto wykorzystuje si¦ metody przybli»o-
nego rozwi¡zywania równa« nieliniowych, takie jak metoda bisekcji, metoda siecznych,
metoda Newtona czy funkcja fzero w ±rodowisku MATLAB (kombinacja metod bi-
sekcji, siecznych oraz interpolacji kwadratowej). W niniejszym rozdziale zastosowano
poª¡czenie metody Rungego-Kutty czwartego rz¦du (do rozwi¡zywania IVP) z metod¡
siecznych (do wyznaczania warto±ci pocz¡tkowej) [92].

W kontek±cie kierunku rozwi¡zywania zagadnienia rozwa»ono dwa podej±cia: direct
(od brzegu przy Rc do brzegu przy Rt) oraz reverse (od Rt do Rc). Na podstawie
testów algorytmu stwierdzono, »e kierunek reverse zapewnia mniejsze bª¦dy aproksy-
macji, szczególnie w przypadku warunków brzegowych trzeciego rodzaju na brzegu Rc.
Wybór tego kierunku uzasadniony jest wi¦ksz¡ stabilno±ci¡ rozwi¡zania oraz krótszym
czasem oblicze«. Z tego wzgl¦du za punkt startowy przyj¦to r = Rt, który odpowiada
brzegowi Γshoot.

Równanie dla zagadnienia dystrybucji tlenu wraz z warunkami brzegowymi (rów-
nanie (7.8)) mo»na zapisa¢ w bardziej ogólnej postaci:

r ∈ Ωt : Kt
1
r

d
dr

(
r
dPt
dr

)
= QV

r = Rc :
dPt
dr
+ b∗1Pt = b

∗
2

r = Rt :
dPt
dr
= a∗

(7.24)

Przyjmuj¡c za brzeg, z którego wykonywane s¡ strzaªy jako r = Rt, zagadnienie
pocz¡tkowe mo»na zapisa¢ w postaci:

KtPt
′′ +Kt

1
r
Pt
′ = QV

Pt(Rt) = αguess

P ′t(Rt) = a
∗

(7.25)

a po wyznaczeniu rozwi¡zania zagadnienia pocz¡tkowego sprawdzana jest nast¦puj¡ca
ró»nica:

φres(Rc, αguess) = Pt′(Rc, αguess) + b∗1Pt(Rc, αguess)− b∗2 (7.26)

Po wyznaczeniu ci±nienia parcjalnego tlenu w tkance Pt w kierunku promieniowym
dla danego w¦zªa m, obliczane jest wysycenie hemoglobiny SHb w kolejnym w¦¹le siatki
dla kierunku osiowego m + 1 na podstawie wzoru opartego na metodzie ró»nic sko«-
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czonych (por. równanie (7.9)) [83,101,129]:

SHb,m+1 = SHb,m −
khz

πR2cubκb
(Pb,m − Pt,m), m = 0, 1, ..., nz (7.27)

gdzie nz oznacza liczb¦ w¦zªów w kierunku osiowym, a hz to krok siatki w tym kierunku.
Nast¦pnie ci±nienie parcjalne tlenu w kapilarze Pb w w¦¹le m + 1 wyznaczane jest
równie» na podstawie równania (4.2).

Na koniec tego podrozdziaªu nale»y wspomnie¢ par¦ sªów o sposobie realizacji nu-
merycznej dla krzywych dysocjacji oksyhemoglobiny. Spo±ród wykorzystanych w tym
rozdziale modeli ODC jedynie krzywa Hilla posiada analityczn¡ posta¢ odwrotnej krzy-
wej, niezb¦dnej do wyznaczenia ci±nienia parcjalnego w obszarze kapilary Pb (por. wzór
(4.2)). Dla pozostaªych krzywych, warto±ci te musz¡ by¢ wyznaczane w postaci nume-
rycznej.

W tym celu wykorzystano paradygmat programowania obiektowego dost¦pny w ±ro-
dowisku MATLAB, co pozwoliªo na stworzenie odpowiednich klas obliczeniowych. Za-
implementowano dwie klasy: cODC oraz cDashBassing, które ró»ni¡ si¦ poziomem szcze-
góªowo±ci oraz zakresem zastosowania.

Klasa cODC stanowi ujednolicon¡ struktur¦ dla klasycznych modeli krzywej dyso-
cjacji tlenu. Zawiera implementacje modeli Hilla, Adaira, Kelmana, Eastona oraz Seve-
ringhausa. Klasa ta umo»liwia obliczanie warto±ci saturacji SHb(PO2) oraz odwrotno±ci
PO2(SHb). Odwrotno±¢ jest wyznaczana analitycznie dla modelu Hilla, natomiast dla
modeli, które nie posiadaj¡ analitycznej odwrotno±ci (np. Adaira), zastosowano podej-
±cie numeryczne z wykorzystaniem funkcji fsolve. Dodatkowo, klasa cODC umo»liwia
interpolacj¦ parametrów P50 i n na podstawie danych empirycznych, takich jak te z li-
teratury Hlastala [65].

Klasa cDashBassing opiera si¦ na modelu opublikowanym przez Dasha i Bassing-
thwaighte'a (por. podrozdziaª 4.4) [33]. Jest bardziej zaawansowana i umo»liwia do-
kªadniejsze odwzorowanie procesów �zjologicznych. Uwzgl¦dnia peªen zestaw parame-
trów wpªywaj¡cych na ksztaªt krzywej dysocjacji, czyli PO2 , PCO2 , pH, temperatur¦
T oraz st¦»enie 2,3-DPG. Umo»liwia równie» wyznaczanie krzywej oksyhemoglobiny
(SHbO2) oraz karboksyhemoglobiny (SHbCO2). Dodatkowo, parametry P50 s¡ zale»ne od
pH, PCO2 , [DPG] i temperatury, co pozwala na uzyskanie dokªadniejszych wyników
w odniesieniu do warunków �zjologicznych.

Funkcje implementowane w klasie cDashBassing mo»na wykorzysta¢ niezale»nie od
samej krzywej dysocjacji, mog¡ wi¦c by¢ stosowane do oblicze« w ró»nych kontekstach.
Przykªadem takich funkcji s¡ obliczenia dotycz¡ce rozpuszczalno±ci gazów (O2 i CO2)
w wodzie, które zale»¡ od temperatury.
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7.3 Wyniki oblicze«

Symulacje wykonano dla domen obliczeniowych przedstawionych na rysunku 7.1.
Dla zadania przepªywu biociepªa jest to trójwymiarowa, sze±cienna kostka, odpowia-
daj¡ca fragmentowi tkanki mi¦kkiej. Ze wzgl¦du na symetri¦ kostki, obliczenia prze-
prowadzono tylko dla 1/4 geometrii.

Parametry wykorzystywane w analizie zestawiono w tabelach 7.1 oraz 7.2.

Tab. 7.1: Parametry przyj¦te w analizie przepªywu ciepªa

Parametr Jednostka Warto±¢ Parametr Jednostka Warto±¢

tkanka caªka Arrheniusa

w0 [s−1] 0.041 A [s−1] 3.1·1098

Qmet [W m−3] 245 E [J mol−1] 6.27·105

wymiary [cm] 1.5×1.5×1.5 R [J mol−1 K−1] 8.314

krew warunki brzegowe

Tb [◦C] 37 q0,max [W m−2] 18 000

Cb [MJ m−3 K−1] 3.9962 texp [s] 22

warunek pocz¡tkowy pozostaªe

Tinit [◦C] 37 siatka [-] 76×76×151

W analizie uwzgl¦dniono wpªyw temperatury na parametry krzywej dysocjacji oksy-
hemoglobiny, tj. ci±nienie parcjalne tlenu odpowiadaj¡ce 50% wysycenia hemoglobiny
P50 oraz wspóªczynnik Hilla n. Zale»no±ci te wyznaczono na podstawie danych litera-
turowych [65] i przyj¦to w postaci funkcji przedziaªowych (por. podrozdziaª 4.1):

P50(T ) =


27, T ¬ 37◦C

1.2714 · T − 20.0429, 37◦C < T < 44◦C

35.9, T ­ 44◦C

(7.28)

n(T ) =


2.57, T ¬ 37◦C

−0.0171 · T + 3.2043, 37◦C < T < 44◦C

2.45, T ­ 44◦C

(7.29)

Pierwszym etapem analizy byªo wyznaczenie rozkªadu temperatury w tkance, stop-
nia uszkodzenia termicznego oraz wspóªczynnika perfuzji zale»nego od uszkodzenia.
W drugim kroku, na podstawie warto±ci uzyskanych w tym etapie dla wybranego punk-
tu obszaru, przeprowadzono obliczenia dotycz¡ce dystrybucji tlenu. Wyniki dla analizy



7. Analiza zmian ci±nienia parcjalnego tlenu w tkance pod wpªywem impulsucieplnego 85

Tab. 7.2: Parametry przyj¦te w analizie dystrybucji tlenu

Parametr Jednostka Warto±¢

tkanka

Kt [(cm2 s−1)(mol cm−3 mmHg−1)] 4.1964·10−14

M0 [mol cm−3 s−1] 2.9762·10−7

Pcrit [mmHg] 1

kapilara

κb [mol cm−3blood] 8.9286·10−6

warunki brzegowe

kmass [(cm2 s−1)(mol cm−3 mmHg−1)] 2.79·10−13

Pb,inlet [mmHg] 100

geometria

Rc [µm] 2.5

Rt [µm] 25

Lt [µm] 500

dyskretyzacja

nr 100

nz 100

przepªywu biociepªa przedstawiono dla wybranych punktów o wspóªrz¦dnych [cm]: N1
(0, 0, 0.293), N2 (0, 0, 0.462), N3 (0, 0, 0.492) oraz N4 (0, 0, 0.641) (por. rys. 7.1a).

Na rysunku 7.4 przedstawiono rozkªad temperatury w analizowanej domenie dla
wybranych chwil czasowych: 10, 22 oraz 30 s. Z kolei rysunek 7.5 ilustruje rozkªad
caªki Arrheniusa oraz wspóªczynnika perfuzji dla tych samych kroków czasowych (por.
wzory (7.4), (7.5)). Z przedstawionych wyników wynika, »e warto±¢ caªki Arrheniusa
przekracza oba kryteria martwicy, tj. Arr ­ 1 oraz Arr ­ 4.6. W przypadku wspóª-
czynnika perfuzji wyra¹nie widoczne s¡ zarówno obszary zwi¦kszonej perfuzji (warto±ci
wi¦ksze ni» warto±¢ pocz¡tkowa w0 = 0.041 [s−1]), jak i obszary, w których perfuzja
zanika w wyniku przekroczenia progu uszkodzenia tkanki Arr ­ 1 (por. równanie (7.5)).

Rysunki 7.6 i 7.7 s¡ równie» zwi¡zane z analiz¡ przepªywu ciepªa. Na rysunku 7.6
przedstawiono przebiegi temperatury oraz caªki Arrheniusa w wybranych punktach
rozpatrywanego obszaru, natomiast rysunek 7.7 zawiera przebiegi wspóªczynnika per-
fuzji oraz histori¦ perfuzji i temperatury w punkcie N2. Punkt ten zostaª wybrany jako
miejsce, w którym umieszczono cylinder Krogha, na potrzeby realizacji analizy dys-
trybucji tlenu. W punkcie N2 osi¡gni¦to maksymaln¡ warto±¢ wspóªczynnika perfuzji
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w = 0.066 [s−1] w chwili t = 12.80 s.

Rys. 7.4: Rozkªad temperatury dla 10, 22 i 30 s

Rys. 7.5: Rozkªad caªki Arrheniusa i wspóªczynnika perfuzji dla 10, 22 i 30 s
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(a) (b)

Rys. 7.6: Przebiegi temperatury (a) i caªki Arrheniusa (b) w wybranych w¦zªach

Jak mo»na zaobserwowa¢ na rysunku 7.6a, temperatura osi¡gaªa warto±ci w zakre-
sie od 51.24°C (punkt N4) do 72.98°C (punkt N1). Po zako«czeniu dziaªania impulsu
cieplnego (texp = 22 s) temperatura zacz¦ªa spada¢, jednak w rozpatrywanym czasie
symulacji (50 s) nie powróciªa do pocz¡tkowego poziomu 37°C. Rysunek 7.6b dotyczyª
modelu uszkodze« termicznych (por. równanie (7.4)), pokazuje, »e w punktach N1 i N2
warto±¢ caªki przekroczyªa próg martwicy (Arr = 1). Oznacza to, »e w tych punktach
wspóªczynnik perfuzji spadª do zera odpowiednio po 9 s oraz 22 s (rysunek 7.7a).

(a) (b)

Rys. 7.7: Przebiegi wspóªczynnika perfuzji w wybranych w¦zªach (a) oraz historia perfuzji

i temperatury w w¦¹le N2 (b)
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W punkcie N3 warto±¢ caªki Arrheniusa osi¡gn¦ªa poziom 0.29, co wskazuje na faz¦
uszkodzenia naczy«, w której wspóªczynnik perfuzji zostaª zredukowany z warto±ci po-
cz¡tkowej i wynosiª 0.029 [s−1]. Punkt N4 byª jedynym, w którym warto±¢ uszkodzenia
nie przekroczyªa 0.05 (równanie (7.10)), co oznacza, »e warto±¢ perfuzji byªa tam nie-
znacznie wy»sza od warto±ci pocz¡tkowej w0 =0.041 [s−1], natomiast w punktachN1-N3
odnotowano wcze±niejszy wzrost perfuzji, a» do warto±ci maksymalnej.

Na rysunku 7.8 przedstawiono rozkªad ci±nienia parcjalnego tlenu w kierunku pro-
mieniowym i osiowym dla Pb,inlet = 100 mmHg (dla kierunku promieniowego zaprezen-
towano wyniki odpowiadaj¡ce z = 0 oraz z = Lt/2), natomiast rysunek 7.9 przedstawia
rozkªad ci±nienia w caªym cylindrze Krogha. Poniewa» pr¦dko±¢ przepªywu krwi byªa
wyznaczana na podstawie wspóªczynnika perfuzji (por. wzór (7.10)), parametr ten ma
zauwa»alny wpªyw na poziom ci±nienia parcjalnego.

(a) (b)

Rys. 7.8: Rozkªad ci±nienia cz¡stkowego w kierunku promieniowym (a) i osiowym (b) dla

wybranych kroków czasowych

Na rysunku 7.8 mo»na zaobserwowa¢, »e przebiegi dla 10, 12.8 oraz 14.37 s, czyli dla
czasów, w których wspóªczynnik perfuzji przyjmowaª warto±ci wy»sze ni» pocz¡tkowe,
prowadz¡ do wy»szych warto±ci ci±nienia parcjalnego tlenu. Najwy»sze warto±ci obser-
wowane s¡ dla t = 12.8 s, co odpowiada maksymalnej warto±ci wspóªczynnika perfuzji.
Z kolei dla czasu 22 s, kiedy perfuzja ulegªa caªkowitemu zanikowi, wyra¹nie widocz-
ne jest wyst¦powanie zjawiska hipoksji, czyli spadku warto±ci ci±nienia parcjalnego do
zera.

Ponadto, na rysunku 7.8a wyra¹nie widoczny jest spadek ci±nienia na styku naczy-
nia z tkank¡, wynikaj¡cy z oporu wewn¡trznaczyniowego. Nale»y podkre±li¢, »e zjawisko
to nie zawsze jest uwzgl¦dniane w modelowaniu dystrybucji tlenu. Dla wielu kombinacji
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parametrów, w szczególno±ci odpowiadaj¡cych warunkom �zjologicznym, ró»nica ta nie
jest tak istotna. W analizowanym przypadku (rysunek 7.9) obni»enie warto±ci ci±nienia
pomi¦dzy naczyniem a tkank¡ byªo porównywalne z poziomem charakterystycznym dla
zdrowej tkanki [83,84,134].

Rys. 7.9: Rozkªad ci±nienia parcjalnego tlenu w cylindrze Krogha

Przedstawione do tej pory wyniki oblicze« dla modelu dystrybucji tlenu wykorzysty-
waªy krzyw¡ dysocjacji w postaci modelu Hilla (por. równanie (7.11)), z uwzgl¦dnieniem
efektu Bohra poprzez funkcje (7.28) oraz (7.29). Natomiast rysunek 7.10 przedstawia
porównanie wyników uzyskiwanych dla ró»nych modeli krzywej dysocjacji oksyhemo-
globiny: Hilla, Adaira oraz Kelmana (równania (7.11)-(7.13)). Podobnie jak wcze±niej,
zaprezentowano rozkªady ci±nienia parcjalnego tlenu w kierunku promieniowym i osio-
wym. W przypadku kierunku promieniowego, wyniki przedstawiono dla warto±ci z = 0
oraz z = Lt/2. Jak mo»na zauwa»y¢, w wi¦kszo±ci przypadków przebiegi uzyskane
dla ró»nych modeli ODC s¡ do siebie zbli»one. Wyj¡tek stanowi¡ wyniki w kierunku
osiowym w czasie t = 22 s, dla którego, zgodnie z modelem Hilla, zjawisko hipoksji
pojawia si¦ minimalnie wcze±niej ni» w przypadku dwóch pozostaªych modeli krzywej
dysocjacji.

Tabela 7.3 zawiera zestawienie procentowego udziaªu obj¦to±ci tkanki, w której
wyst¡piªa hipoksja. Obj¦to±¢ hipoksyjn¡ obliczono dla domeny odpowiadaj¡cej ana-
lizowanemu fragmentowi tkanki, przy zaªo»eniu, »e hipoksja wyst¦puje wtedy, gdy
Pt < 1 mmHg. Z danych wynika, »e najmniejsza obj¦to±¢ hipoksji wyst¡piªa w 12.8 s,
osi¡gaj¡c warto±ci w zakresie od 9.83% (model Kelmana) do 10.29% (model Hilla).



7. Analiza zmian ci±nienia parcjalnego tlenu w tkance pod wpªywem impulsucieplnego 90

Najwi¦kszy udziaª tkanki hipoksyjnej zanotowano w 22 s, gdzie przekroczyª on 97% we
wszystkich modelach. Warto równie» zauwa»y¢, »e cho¢ ró»nice pomi¦dzy modelami
dysocjacji s¡ niewielkie, to systematycznie najwy»sze warto±ci uzyskiwaª model Hilla,
a najni»sze model Kelmana.

(a) (b)

Rys. 7.10: Rozkªad ci±nienia parcjalnego w kierunku promieniowym (a) i osiowym (b) dla

wybranych kroków czasowych z uwzgl¦dnieniem ró»nych krzywych dysocjacji

oksyhemoglobiny

Tab. 7.3: Obj¦to±¢ hipoksji w domenie tkanki dla wybranych kroków czasowych

Czas Hill Adair Kelman

10 s 14.03% 13.78% 13.53%

12.8 s 10.29% 10.18% 9.83%

14.37 s 15.23% 14.97% 14.75%

22 s 98.02% 97.93% 97.93%

W kolejnej cz¦±ci analizy przeprowadzono trzy symulacje, ró»ni¡ce si¦ zakresem
zmienno±ci parametrów stanowi¡cych powi¡zanie pomi¦dzy modelami przepªywu bio-
ciepªa i dystrybucji tlenu:

• wariant 1: staªa pr¦dko±¢ przepªywu krwi ub, zmienne parametry P50 oraz n,

• wariant 2: zmienna pr¦dko±¢ przepªywu krwi ub, staªe warto±ci P50 oraz n,

• wariant 3: zmienne zarówno ub, jak i parametry P50 oraz n.
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Przyj¦cie staªych warto±ci oznacza, »e w obliczeniach wykorzystano parametry po-
cz¡tkowe odpowiadaj¡ce czasowi t = 0, tj. temperaturze pocz¡tkowej Tinit = 37◦C oraz
wspóªczynnikowi perfuzji w = w0 = 0.041 [s−1]. Warianty z parametrami zmiennymi
uwzgl¦dniaj¡ pr¦dko±¢ przepªywu krwi ub, wyznaczan¡ na podstawie równania (7.10),
oraz/lub warto±ci P50 i n, okre±lane zgodnie z równaniami (7.28) i (7.29), w których
uwzgl¦dniono ich zale»no±¢ od temperatury.

Nale»y doda¢, »e wariant 3 odpowiada wariantowi oblicze«, dla którego wyniki
przedstawiono na rys. 7.8, wyniki jednak zdecydowano zamie±ci¢ si¦ równie» w tym
miejscu w celu ªatwiejszego porównania mi¦dzy wariantami.

Wariant zakªadaj¡cy staª¡ warto±¢ ub oraz niezmienne parametry krzywej Hilla nie
zostaª uwzgl¦dniony, poniewa» odpowiada on wynikom otrzymywanym dla t = 0 we
wszystkich analizowanych kon�guracjach. Jak wykazano, zjawisko hipoksji, rozumiane
jako spadek ci±nienia parcjalnego tlenu w kapilarze do zera przed ko«cem jej dªugo±ci,
wyst¦puje wyª¡cznie w wariantach 2 i 3.

(a) (b)

Rys. 7.11: Rozkªad ci±nienia parcjalnego w kierunku promieniowym (a) i osiowym (b) dla

wariantu 1 (staªe ub, zmienne P50 i n)
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(a) (b)

Rys. 7.12: Rozkªad ci±nienia parcjalnego w kierunku promieniowym (a) i osiowym (b) dla

wariantu 2 (zmienne ub, staªe P50 i n)

(a) (b)

Rys. 7.13: Rozkªad ci±nienia parcjalnego w kierunku promieniowym (a) i osiowym (b) dla

wariantu 3 (zmienne ub, zmienne P50 i n)

Ostatnia cz¦±¢ wyników przedstawiona w tym rozdziale jest zwi¡zana z analiz¡
wpªywu pH oraz ci±nienia parcjalnego dwutlenku w¦gla (PCO2), które obok temperatury
oraz st¦»enia 2,3-DPG maj¡ wpªyw na krzyw¡ dysocjacji oksyhemoglobiny, a co za
tym idzie mog¡ wpªywa¢ na dystrybucj¦ tlenu w tkance. Wykorzystano do tego krzyw¡
dysocjacji Dasha i Bassingthwaighte'a (por. wzór (7.14)).
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Zgodnie z danymi literaturowymi, warto±¢ pH w zdrowej tkance mie±ci si¦ w prze-
dziale 7.2 ÷ 7.5, natomiast w przypadku tkanki nowotworowej spada do zakresu 6.4
÷ 6.9 [94, 186]. Z kolei warto±ci PCO2 w zdrowej tkance mieszcz¡ si¦ typowo w gra-
nicach 35 ÷ 45 mmHg, podczas gdy w warunkach patologicznych mog¡ wzrasta¢ do
poziomu 59 ÷ 84 mmHg [94, 150]. Ograniczenia modelu zaproponowanego w [33] nie
pozwalaj¡ na jednoczesn¡ mody�kacj¦ kilku parametrów �zjologicznych, wobec cze-
go analiz¦ przeprowadzono oddzielnie dla ka»dego parametru. Jako punkt odniesienia
przyj¦to przypadek odpowiadaj¡cy �zjologicznym warunkom tkanki zdrowej: tempera-
tura T = 34◦C, pH = 7.24 oraz PCO2 = 40 mmHg.

W pierwszej symulacji zmody�kowano wyª¡cznie warto±¢ pH, obni»aj¡c j¡ do 6.65,
co odpowiada zakresowi dla ±rodowiska nowotworowego. Analiza wykazaªa, »e obni»enie
pH prowadzi do wzrostu ci±nienia parcjalnego tlenu. W obszarze kapilarnym odnotowa-
no wzrost tego parametru o okoªo 12 mmHg (rys. 7.14a). W symulacji drugiej zmieniono
warto±¢ PCO2 , przyjmuj¡c 80 mmHg, tj. warto±¢ typow¡ dla tkanki patologicznie zmie-
nionej. Równie» w tym przypadku zaobserwowano wzrost ci±nienia parcjalnego tlenu,
jednak byª on mniejszy i wyniósª okoªo 2 mmHg w kapilarze. Wyniki te potwierdzaj¡,
»e w warunkach charakterystycznych dla tkanki nowotworowej, czyli obni»onego pH
oraz podwy»szonego PCO2 , dochodzi do zwi¦kszenia ci±nienia parcjalnego tlenu.

(a) (b)

Rys. 7.14: Rozkªad ci±nienia parcjalnego tlenu w kierunku promieniowym i osiowym

uwzgl¦dniaj¡c zmienne pH oraz PCO2
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7.4 Wery�kacja

Aby zwery�kowa¢ poprawno±¢ dziaªania kodów obliczeniowych dla zagadnienia prze-
pªywu ciepªa w tkance biologicznej (równanie (7.1)), wykorzystano nast¦puj¡ce zadanie:

0 < x3 < L :
∂T

∂t
(x3, t) = a∇2T (x3, t) + b[Tb − T (x3, t)]

x3 = 0 : T (x3, t) = T0

x3 = L : T (x3, t) = Tb

t = 0 : T (x3, t) = Tb

(7.30)

gdzie T0 to temperatura na powierzchni tkanki pozostaj¡cej w kontakcie z zewn¦trz-
nym ¹ródªem ciepªa (do analizy przyj¦to warto±¢ 100 ◦C), natomiast parametry a oraz
b zde�niowano jako (por. wzór (2.24)):

a =
λ

C
, b =

Cbw

C
(7.31)

Dla rozwa»anego zadania istnieje rozwi¡zanie analityczne w postaci:

T (x3, t) = Tb +
T0 − Tb
2

[
exp

x3
√
b

a

 erfc( x3

2
√
at
+
√
bt

)

+exp

−x3
√
b

a

 erfc( x3

2
√
at
−
√
bt

)] (7.32)

W przedstawionym zadaniu (równanie (7.1)) przyj¦to zaªo»enie Qmet = 0 oraz do-
konano przej±cia od warunku strumienia ciepªa do warunku Dirichleta dla temperatu-
ry T0.

Obliczenia przeprowadzono z wykorzystaniem danych zawartych w pracy [24], w któ-
rej przedstawiono inne rozwi¡zanie analityczne dla podobnego zagadnienia, prowadz¡ce
jednak do identycznych wyników ko«cowych. Wyniki przedstawiono na rysunku 7.15,
który ukazuje zgodno±¢ pomi¦dzy rozwi¡zaniem analitycznym (7.32) a rozwi¡zaniem
numerycznym uzyskanym przy zastosowaniu opracowanego modelu.

Poprawno±¢ oblicze« dla problemu dystrybucji tlenu (7.8) zostaªa zwery�kowana
przez rozwi¡zanie analityczne, które istnieje dla zadania z Pcrit = 0. Ma ono posta¢:

Pt(r) = Pb +
M0
2Kt

[1
2

(
r2 −R2c

)
−R2t ln

r

Rc

]
+
M0π

kmass

(
R2c −R2t

)
(7.33)

Dodatkowo, wyniki zostaªy porównane z rozwi¡zaniami uzyskanymi w analizie przed-
stawionej w [134]. Wszystkie porównania zestawiono na rys. 7.16, uwzgl¦dniaj¡c rów-
nie» rozwi¡zanie analityczne (7.33) dla z = 0. W wi¦kszo±ci przypadków uzyskano
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dobr¡ zgodno±¢, a niewielkie ró»nice wzgl¦dem [134] zaobserwowano jedynie w pobli»u
wlotu kapilary, dla r = Rt.

(a) (b)

Rys. 7.15: Porównanie rozwi¡zania numerycznego zagadnienia przewodnictwa ciepªa

w tkance biologicznej z rozwi¡zaniem analitycznym (7.32)

(a) (b)

Rys. 7.16: Porównanie wyników modelu dystrybucji tlenu przedstawionego w niniejszej pra-

cy z rozwi¡zaniem analitycznym oraz danymi z [134] ([McGuire 2001])
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7.5 Podsumowanie

Przeprowadzone analizy potwierdzaj¡, »e czynniki termiczne i �zjologiczne maj¡
istotny wpªyw na rozkªad ci±nienia parcjalnego tlenu w tkance. Pod wpªywem zewn¦trz-
nego impulsu cieplnego dochodzi do uszkodze« termicznych, które, po przekroczeniu
kryterium martwicy w postaci caªki Arrheniusa, prowadz¡ do zaniku perfuzji (zgod-
nie z równaniem (7.5)) oraz spadku pr¦dko±ci przepªywu krwi w kapilarze (równa-
nie (7.10)). Konsekwencj¡ tych zmian jest wyst¡pienie zjawiska hipoksji.

Najwi¦kszy wpªyw na pojawienie si¦ niedotlenienia wywiera zmiana pr¦dko±ci prze-
pªywu krwi wynikaj¡ca bezpo±rednio z lokalnej warto±ci wspóªczynnika perfuzji, który
w modelu powi¡zany jest z termicznym uszkodzeniem tkanki.

Oprócz parametrów bezpo±rednio zwi¡zanych z termik¡, istotn¡ rol¦ odgrywaj¡
równie» �zjologiczne czynniki ±rodowiskowe, takie jak pH oraz ci±nienie parcjalne dwu-
tlenku w¦gla PCO2 . Oba te parametry wpªywaj¡ na ksztaªt krzywej dysocjacji oksyhe-
moglobiny poprzez tzw. efekt Bohra, a dokªadnie poprzez jej przesuni¦cie w prawo wraz
ze spadkiem pH i wzrostem PCO2 . Zmiany te prowadz¡ do zwi¦kszenia ci±nienia par-
cjalnego tlenu, co mo»e kompensowa¢ niedotlenienie wywoªane zaburzeniami perfuzji.
Efekt ten jest szczególnie wyra¹ny w przypadku spadku pH, dla którego odnotowano
znacznie silniejsze oddziaªywanie ni» w przypadku wzrostu PCO2 .

W przeprowadzonych symulacjach uwzgl¦dniono równie» zmienno±¢ parametrów
krzywej dysocjacji oksyhemoglobiny (P50 oraz n) w funkcji temperatury. Przeprowa-
dzone symulacje wykazaªy, »e na pojawienie si¦ zjawiska hipoksji najwi¦kszy wpªyw
miaªa zmiana pr¦dko±ci przepªywu krwi. Spadek warto±ci perfuzji powodowaª jedno-
czesne obni»enie pr¦dko±ci przepªywu krwi. Z kolei zale»no±¢ parametrów krzywej Hilla
od temperatury powodowaªa wzrost ci±nienia wraz ze wzrostem temperatury. W sy-
tuacjach takich jak w wariancie 3 (zmienne zarówno ub, jak i parametry P50 oraz n)
mogªo to przeciwdziaªa¢ wyst¦powaniu hipoksji.



8. Analiza wra»liwo±ci modelu

dystrybucji tlenu

Analiza wra»liwo±ci stanowi narz¦dzie matematyczne szeroko wykorzystywane w mo-
delowaniu procesów biologicznych i �zjologicznych. Jej celem jest przede wszystkim
uwzgl¦dnienie zmienno±ci indywidualnej badanych obiektów, co pozwala na bardziej
precyzyjne odwzorowanie rzeczywistych zjawisk.

Metoda ta znajduje szerokie zastosowanie w wielu dziedzinach. Istnieje np. obszerna
literatura dotycz¡ca wykorzystania metod analizy wra»liwo±ci w badaniach przepªywu
ciepªa. Poza typowymi zastosowaniami, takimi jak okre±lanie wpªywu parametrów ter-
mo�zycznych [184, 214] lub czasów opó¹nie« wyst¦puj¡cych w równaniach przepªywu
ciepªa na pole temperatury [125], metody te znalazªy zastosowanie w odwrotnych zada-
niach identy�kacji parametrów termo�zycznych tkanek [10] oraz w poª¡czeniu z obra-
zowaniem w podczerwieni do wykrywania zmian chorobowych [156]. Znacznie rzadziej
metody analizy wra»liwo±ci zostaªy wykorzystane w obszarach zwi¡zanych z modelo-
waniem dystrybucji tlenu, co niew¡tpliwie jest pewn¡ luk¡ badawcz¡. Mo»na jedynie
wskaza¢ pojedyncze prace zwi¡zane z próbami wykorzystania analizy wra»liwo±ci w in-
»ynierii tkankowej, np. do wyboru optymalnych wªa±ciwo±ci tkanek przeznaczonych do
przeszczepu [45], czy te» w badaniach uwzgl¦dniaj¡cych nieregularno±ci mikro±rodowi-
ska naczyniowego tkanki nowotworowej, które mog¡ wpªywa¢ na skuteczno±¢ procedur
medycznych [197].

W bie»¡cym rozdziale zostanie przedstawiona analiza wra»liwo±ci zwi¡zana z mo-
delem dystrybucji tlenu przedstawionym w poprzednim rozdziale (równania (7.8), (7.9)
i (7.11)). Wykorzystano przy tym metod¦ bezpo±redni¡, w której odpowiednie równa-
nia s¡ ró»niczkowane, w wyniku czego otrzymuje si¦ tzw. funkcje wra»liwo±ci [35, 124,
125, 127, 132], pozwalaj¡ce na okre±lenie wpªywu poszczególnych parametrów modelu
na rozkªad ci±nienia parcjalnego tlenu w walcu Krogha. Analiza zostaªa przeprowadzo-
na dla stanu normotermii, czyli tkanki nie uszkodzonej termicznie, dla której warto±¢
wspóªczynnika perfuzji w = w0.
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8.1 Model matematyczny

Analiza wra»liwo±ci zostaªa przeprowadzona dla siedmiu parametrów modelu dys-
trybucji tlenu, czyli: wspóªczynnika Krogha Kt i zapotrzebowania na tlenM0 (kierunek
promieniowy, równanie (7.8)), wspóªczynnika przenoszenia masy kmass (kierunek pro-
mieniowy i osiowy, równanie (7.9)), zdolno±ci przenoszenia tlenu przez krew κb i pr¦d-
ko±ci krwi w kapilarze ub (kierunek osiowy), wspóªczynnika Hilla n i ci±nienia tlenu
odpowiadaj¡cego 50% wysyceniu hemoglobiny P50 (krzywa dysocjacji oksyhemoglo-
biny Hilla, równanie (7.11)). Ponadto, uwzgl¦dniono dwa parametry: rozpuszczalno±¢
tlenu w tkance αt oraz wspóªczynnik dyfuzji tlenu w tkance Dt, których iloczyn stanowi
warto±¢ wspóªczynnika Krogha Kt (por. wzór (5.16)).

Oznaczaj¡c ps = Kt,M0, kmass, κb, ub, n, P50, αt, Dt (dla s = 1, . . . , 9), niezb¦dne
funkcje wra»liwo±ci przyjmuj¡ nast¦puj¡c¡ posta¢ [84]:

Gs =
∂SHb
∂ps

Ubs =
∂Pb
∂ps

Uts =
∂Pt
∂ps

(8.1)

W celu wyznaczenia tych funkcji przeprowadzono ró»niczkowanie równa« skªada-
j¡cych si¦ na model dystrybucji tlenu wzgl¦dem parametru ps. Ró»niczkuj¡c równanie
(7.8):

∂

∂ps

[
Kt
1
r

dPt
dr
+Kt
d2Pt
dr2

]
=

∂

∂ps
[Mt(Pt)] (8.2)

otrzymuje si¦:

∂Kt
∂ps

d2Pt
dr2
+Kt

∂

∂ps

(
d2Pt
dr2

)
+
1
r

∂Kt
∂ps

dPt
dr
+
1
r
Kt

∂

∂ps

(
dPt
dr

)
=
∂Mt(Pt)
∂ps

(8.3)

Nast¦pnie, po wykonaniu odpowiednich przeksztaªce« oraz zastosowaniu podsta-
wienia (por. równanie (7.8)):

d2Pt
dr2
=
Mt(Pt)
Kt

− 1
r

dPt
dr

(8.4)

równanie przyjmuje posta¢:

Kt
d2

dr2

(
∂Pt
∂ps

)
+Kt
1
r

d
dr

(
∂Pt
∂ps

)
=
∂Mt(Pt)
∂ps

− ∂Kt
∂ps

Mt(Pt)
Kt

(8.5)

a ostatecznie, wykorzystuj¡c funkcje wra»liwo±ci (8.1) mo»na je zapisa¢ jako:

Kt
1
r

d
dr

[
r
dUts
dr

]
=
∂Mt
∂ps
− ∂Kt
∂ps

Mt
Kt

(8.6)

gdzie:

∂Mt
∂ps
=

∂M0
∂ps

PcritPt +
∂M0
∂ps

Pt
2 +M0PcritUts

(Pcrit + Pt)2
(8.7)
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W celu uzyskania odpowiedniej postaci warunku brzegowego dla r = Rc, nale»y
zapisa¢ go w postaci (n oznacza wektor normalny powierzchni):

jt = −Kt
dPt
dr
n =

kmass
2πRc

(Pt − Pb) (8.8)

Nast¦pnie, po ró»niczkowaniu wzgl¦dem parametru ps, otrzymuje si¦:

−∂Kt
∂ps

dPt
dr
n−Kt

∂

∂ps

(
dPt
dr

)
n =

1
2πRc

∂k

∂ps
(Pt − Pb) +

kmass
2πRc

(
∂Pt
∂ps
− ∂Pb
∂ps

)
(8.9)

Po uporz¡dkowaniu pochodnych oraz przyjmuj¡c, »e:

Jts = −
∂Kt
∂ps

1
Kt
jt (8.10)

Ostateczna posta¢ warunku ma nast¦puj¡c¡ form¦:

Jts =
1
2πRc

(Pt − Pb)
[
∂kmass
∂ps

− ∂Kt
∂ps

1
Kt
kmass

]
+
kmass
2πRc

(Uts − Ubs) (8.11)

Z kolei warunek brzegowy dla r = Rt ma posta¢:

dUts
dr
= 0 (8.12)

Ró»niczkuj¡c wzgl¦dem parametru ps równanie dla kierunku osiowego (7.9):

πR2c
∂

∂ps

(
ubκb
dSHb
dz

)
=

∂

∂ps
(−kmassPb + kmassPt) (8.13)

otrzymuje si¦:

πR2c

[
∂

∂ps
(ubκb)

dSHb
dz
+ ubκb

∂

∂ps

(
dSHb
dz

)]
= −∂kmass

∂ps
(Pb − Pt)− kmass

(
∂Pb
∂ps
− ∂Pt
∂ps

)
(8.14)

lub z wykorzystaniem funkcji wra»liwo±ci (8.1):

πR2c

[(
∂ub
∂ps

κb + ub
∂κb
∂ps

)
dSHb
dz
+ ubκb

dGs
dz

]
= −∂kmass

∂ps
(Pb − Pt)− kmass(Ubs − Uts)

(8.15)
Poniewa» dodatkowo nale»y uwzgl¦dni¢, »e (równanie (7.9)):

dSHb
dz
= − kmass

πR2cubκb
(Pb − Pt) (8.16)

wi¦c ostatecznie uzyskuje si¦ wyra»enie:

dGs
dz
=

1
πR2cubκb

{[
kmass
ubκb

(
∂ub
∂ps

κb + ub
∂κb
∂ps

)
− ∂kmass

∂ps

]
(Pb − Pt)− kmass(Ubs − Uts)

}
(8.17)
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Natomiast warunek pocz¡tkowy dla z = 0 ma posta¢:

Ubs = 0 (8.18)

Ostatni¡ zale»no±ci¡ niezb¦dn¡ do przeprowadzenia analizy wra»liwo±ci w podob-
szarze kapilary oraz wyznaczenia funkcji Ubs jest zró»niczkowana posta¢ odwrotnej
krzywej Hilla (równanie (4.2)):

∂Pb
∂ps
=
∂P50
∂ps

(
SHb
1− SHb

) 1
n

+ P50
∂

∂ps

( SHb
1− SHb

) 1
n

 (8.19)

lub w postaci ostatecznej:

Ubs =
∂P50
∂ps

(
SHb
1− SHb

) 1
n

+ P50

 1
n

(
SHb
1− SHb

) 1
n
−1 Gs
(1− SHb)2

− 1
n2

(
SHb
1− SHb

) 1
n ∂n

∂ps
ln
(

SHb
1− SHb

) (8.20)

Dla zachowania kompletno±ci informacji, ostateczna posta¢ zró»niczkowanej krzywej
Hilla (7.11) przyjmuje nast¦puj¡c¡ form¦:

Gs =
∂SHb
∂ps
=
P nb P

n
50
∂n

∂ps
(lnPb − lnP50)− nP nb P n−150

∂P50
∂ps
+ nP n−1b P n50Ubs

(P nb + P
n
50)
2 (8.21)

Podsumowuj¡c, w celu wyznaczenia funkcji wra»liwo±ci wzgl¦dem jednego z para-
metrów modelu dystrybucji tlenu nale»y wykorzysta¢ nast¦puj¡ce zale»no±ci:

• model w kierunku promieniowym: (8.6), (8.7), (8.11) oraz (8.12),

• model w kierunku osiowym: (8.17) i (8.18),

• odwrotna krzywa dysocjacji oksyhemoglobiny: (8.20).

Znajomo±¢ funkcji wra»liwo±ci umo»liwia tak»e okre±lenie wpªywu jednoczesnej
zmiany kilku parametrów na ci±nienie parcjalne tlenu, na podstawie zale»no±ci [125]:

∆P =

√√√√NofP∑
s=1

(Us∆ps)
2 (8.22)

gdzie NofP oznacza liczb¦ parametrów, dla których okre±lana jest warto±¢ ∆ps.
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8.2 Metody rozwi¡zania

Do rozwi¡zania zada« analizy wra»liwo±ci wykorzystano metod¦ strzaªów, bardziej
szczegóªowo opisan¡ w podrozdziale 7.2, tym razem wykorzystuj¡c wariant stanowi¡-
cy poª¡czenie metody Rungego-Kutty czwartego rz¦du (do rozwi¡zywania zagadnie«
pocz¡tkowych IVP) z metod¡ Newtona (do oszacowania warunku pocz¡tkowego). Za
brzeg Γshoot przyj¦to punkt r = Rt. Taka kon�guracja metody strzaªów zostaªa wybra-
na ze wzgl¦du na krótszy czas oblicze«, wynikaj¡cy gªównie z zastosowania pochodnych
w metodzie Newtona [92].

Zagadnienie brzegowe mo»na zapisa¢ w bardziej ogólnej postaci (por. równania (7.8),
(8.6),(8.7), (8.11) i (8.12)):

r ∈ Ωt : Kt
1
r

d
dr

(
r
dUts
dr

)
= QV

r = Rc :
dUts
dr
+ b∗1Uts = b

∗
2

r = Rt :
dUts
dr
= a∗

(8.23)

W metodzie Newtona kolejne warto±ci αguess wyznaczane s¡ zgodnie z zale»no±ci¡:

αi+1guess = α
i
guess −

φres(αiguess)
φ′res(αiguess)

(8.24)

w której φres oraz φ′res oznaczaj¡ ró»nice sprawdzane na brzegu Γtarget w postaci:

φres(Rc, αguess) = U ′ts(Rc, αguess) + b
∗
1Uts(Rc, αguess)− b∗2

φ′res(Rc, αguess) = Z
′(Rc, αguess) + b∗1Z(Rc, αguess)

(8.25)

gdzie:

Z =
∂Uts
∂αguess

Z ′ =
∂U ′ts
∂αguess

Q′V =
∂QV
∂αguess

(8.26)

Ostatecznie rozwi¡zywane s¡ jednocze±nie dwa zagadnienia pocz¡tkowe IVP: pierw-
sze wynika z zagadnienia brzegowego przedstawionego w postaci równania (8.23), na-
tomiast drugie sªu»y do wyznaczenia pochodnych funkcji Uts wzgl¦dem zgadywanej
warto±ci αguess. Maj¡ one posta¢:

KtU
′′
ts +Kt

1
r
U ′ts = QV KtZ

′′ +Kt
1
r
Z ′ = Q′V

Uts(Rt) = αguess Z(Rt) = 1

U ′ts(Rt) = a
∗ Z ′(Rt) = 0

(8.27)
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Funkcja wra»liwo±ci Gs obliczana jest w podobny sposób, jak warto±ci saturacji SHb
(por. równanie (7.27)):

Gs,m+1 = Gs,m −
hz

πR2cubκb

{[
kmass
ubκb

(
∂ub
∂ps

κb + ub
∂κb
∂ps

)
− ∂kmass

∂ps

]
(Pb,m − Pt,m)

− kmass(Ubs,m − Uts,m)
} (8.28)

8.3 Wyniki oblicze«

W modelu dystrybucji tlenu wymagana jest znajomo±¢ ci±nienia parcjalnego tlenu
na wlocie kapilary Pb,inlet (por. równanie (7.9)). W pracy rozpatrzono dwa przypadki
tej warto±ci: 100 mmHg, odpowiadaj¡ce warunkom �zjologicznym charakterystycznym
dla zdrowej tkanki, oraz 50 mmHg, co odzwierciedla warunki wyst¦puj¡ce w tkankach
patologicznych, takich jak nowotworowe [67,195,222]. Obliczenia numeryczne przepro-
wadzono w ±rodowisku MATLAB R2024b, wykorzystuj¡c zestaw parametrów przed-
stawiony w tabeli 8.1.

Na rysunkach 8.1-8.3 zaprezentowano funkcje wra»liwo±ci dla parametrów zwi¡-
zanych z modelem dystrybucji tlenu dla kierunku promieniowego, tj. wspóªczynnika
Krogha Kt, zapotrzebowania na tlen M0 oraz wspóªczynnika przenoszenia masy kmass.
Dla wszystkich tych parametrów mo»na zauwa»y¢ mniejsze warto±ci funkcji wra»liwo±ci
dla Pb,inlet = 50 mmHg. Punkty maksymalnych warto±ci funkcji przesun¦ªy si¦ w stron¦
kapilary, przy czym w przypadku M0 zmiany te nast¡piªy w kierunku strefy granicznej
kapilara-tkanka. W przypadku Kt, zmiana warto±ci przy r = Rc wynika z obecno±ci
tego parametru w warunku brzegowym (równanie (7.8)). Dodatkowo, dla obu warto±ci
ci±nienia wlotowego Pb,inlet, poªo»enie poziomu U1 = 0 w przypadku Kt jest zbli»one.

Wspóªczynnik przenoszenia masy kmass wykazuje istotne ró»nice w poziomach funk-
cji U3 pomi¦dzy obszarem kapilary a tkanki, cho¢ w obu przypadkach maksymalna
warto±¢ bezwzgl¦dna tej funkcji przypada na wspóªrz¦dne r = Rc i z = 0 (rys. 8.3).
Zjawisko to mo»na przypisa¢ powi¡zaniu wspóªczynnika kmass z oporem wewn¡trz-
naczyniowym, którego warto±¢ jest uzale»niona od liczby Sherwooda (Sh), opisuj¡cej
m.in. charakter przepªywu krwi w kapilarze (por. rozdziaª 5).

Rysunki 8.4-8.5 prezentuj¡ funkcje wra»liwo±ci dla parametrów zwi¡zanych z krwi¡,
czyli zdolno±ci¡ transportu tlenu przez krew κb oraz pr¦dko±ci¡ przepªywu krwi w ka-
pilarze ub. Rozkªady funkcji wra»liwo±ci dla obu parametrów s¡ do siebie zbli»one pod
wzgl¦dem ksztaªtu, cho¢ oczywi±cie ró»ni¡ si¦ warto±ciami. Dla przypadku Pb,inlet =
100 mmHg maksymalne warto±ci funkcji wra»liwo±ci wyst¦puj¡ w pocz¡tkowej cz¦±ci
kapilary i tkanki, podczas gdy przy obni»onym Pb,inlet obserwuje si¦ przesuni¦cie mak-
symalnych warto±ci w kierunku wylotu kapilary. Taka zmiana wskazuje na znaczenie
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obu parametrów w procesie transportu krwi przez kapilar¦, zwªaszcza w nietypowych
warunkach tkankowych. Nale»y równie» przypomnie¢, »e parametr ub jest powi¡za-
ny z modelem wymiany ciepªa w tkance, poniewa» jego warto±¢ zale»y od przyj¦tego
wspóªczynnika perfuzji (równanie (7.10)).

Tab. 8.1: Warto±ci parametrów przyj¦tych w obliczeniach

Parametr Jednostka Warto±¢

tkanka

Kt [(cm2 s−1)(mol cm−3 mmHg−1)] 4.1964·10−14

αt [mol cm−3 mmHg−1] 1.3393·10−9

Dt [cm2 s−1] 3.1330·10−5

M0 [mol cm−3 s−1] 2.9762·10−7

Pcrit [mmHg] 1

kapilara

ub [cm s−1] 0.205

κb [mol cm−3] 8.9286·10−6

P50 [mmHg] 27

n 2.57

warunki brzegowe

kmass [(cm2 s−1)(mol cm−3 mmHg−1)] 2.79·10−13

Pb,inlet [mmHg] 100 oraz 50

geometria

Rc [µm] 2.5

Rt [µm] 25

Lt [µm] 500

dyskretyzacja

nr 100

nz 100
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(a) (b)

Rys. 8.1: Funkcja wra»liwo±ci wspóªczynnika Krogha Kt dla Pb,inlet = 100 mmHg (a) oraz

Pb,inlet = 50 mmHg (b)

(a) (b)

Rys. 8.2: Funkcja wra»liwo±ci zapotrzebowania na tlen M0 dla Pb,inlet = 100 mmHg (a)

oraz Pb,inlet = 50 mmHg (b)
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(a) (b)

Rys. 8.3: Funkcja wra»liwo±ci wspóªczynnika przenoszenia masy kmass dla Pb,inlet = 100

mmHg (a) oraz Pb,inlet = 50 mmHg (b)

(a) (b)

Rys. 8.4: Funkcja wra»liwo±ci zdolno±ci transportu tlenu przez krew κb dla Pb,inlet = 100

mmHg (a) oraz Pb,inlet = 50 mmHg (b)
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(a) (b)

Rys. 8.5: Funkcja wra»liwo±ci pr¦dko±ci przepªywu krwi w kapilarze ub dla Pb,inlet = 100

mmHg (a) oraz Pb,inlet = 50 mmHg (b)

Funkcje wra»liwo±ci parametrów zwi¡zanych z krzyw¡ dysocjacji oksyhemoglobiny
dla modelu Hilla zostaªy przedstawione na rysunkach 8.6-8.7. Analiza funkcji wra»liwo-
±ci pokazuje, »e obni»enie ci±nienia Pb,inlet skutkuje przesuni¦ciem punktu maksymalnej
warto±ci bezwzgl¦dnej funkcji wra»liwo±ci dla wspóªczynnika Hilla n w kierunku z = Lt,
natomiast w przypadku ci±nienia P50 przesuni¦cie to wyst¦puje w pobli»u z = Lt/2.
Wyra¹nie wida¢, »e dla ci±nienia wlotowego Pb,inlet = 50 mmHg obszary, w których war-
to±ci funkcji zbli»aj¡ si¦ do zera, s¡ stosunkowo rozlegªe, a skok warto±ci przy r = Rc
jest znaczny. W przypadku Pb,inlet = 100 mmHg zmiana warto±ci funkcji U6 z ujemnych
na dodatnie zachodzi dokªadnie w poªowie dªugo±ci kapilary.

W ramach analizy okre±lono równie» funkcje wra»liwo±ci dla rozpuszczalno±ci tlenu
w tkance αt (rys. 8.8) oraz wspóªczynnika dyfuzji tlenu w tkance Dt (rys. 8.9). Ich
rozkªady w obu przypadkach wykazuj¡ bardzo podobny ksztaªt jak funkcja U1 (rys.
8.1), ró»ni¡c si¦ jedynie warto±ciami. Warto±¢ funkcji wra»liwo±ci dla αt wynosi rz¦du
1010, natomiast dla Dt rz¦du 105, co jest znacznie ni»sz¡ warto±ci¡ w porównaniu do
funkcji wra»liwo±ci U1, która osi¡ga rz¡d wielko±ci 1014.
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(a) (b)

Rys. 8.6: Funkcja wra»liwo±ci wspóªczynnika Hilla n dla Pb,inlet = 100 mmHg (a) oraz

Pb,inlet = 50 mmHg (b)

(a) (b)

Rys. 8.7: Funkcja wra»liwo±ci ci±nienia tlenu odpowiadaj¡cego 50% nasycenia hemoglobiny

P50 dla Pb,inlet = 100 mmHg (a) oraz Pb,inlet = 50 mmHg (b)
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(a) (b)

Rys. 8.8: Funkcja wra»liwo±ci rozpuszczalno±ci tlenu w tkance αt dla Pb,inlet = 100 mmHg

(a) oraz Pb,inlet = 50 mmHg (b)

(a) (b)

Rys. 8.9: Funkcja wra»liwo±ci wspóªczynnika dyfuzji tlenu w tkance Dt dla Pb,inlet = 100

mmHg (a) oraz Pb,inlet = 50 mmHg (b)
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Tabela 8.2 przedstawia warto±ci funkcji wra»liwo±ci pomno»one przez∆ps = ps·10%
w punktach, w których osi¡gaj¡ one swoje maksymalne warto±ci. Warto±ci w wierszu
�Wszystkie parametry� uzyskano na podstawie równania (8.22) i odnosz¡ si¦ do jed-
noczesnej zmiany siedmiu podstawowych parametrów (NofP = 7): Kt, M0, kmass,
ub, κb, n, P50, bez uwzgl¦dnienia αt oraz Dt. Rysunek 8.10 ilustruje wyniki zwi¡zane
z równoczesn¡ zmian¡ wszystkich analizowanych parametrów (równanie (8.22)). War-
to podkre±li¢, »e zmiany wynikaj¡ce z dziaªania funkcji wra»liwo±ci dla poszczególnych
parametrów s¡ niewielkie. Gªównym powodem s¡ warunki przyj¦te do analizy, obej-
muj¡ce normotermi¦, stan przed uszkodzeniem termicznym oraz stosunkowo wysok¡
pr¦dko±¢ przepªywu krwi w kapilarze. Wiadomo, »e w takich okoliczno±ciach ci±nienie
parcjalne tlenu na wylocie z kapilary wynosi okoªo 30 mmHg [134], nawet w sytuacjach,
gdy parametry zostaj¡ zakªócone przez ró»norodne czynniki, aby utrzyma¢ prawidªowe
procesy »yciowe.

Tab. 8.2: Wzrost ci±nienia parcjalnego tlenu wyra»ony przez pomno»enie funkcji wra»liwo±ci

przez ∆ps = ps · 10% dla punktów, w których przyrosty s¡ maksymalne

Parametr
Pb,inlet = 100 mmHg Pb,inlet = 50 mmHg

Us ·∆ps r z Us ·∆ps r z

[mmHg] [µm] [µm] [mmHg] [µm] [µm]

Kt 3.8086 25 0 -0.9587 2.5 115

M0 -6.5718 25 15 -1.1972 14 0

kmass 2.0083 2.5 0 1.2516 2.5 0

ub 1.7771 1.25 50 1.2201 1.25 500

κb 1.7771 1.25 50 1.2201 1.25 500

n -2.6057 1.25 25 0.9736 1.25 500

P50 3.9371 1.25 40 1.1161 1.25 145

αt 3.8089 25 0 -0.9587 2.5 115

Dt 3.8089 25 0 -0.9587 2.5 115

Wszystkie parametry 8.6856 25 15 2.1871 1.25 500

Wyniki przedstawione w tabeli 8.2 wskazuj¡, »e dla obni»onego ci±nienia Pb,inlet =
50 mmHg warto±ci bezwzgl¦dnych przyrostów dla poszczególnych parametrów s¡ po-
równywalne. Jedynie w przypadku wspóªczynnika przenoszenia masy kmass punkt mak-
symalnej warto±ci pozostaje w tym samym miejscu, co dla Pb,inlet = 100 mmHg (r = Rc,
z = 0). W przypadku pozostaªych parametrów odnotowano przesuni¦cie tego punktu
w kierunku wn¦trza kapilary, a dla niektórych parametrów, np. Kt i n, zmiana ta byªa
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zwi¡zana równie» ze zmian¡ znaku przyrostu. Dla wi¦kszo±ci analizowanych parame-
trów warto±ci przyrostów mieszcz¡ si¦ w zakresie od 1 do 2 mmHg, co, jak wcze±niej
wspomniano, jest wynikiem przeprowadzania analizy w warunkach normotermicznych.
Jedynie dla Pb,inlet = 100 mmHg mo»na zaobserwowa¢ wi¦ksze warto±ci przyrostów
w przypadku parametrów zwi¡zanych z modelem kierunku promieniowego (Kt, M0)
oraz modelem krzywej dysocjacji oksyhemoglobiny Hilla. Nale»y równie» podkre±li¢,
»e dla obu rozwa»anych warto±ci Pb,inlet maksymalne przyrosty funkcji wra»liwo±ci s¡
niemal identyczne dla wszystkich trzech parametrów Kt, αt, Dt i wyst¦puj¡ w tych
samych punktach (tabela 8.2).

(a) (b)

Rys. 8.10: Rozkªad zmian ci±nienia parcjalnego tlenu dla jednoczesnej zmiany siedmiu roz-

wa»anych parametrów (równanie (8.22), ∆ps = ps ·10%, dla Pb,inlet = 100 mmHg

(a) oraz Pb,inlet = 50 mmHg (b))

Dla jednoczesnej zmiany siedmiu (NofP = 7) parametrów o 10% ich warto±ci
pocz¡tkowej wyniki wskazuj¡, »e przy Pb,inlet = 100 mmHg ci±nienie parcjalne tlenu
mo»e wzrosn¡¢ o ponad 8 mmHg w obszarze tkanki oraz o ponad 5 mmHg w kapilarze.
Uzyskane warto±ci s¡ wyra¹nie wy»sze w porównaniu do wyników przedstawionych
w tabeli 8.2 dla zmiany pojedynczych parametrów.



8. Analiza wra»liwo±ci modelu dystrybucji tlenu 111

8.4 Wery�kacja

Wery�kacj¦ zwi¡zan¡ z modelami przepªywu ciepªa oraz dystrybucj¡ tlenu przed-
stawiono ju» wcze±niej w podrozdziale (7.4). Poniewa» wykorzystywany model jest
dokªadnie taki sam, nie b¦dzie ona tutaj powtórzona. Pokazane zostan¡ jedynie wyniki
wery�kacji oblicze« zwi¡zane z analiz¡ wra»liwo±ci. Dla parametrów Kt i M0 prze-
prowadzono wery�kacj¦ poprawno±ci otrzymanych funkcji wra»liwo±ci, posªuguj¡c si¦
rozwi¡zaniem analitycznym, które zostaªo uzyskane w wyniku ró»niczkowania równania
(7.33) wzgl¦dem ps (Pcrit = 0):

Uts(r) = Ubs +
1
2K2t

(
Kt
∂M0
∂ps
−M0

∂Kt
∂ps

) [1
2
(r2 −R2c)−R2t ln

r

Rc

]

+
π

kmass
(R2c −R2t )

∂M0
∂ps

(8.29)

Porównanie wyników analizy wra»liwo±ci dla tych dwóch parametrów przedstawio-
no na rysunku 8.11. Z analizy wyników wynika, »e rozwi¡zanie numeryczne, uzyskane
przy u»yciu metody strzaªów, wykazuje bardzo dobr¡ zgodno±¢ z rozwi¡zaniem anali-
tycznym.

(a) (b)

Rys. 8.11: Porównanie wyników analizy wra»liwo±ci dla parametrów Kt (a) i M0 (b) przy

u»yciu rozwi¡zania analitycznego (z = 0, Pb,inlet = 100 mmHg)

Co wi¦cej, wyniki uzyskane z analizy wra»liwo±ci dla parametrów ps zostaªy po-
równane z warto±ciami uzyskanymi na podstawie ilorazów ró»nicowych, które uwzgl¦d-
niaj¡ przyrosty parametrów w modelu. Rysunki 8.12-8.15 przedstawiaj¡ wyniki dla
czterech wybranych parametrów, zapotrzebowania na tlen M0, wspóªczynnika przeno-
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szenia masy kmass, zdolno±ci przenoszenia tlenu przez krew κb, wspóªczynnika Hilla n,
dla kierunku promieniowego i osiowego.

(a) (b)

Rys. 8.12: Porównanie funkcji wra»liwo±ci zapotrzebowania na tlen M0 uzyskanych z obec-

nego modelu z obliczeniami opartymi na ilorazach ró»nicowych (symbole)

(a) (b)

Rys. 8.13: Porównanie funkcji wra»liwo±ci wspóªczynnika transferu masy kmass uzyskanych

z obecnego modelu z obliczeniami opartymi na ilorazach ró»nicowych (symbole)
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(a) (b)

Rys. 8.14: Porównanie funkcji wra»liwo±ci zdolno±ci przenoszenia tlenu przez krew κb uzy-

skanych z obecnego modelu z obliczeniami opartymi na ilorazach ró»nicowych

(symbole)

(a) (b)

Rys. 8.15: Porównanie funkcji wra»liwo±ci wspóªczynnika Hilla n uzyskanych z obecnego

modelu z obliczeniami opartymi na ilorazach ró»nicowych (symbole)

Wszystkie uzyskane wyniki charakteryzuj¡ si¦ bardzo niskim bª¦dem wzgl¦dnym,
mieszcz¡cym si¦ w przedziale od 0.01% do 0.02% (tab. 8.3), co ±wiadczy o wysokiej
precyzji metod zastosowanych w obliczeniach oraz o skuteczno±ci wybranych algoryt-
mów numerycznych. Nale»y zauwa»y¢, »e mimo zªo»ono±ci równa« przedstawionych
na pocz¡tku rozdziaªu, dla poszczególnych parametrów niektóre pochodne cz¡stkowe
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przyjmuj¡ warto±¢ zero. To uproszczenie, wynikaj¡ce z charakterystyki modelu, nie-
w¡tpliwie przyczyniªo si¦ do osi¡gni¦cia tak wysokiej dokªadno±ci wyników uzyskanych
z zastosowan¡ metod¡ strzaªów.

Tab. 8.3: Bª¦dy wzgl¦dne dla analizowanych parametrów

Parametr Bª¡d wzgl¦dny [%]

Kt 0.0195

M0 0.0185

kmass 0.0167

ub 0.0155

κb 0.0162

n 0.0135

P50 0.0148

αt 0.0211

Dt 0.0211

8.5 Podsumowanie

Rozdziaª niniejszej pracy po±wi¦cono analizie wra»liwo±ci parametrów modelu dys-
trybucji tlenu, opartego na koncepcji cylindra Krogha. W ramach bada« okre±lono
zarówno funkcje wra»liwo±ci dla poszczególnych parametrów, jak i zmiany ci±nienia
parcjalnego tlenu wynikaj¡ce z jednoczesnej mody�kacji siedmiu rozpatrywanych pa-
rametrów o 10%. Uzyskane wyniki wskazuj¡, »e zmiany te mog¡ osi¡ga¢ warto±ci prze-
kraczaj¡ce 8 mmHg. Nale»y jednak podkre±li¢, »e w przypadku post¦puj¡cych procesów
patologicznych, takich jak uszkodzenia termiczne czy rozwój nowotworów, zmiany para-
metrów mog¡ by¢ wi¦ksze, co mo»e prowadzi¢ do wi¦kszych zmian ci±nienia parcjalnego
tlenu w mikro±rodowisku tkankowym.

Parametrem mog¡cym ulega¢ znacznym wahaniom jest Pb,inlet. W przypadku gu-
zów nowotworowych cz¦sto obserwuje si¦ nieregularn¡ architektur¦ naczy« kapilarnych,
obejmuj¡c¡ struktury o nietypowych ksztaªtach, takie jak kuliste rozszerzenia (ang.
bulbs) oraz ±lepo zako«czone odgaª¦zienia. Te nieprawidªowo±ci prowadz¡ do lokalnych
de�cytów tlenu, skutkuj¡c powstawaniem obszarów hipoksji, co ma istotne implikacje
dla skuteczno±ci terapii zwi¡zanych z obecno±ci¡ tlenu w organizmie [55,222].

Aby uwzgl¦dni¢ te aspekty, przyj¦to dwie warto±ci ci±nienia na wlocie do kapi-
lary: standardowego ci±nienia �zjologicznego (Pb,inlet = 100 mmHg) oraz obni»one-
go (Pb,inlet = 50 mmHg). Porównanie uzyskanych wyników pokazaªo ró»nice zarówno
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w ksztaªcie rozkªadów funkcji wra»liwo±ci, jak i w warto±ciach przyrostów ci±nienia
parcjalnego tlenu wynikaj¡cych ze zmiany parametrów.

Podsumowuj¡c, analiza wra»liwo±ci jest do±¢ wygodn¡ metod¡ wykorzystywan¡
w badaniach procesów biologicznych, szczególnie w kontek±cie ukªadów wykazuj¡cych
indywidualn¡ zmienno±¢. Jej zastosowanie w modelowaniu dystrybucji tlenu pozwala
na identy�kacj¦ najbardziej wpªywowych parametrów oraz ocen¦ potencjalnych skut-
ków zmian �zjologicznych.



9. Analiza dystrybucji tlenu

z uwzgl¦dnieniem czynników

przeciwdziaªaj¡cych hipoksji

Hipoksja, czyli stan niedotlenienia tkanek, stanowi powa»ne zagro»enie dla prawi-
dªowego funkcjonowania organizmów »ywych. Ci±nienie parcjalne tlenu PO2 wykazuje
znaczne zró»nicowanie pomi¦dzy tkankami. W górnych drogach oddechowych wynosi
okoªo 104 ÷ 108 mmHg, w mózgu 30 ÷ 48 mmHg, a w w¡trobie 55.5 ± 21.3 mmHg.
Zmniejszenie dost¦pno±ci tlenu poni»ej warto±ci �zjologicznych, mimo zachowanej per-
fuzji, prowadzi do zaburzenia równowagi mi¦dzy zapotrzebowaniem a zu»yciem tlenu,
co skutkuje hipoksj¡. W skrajnych przypadkach, gdy dochodzi do caªkowitego odci¦cia
dostaw tlenu, mówimy o anoksji [14, 152].

Hipoksja mo»e mie¢ ró»ne podªo»e, w zale»no±ci od czynnika inicjuj¡cego i me-
chanizmu upo±ledzenia transportu lub wykorzystania tlenu. Stan ten towarzyszy licz-
nym procesom �zjologicznym i pato�zjologicznym, w tym chorobom naczyniowym (np.
mia»d»ycy, udarom mózgu), przewlekªym zapaleniom czy nowotworom. Niedotlenienie
mo»e prowadzi¢ do ostrego lub przewlekªego niedokrwienia, wywoªuj¡c wtórne uszko-
dzenia tkanek, krwotoki, zaburzenia przewodzenia impulsów nerwowych, a nawet nie-
wydolno±¢ wielonarz¡dow¡ [14] Ju» we wczesnych etapach hipoksji mog¡ wyst¦powa¢
objawy kliniczne, takie jak sinica, zawroty gªowy, osªabienie, zm¦czenie, duszno±¢ czy
sztywno±¢ mi¦±ni, b¦d¡ce wynikiem dysfunkcji komórek i tkanek wra»liwych na niedo-
tlenienie [20].

Niniejszy rozdziaª stanowi uzupeªnienie dotychczasowych rozwa»a« na temat mo-
delowania transportu tlenu w mikrokr¡»eniu poprzez analiz¦ wybranych czynników,
których rola w przeciwdziaªaniu hipoksji jest istotna, cho¢ wci¡» podlega dyskusji.
Skupia si¦ na dwóch kluczowych aspektach: wpªywie mioglobiny na dyfuzj¦ i maga-
zynowanie tlenu w tkankach oraz potencjalnych konsekwencjach zjawiska grupowania
mitochondriów (tzw. mitochondria clustering) na efektywno±¢ zaopatrzenia tlenowego.
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9.1 Wpªyw mioglobiny

Mioglobina (Mb) to monomeryczne biaªko obecne w cytoplazmie komórek mi¦±nio-
wych, strukturalnie podobne do podjednostki β-hemoglobiny, zdolne do odwracalnego
wi¡zania tlenu. Odgrywa wa»n¡ rol¦ w transporcie i buforowaniu tlenu w mi¦±niach
szkieletowych oraz sercu, zwªaszcza w warunkach intensywnego metabolizmu, ograni-
czonej dost¦pno±ci tlenu i niedotlenienia [102,208]. Mechanizm ten okre±lany jest jako
uªatwiona dyfuzja tlenu z udziaªem mioglobiny (ang. myoglobin-facilitated oxygen dif-

fusion).
Badania modelowe wykazaªy, »e strumie« tlenu w roztworach zawieraj¡cych mioglo-

bin¦ jest wy»szy ni» w roztworach bez biaªek wi¡»¡cych tlen i pozostaje wzgl¦dnie staªy
w szerokim zakresie ci±nie« parcjalnych (20 ÷ 700 mmHg). Wskazuje to, »e gradient
oksymioglobiny jest warunkiem koniecznym uªatwionej dyfuzji, a cz¡steczk¡ dyfundu-
j¡c¡ jest wªa±nie oksymioglobina. Gªówne funkcje mioglobiny obejmuj¡ [87,208]:

• Uªatwianie dyfuzji tlenu � mioglobina, wi¡»¡c tlen, tworzy form¦ oksymioglobiny,
która przemieszcza si¦ w kierunku mitochondriów, wspomagaj¡c dyfuzj¦ tlenu we-
wn¡trz komórki. W mitochondriach tlen uczestniczy w fosforylacji oksydacyjnej
i produkcji ATP. W obszarach o niskim ci±nieniu parcjalnym zwi¦ksza efektywn¡
rozpuszczalno±¢ tlenu w cytoplazmie, wspomagaj¡c jego transport i dyfuzj¦.

• Magazynowanie tlenu � oksymioglobina peªni rol¦ tymczasowego magazynu tlenu,
co pozwala komórkom mi¦±niowym przetrwa¢ krótkotrwaªe okresy niedotlenienia,
np. w czasie skurczu mi¦±ni, gdy przepªyw krwi mo»e by¢ ograniczony.

W modelowaniu matematycznym transportu tlenu w tkance otaczaj¡cej kapilar¦,
wpªyw mioglobiny jest uwzgl¦dniany poprzez wprowadzenie dodatkowego czªonu do
równania dyfuzji Ficka, opisuj¡cego wspomagany dyfuzyjnie transport tlenu przez oksy-
mioglobin¦. Wyj±ciowe równanie dla radialnego transportu tlenu w tkance (por. wzór
(5.15)), z uwzgl¦dnieniem nasycenia mioglobiny tlenem i zu»ycia tlenu przez komórki,
przyjmuje posta¢:

Kt

[
1
r

dPt
dr
+

d2Pt
dr2

]
+ cMbDMb

[
1
r

dSMb
dr
+

d2SMb
dr2

]
=

M0Pt
Pcrit + Pt

(9.1)

gdzie Kt [(cm2s−1)(mol cm−3 mmHg−1)] to wspóªczynnik Krogha, cMb [mol cm−3] to
st¦»enie mioglobiny, a DMb [cm2 s−1] to wspóªczynnik dyfuzji mioglobiny.

Nasycenie mioglobiny tlenem (SMb) jest opisywane przez nieliniow¡ funkcj¦ zale»n¡
od lokalnego ci±nienia parcjalnego tlenu Pt, zgodnie z równaniem dysocjacji oksymio-
globiny (4.14), charakteryzuj¡cym si¦ powinowactwem mioglobiny do tlenu wyra»onym
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przez P50,Mb. W konsekwencji, pierwsza i druga pochodna nasycenia mioglobiny wzgl¦-
dem promienia mog¡ by¢ wyra»one jako:

dSMb
dr
=

P50,Mb

(Pt + P50,Mb)
2
dPt
dr

(9.2)

d2SMb
dr2

= − 2P50,Mb
(Pt + P50,Mb)3

(
dPt
dr

)2
+

P50,Mb

(Pt + P50,Mb)
2
d2Pt
dr2

(9.3)

gdzie SMb to stopie« wysycenia mioglobiny tlenem, P50,Mb to warto±¢ ci±nienia parcjal-
nego tlenu, przy którym 50% cz¡steczek mioglobiny jest wysycone tlenem.

Podstawienie powy»szych wyra»e« umo»liwia przeksztaªcenie równania (9.1) do po-
staci zale»nej wyª¡cznie od Pt:

Kt

[
1
r

dPt
dr
+

d2Pt
dr2

]
+ cMbDMbP50,Mb

[
1
r

1
(Pt + P50,Mb)

2
dPt
dr
+

+
1

(Pt + P50,Mb)
2
d2Pt
dr2
− 2
(Pt + P50,Mb)

3

(
dPt
dr

)2 = M0Pt
Pcrit + Pt

(9.4)

9.2 Wpªyw grupowania mitochondriów

Zu»ycie tlenu zachodzi przede wszystkim w mitochondriach, dlatego ich rozmiesz-
czenie przestrzenne w obr¦bie komórki odgrywa pewn¡ rol¦ w ksztaªtowaniu lokalnego
zapotrzebowania na tlen. W obszarach o du»ej g¦sto±ci mitochondriów konsumpcja
tlenu jest wy»sza, natomiast w regionach, gdzie liczba mitochondriów jest mniejsza,
zu»ycie tlenu równie» ulega obni»eniu [134].

W rzeczywistej mikrostrukturze tkanki zarówno kapilary, jak i mitochondria nie wy-
kazuj¡ jednorodnego rozmieszczenia. Cz¦sto obserwuje si¦ tendencj¦ do ich skupiania
si¦ w okre±lonych obszarach, co prowadzi do nierównomiernego zaopatrzenia komórek
w tlen. Zjawisko to mo»e mie¢ istotne znaczenie w warunkach zaburzonej perfuzji.
Badania ultrastrukturalne wykazuj¡, »e mitochondria s¡ dynamicznymi organellami,
zdolnymi do przemieszczania si¦ w obr¦bie komórki w odpowiedzi na lokalne warun-
ki tlenowe [208]. W komórkach mi¦±nia sercowego ukªadaj¡ si¦ w regularne kolumny
równolegªe do osi wªókien, natomiast w mi¦±niach czerwonych lokalizuj¡ si¦ w rejonie
linii Z oraz w pobli»u bªony komórkowej, gdzie tworz¡ wyra¹ne skupiska. Taki schemat
rozmieszczenia nie jest przypadkowy, lecz stanowi wynik ewolucyjnie uksztaªtowanej
strategii optymalizacji zaopatrzenia energetycznego [208].

Z perspektywy modelowania matematycznego efekt grupowania mitochondriów mo-
»e by¢ odzwierciedlony przez przestrzennie zmienne zu»ycie tlenu. W niniejszymmodelu
przyj¦to funkcj¦, która zale»nie od promienia r oraz lokalnego ci±nienia parcjalnego Pt,
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opisuje zmody�kowane zapotrzebowanie tlenowe M0:

M0(r) =



M0, Pt ­ 40 mmHg

M0

(
1 +

r

Rt

)
, Pt < 40 mmHg, Rc ¬ r ¬

Rt −Rc
2

M0

(
1− r

Rt

)
, Pt < 40 mmHg,

Rt −Rc
2

< r ¬ Rt

(9.5)

W funkcji uwzgl¦dniono dwie strefy, zale»ne od odlegªo±ci od brzegu kapilary. Wpro-
wadzono warto±¢ progow¡ ci±nienia parcjalnego tlenu równ¡ 40 mmHg. W przypadku,
gdy Pt ­ 40 mmHg, zapotrzebowanie tlenowe przyjmuje warto±¢ staª¡. Natomiast,
gdy Pt < 40 mmHg, w regionie przylegaj¡cym do kapilary (Rc ¬ r ¬ Rt−Rc

2 ) zapo-
trzebowanie wzrasta liniowo, natomiast w regionie bardziej oddalonym od naczynia
(Rt−Rc2 < r ¬ Rt) ulega stopniowemu zmniejszeniu. Warto±¢ progow¡ 40 mmHg usta-
lono na podstawie wyników symulacji wªasnych oraz danych literaturowych. W pracy
McGuire'a [134] ci±nienie parcjalne tlenu na ko«cu kapilary osi¡ga poziom nieco poni-
»ej 40 mmHg, co zostaªo potwierdzone tak»e w analizie przedstawionej w rozdziale 7.
Dodatkowo, wedªug Ortiz-Prado [152], typowe warto±ci PO2 w mi¦±niach szkieletowych
wynosz¡ 28.9 ± 3.4 mmHg, a w krwi »ylnej 40 ± 5 mmHg. Wskazuje to, »e poziom
okoªo 40 mmHg stanowi granic¦ pomi¦dzy �zjologiczn¡ norm¡ a pocz¡tkiem zmian
adaptacyjnych charakterystycznych dla niedotlenienia.

9.3 Metody rozwi¡zania

W celu numerycznego rozwi¡zania równania transportu tlenu w tkance, uwzgl¦dnia-
j¡cego efekt uªatwionej dyfuzji z udziaªem mioglobiny, zastosowano metod¦ strzaªów.
W analizie wykorzystano poª¡czenie metody Rungego-Kutty czwartego rz¦du (do roz-
wi¡zywania zagadnie« pocz¡tkowych IVP) oraz algorytmu Newtona (do iteracyjnego
wyznaczania warto±ci warunku pocz¡tkowego). Opis tego wariantu metody, w tym spo-
sób przeksztaªcenia zagadnienia brzegowego do ukªadu dwóch równa« pocz¡tkowych,
przedstawiono w podrozdziale 8.2.

9.4 Wyniki oblicze«

W niniejszym rozdziale przedstawiono wyniki oblicze« dotycz¡cych rozkªadu tle-
nu w tkance z uwzgl¦dnieniem wybranych mechanizmów przeciwdziaªaj¡cych hipoksji.
Z uwagi na wcze±niejsz¡ szczegóªow¡ analiz¦ charakterystyki termicznej (rozdziaª 7),
oraz fakt, »e w niniejszym modelu przyj¦to identyczne zaªo»enia termiczne, rozkªad
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temperatury nie zostaª tutaj ponownie przedstawiony. Skupiono si¦ wyª¡cznie na ana-
lizie wpªywu mioglobiny oraz zjawiska grupowania mitochondriów na przestrzenn¡ dys-
trybucj¦ ci±nienia parcjalnego tlenu w tkance mi¦±niowej.

Obliczenia przeprowadzono w ±rodowisku MATLAB R2023b przy u»yciu zestawu
parametrów �zycznych, geometrycznych oraz zwi¡zanych z mioglobin¡, zestawionych
w tabeli 9.1. W przypadku badania efektu grupowania mitochondriów warto±ci para-
metrów cMb, DMb, P50,Mb zostaªy przyj¦te jako zerowe, zgodnie z równaniem 9.1.

Tab. 9.1: Warto±ci parametrów przyj¦tych w obliczeniach modelu dystrybucji tlenu

z uwzgl¦dnieniem mioglobiny i grupowania mitochondriów [48,55,79,134,206]

Parametr Jednostka Warto±¢

tkanka

Kt [(cm2 s−1)(mol cm−3 mmHg−1)] 1.9845·10−14

M0 [mol cm−3 s−1] 5·10−8

Pcrit [mmHg] 1

cMb [mol cm−3] 5·10−7

DMb [cm2 s−1] 0.7·10−6

P50,Mb [mmHg] 5

kapilara

κb [mol cm−3] 8.9286·10−6

P50 [mmHg] 27

n [-] 2.57

warunki brzegowe

kmass [(cm2 s−1)(mol cm−3 mmHg−1)] 2.79·10−13

Pb,inlet [mmHg] 100

geometria

Rc [µm] 2.5

Rt [µm] 25

Lt [µm] 500

dyskretyzacja

nr 100

nz 100

Na rysunku 9.1 przedstawiono porównanie wyników dla dwóch wariantów: przy sta-
ªym zapotrzebowaniu na tlen (M0 = const) oraz z funkcj¡ opisuj¡c¡ zjawisko grupowa-
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nia mitochondriów (wzór (9.5)). Dla kierunku promieniowego zaprezentowano krzywe
odpowiadaj¡ce wlotowi kapilary (z = 0) oraz poªowie jej dªugo±ci (z = Lt/2). W kie-
runku osiowym pokazano rozkªad ci±nienia parcjalnego wzdªu» kapilary, co umo»liwia
okre±lenie momentu pojawienia si¦ hipoksji. W obu analizowanych przypadkach niedo-
tlenienie wyst¦puje po czasie t = 22 s, jednak uwzgl¦dnienie przestrzennej zmienno±ci
zapotrzebowania na tlen wpªywa na poªo»enie strefy hipoksyjnej. W modelu z funk-
cj¡ grupowania mitochondriów warto±ci Pt spadaj¡ce do zera pojawiaj¡ si¦ dopiero
w dalszym odcinku naczynia, czyli od z = 0.035 cm, podczas gdy w przypadku staªego
zapotrzebowania obszar niedotlenienia wyst¦puje wcze±niej.

(a) (b)

Rys. 9.1: Rozkªad ci±nienia parcjalnego tlenu w kierunku osiowym (a) i promieniowym (b)

dla przypadku z i bez uwzgl¦dnienia grupowania mitochondriów

Kolejna cz¦±¢ analizy dotyczyªa wpªywu obecno±ci mioglobiny na rozkªad tlenu.
Na rysunku 9.2 przedstawiono rozkªady ci±nienia parcjalnego tlenu w obu kierunkach
przestrzennych, uzyskane dla wariantu uwzgl¦dniaj¡cego parametry mioglobiny oraz
dla przypadku bazowego (cMb = DMb = P50,Mb = 0). Wyniki potwierdzaj¡, »e mioglo-
bina przyczynia si¦ do niewielkiego przesuni¦cia momentu wyst¡pienia hipoksji, a jej
pojawienie si¦ zostaje opó¹nione, co potwierdza rol¦ mioglobiny jako lokalnego bufora
tlenu, szczególnie w warunkach obni»onego ci±nienia tlenu.

Zestawienie wyników modelu wskazuje, »e zarówno obecno±¢ mioglobiny, jak i nie-
jednorodno±¢ rozkªadu zapotrzebowania tlenowego (wynikaj¡ca z lokalnego zag¦szcze-
nia mitochondriów), maj¡ istotny wpªyw na dost¦pno±¢ tlenu w obszarach metabolicz-
nie aktywnych oraz na dynamik¦ rozwoju hipoksji.
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(a) (b)

Rys. 9.2: Rozkªad ci±nienia parcjalnego tlenu w kierunku osiowym (a) i promieniowym (b)

z uwzgl¦dnieniem i bez uwzgl¦dnienia mioglobiny

9.5 Wery�kacja

Dokonano porównania otrzymanych wyników symulacji z danymi literaturowy-
mi [48, 134] (rys. 9.3a). Porównanie obejmowaªo zarówno przypadki z uwzgl¦dnieniem
mioglobiny, jak i bez jej udziaªu.

W odniesieniu do wyników zaprezentowanych w pracy [48] nale»y zauwa»y¢, »e
model zu»ycia tlenu przyj¦ty przez autorów oparty byª na kinetyce zerowego rz¦du.
W porównaniu do kinetyki Michaelisa-Mentena, zastosowanej w niniejszym rozdzia-
le, prowadzi to do znacznie wi¦kszego spadku ci±nienia parcjalnego tlenu w kierunku
promieniowym wewn¡trz tkanki [55,134]. Dodatkowo, w pracy [48] na granicy kapilara-
tkanka zastosowano warunek Dirichleta, zakªadaj¡c ci¡gªo±¢ ci±nienia parcjalnego tle-
nu. W prezentowanym modelu uwzgl¦dniono natomiast opór wewn¡trznaczyniowy, co
pozwala na istnienie skoku ci±nienia pomi¦dzy kapilar¡ a otaczaj¡c¡ tkank¡. W kon-
sekwencji, zgodnie z oczekiwaniami, warto±ci Pt(Rc) w obecnym modelu s¡ ni»sze ni»
w cytowanej publikacji. Ró»nice te s¡ zatem w peªni uzasadnione i wynikaj¡ z ró»nic
w przyj¦tych zaªo»eniach modelowych, a uzyskane wyniki pozostaj¡ spójne z literatur¡.

Model przedstawiony w pracy [134] uwzgl¦dniaª opór wewn¡trznaczyniowy (analo-
gicznie jak w niniejszym podej±ciu) oraz nieco inny wariant modelu grupowania mi-
tochondriów. Wyniki uzyskane z wykorzystaniem obecnego modelu wykazuj¡ dobr¡
zgodno±¢ z danymi literaturowymi, a jedyn¡ istotn¡ ró»nic¡ jest nieco ni»sza warto±¢
Pb, która odbiega od warto±ci referencyjnej o mniej ni» 2 mmHg.

Dodatkowo, na rysunku 9.3b przedstawiono porównanie wyników uzyskanych z wy-
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korzystaniem ró»nych krzywych dysocjacji oksyhemoglobiny (ODC). Cho¢ w modelu
bazowym zastosowano krzyw¡ Hilla, wyniki uzyskane przy u»yciu krzywej Adaira (sto-
sowanej równie» w [48]) wykazuj¡ bardzo wysok¡ zgodno±¢. Mo»na zatem stwierdzi¢,
»e w badanym przypadku wybór konkretnego modelu ODC nie ma istotnego wpªywu
na ko«cowe wyniki.

(a) (b)

Rys. 9.3: Porównanie wyników uzyskanych w niniejszym modelu z rezultatami zaprezento-

wanymi w pracach [48, 134] (a) oraz z wynikami uzyskanymi z u»yciem ró»nych

krzywych dysocjacji oksyhemoglobiny (b) ( [48] - [Fletcher 1980], [134] - [McGuire

2001])

9.6 Podsumowanie

Przeprowadzone analizy modelowe wskazuj¡, »e zarówno obecno±¢ mioglobiny, jak
i zró»nicowane rozmieszczenie mitochondriów w obr¦bie tkanki mog¡ wpªywa¢ na lo-
kalne warunki tlenowe oraz czas pojawienia si¦ hipoksji.

Mioglobina, jako biaªko wi¡»¡ce tlen w sposób odwracalny, odgrywa rol¦ wspoma-
gaj¡c¡ transport i magazynowanie tlenu, szczególnie w stanach obni»onego ci±nienia
parcjalnego. W przeprowadzonych obliczeniach, jej efekt uwidoczniª si¦ dopiero po 22
sekundach od pocz¡tku ekspozycji na impuls cieplny (rys. 9.2), co jednoznacznie wska-
zuje, »e oksymioglobina oddaje tlen dopiero w warunkach realnego de�cytu tlenowego
w komórce. Modelowe wª¡czenie dyfuzji wspomaganej przez mioglobin¦ wpªywa wi¦c
gªównie na przesuni¦cie w czasie momentu wyst¡pienia hipoksji, jednak nie mody�ku-
je istotnie caªkowitego pro�lu rozkªadu ci±nienia parcjalnego w warunkach �zjologicz-
nych. Wyniki s¡ zgodne z obserwacjami Wittenberga [208], który podkre±laª, »e wpªyw
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mioglobiny na transport tlenu jest subtelny, ale �zjologicznie istotny, szczególnie przy
niskim PO2 . Równie» prace Jürgensa [87] oraz Roy i Popela [168] wskazuj¡, »e pod
warunkami �zjologicznymi rola mioglobiny mo»e by¢ ograniczona.

Porównanie wyników symulacji dla modeli uwzgl¦dniaj¡cych i nieuwzgl¦dniaj¡cych
obecno±¢ mioglobiny pokazuje, »e w obszarach o wysokim ci±nieniu parcjalnym tlenu Pt
ró»nice mi¦dzy tymi wariantami s¡ minimalne. Natomiast w warunkach obni»onego Pt,
typowych dla gª¦bszych warstw tkanki lub zwi¦kszonego zapotrzebowania metabolicz-
nego, model z uwzgl¦dnieniem mioglobiny przewiduje pó¹niejsze osi¡gni¦cie warto±ci
zerowej dla Pt, co oznacza dªu»sze utrzymanie dostarczania tlenu do komórek. Efekt
ten jest wyra¹nie widoczny na rysunku 9.2, szczególnie na krzywych odpowiadaj¡cych
chwili t = 22 s.

Drugim analizowanym czynnikiem byª efekt grupowania mitochondriów. Zjawisko
to zostaªo uwzgl¦dnione w modelu poprzez autorsk¡ funkcj¦ zapotrzebowania na tlen
(9.5). Wcze±niej, w literaturze, stosowano gªównie funkcje skokowe [79, 134], które nie
oddaj¡ ci¡gªej zmienno±ci warunków biologicznych. Zastosowana funkcja prowadzi do
przestrzennego zró»nicowania zapotrzebowania na tlen, przy czym warto±ci s¡ wy»sze
w pobli»u kapilar, a ni»sze na obrze»ach. Rezultaty symulacji (rys. 9.1) pokazuj¡, »e
taki ukªad opó¹nia wyst¡pienie hipoksji w obszarach o zwi¦kszonym zapotrzebowaniu
metabolicznym, poprawiaj¡c lokalne warunki utlenowania tam, gdzie tlen jest zu»ywa-
ny najbardziej intensywnie.

Mo»na wi¦c stwierdzi¢, »e zarówno mioglobina, jak i zjawisko lokalnego grupowania
mitochondriów stanowi¡ istotne mechanizmy wspieraj¡ce dystrybucj¦ tlenu w tkan-
ce. Ich wpªyw jest szczególnie widoczny w stanach zwi¦kszonego zapotrzebowania lub
ograniczonej perfuzji, jednak nie mog¡ one w peªni zrekompensowa¢ braku dostatecz-
nej poda»y tlenu z krwi. Cho¢ »aden z tych mechanizmów nie eliminuje caªkowicie
ryzyka hipoksji, ich obecno±¢ wydªu»a czas utrzymania efektywnego gradientu tlenu
w kierunku mitochondriów.
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i biociepªa

Jak wynika z przedstawionych w rozdziaªach 3 oraz 6 informacji, oddziaªywanie
±wiatªa na tkank¦ biologiczn¡ mo»e wywoªa¢ zarówno efekty fototermiczne, jak i fo-
tochemiczne. Te pierwsze mog¡ by¢ zwi¡zane ze zmian¡ warto±ci parametrów tkanki,
takich jak wspóªczynnik przewodzenia ciepªa, ciepªo wªa±ciwe czy te» wspóªczynnik
perfuzji. Oznacza to, »e podniesienie temperatury mo»e powodowa¢ zmiany w mikro-
kr¡»eniu, a tym samym wpªywa¢ na dost¦pno±¢ tlenu, którego obecno±¢ warunkuje
przebieg reakcji fotochemicznych le»¡cych u podstaw terapii fotodynamicznej (PDT).

Celem analizy przedstawionej w bie»¡cym rozdziale jest pokazanie niezale»nych od
siebie procesów przepªywu biociepªa oraz reakcji fotochemicznych wywoªanych tym
samym impulsem wi¡zki lasera. Dodatkowo wzi¦to pod uwag¦ dwa rodzaje impulsu
lasera: ci¡gªy oraz impuls zale»ny od temperatury powierzchni tkanki, w których nat¦-
»enie promieniowania wi¡zki odpowiadaªo typowym warto±ciom stosowanym w PDT,
w wariantach terapii nieuwzgl¦dniaj¡cych zjawisk termicznych jako dodatkowego czyn-
nika terapeutycznego. Oznacza to, »e temperatury osi¡gane podczas zabiegu s¡ poni»ej
40°C.

W analizie wzi¦to równie» pod uwag¦ parametr ró»nicuj¡cy tkank¦ zdrow¡ od no-
wotworowej, którym jest szybko±¢ dostarczania tlenu. Poniewa» tkanka nowotworowa
charakteryzuje si¦ nieregularnym unaczynieniem, warto±¢ tego parametru jest dla niej
ni»sza ni» dla tkanki zdrowej.

10.1 Model matematyczny

Zarówno w modelu przepªywu biociepªa, jak i reakcji fotochemicznych zachodz¡cych
podczas PDT, niezb¦dne jest uwzgl¦dnienie nat¦»enia promieniowania φ [W m−2], zde-
�niowanego jako suma cz¦±ci nierozproszonej φc oraz rozproszonej φd (por. podrozdziaª
3.2). Dla wi¦kszo±ci tkanek mi¦kkich warto±¢ skªadnika φd ma dominuj¡cy charakter,
dlatego w niektórych modelach dotycz¡cych generacji tlenu singletowego skªadnik φc
bywa pomijany [200,221,222]. W niniejszym rozdziale, ze wzgl¦du na uwzgl¦dnienie za-
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równo reakcji fotochemicznych, jak i fototermicznych, w analizie uwzgl¦dniono równie»
cz¦±¢ nierozproszon¡ w postaci [101,148] (por. wzór (3.10), rys. 10.2):

φc = φ0 exp
(
− 2x

2
2

rbeam2

)
exp(−µ′tx1) (10.1)

gdzie φ0 [W m−2] oznacza powierzchniowe nat¦»enie promieniowania, rbeam [mm] to
promie« wi¡zki lasera, natomiast do opisu cz¦±ci rozproszonej wykorzystano równanie
dyfuzji optycznej (por. równanie (3.12)):

x ∈ Ω : D∇2φd − µaφd + µ′sφc = 0, D =
1

3(µa + µ′s)

x ∈ Γ : −D n · ∇φd =
φd
2

(10.2)

gdzie D oznacza wspóªczynnik dyfuzji, µa [m−1] to wspóªczynnik absorpcji, µ′s [m
−1]

to efektywny wspóªczynnik rozpraszania.
Do opisania zmiennego pola temperatury w tkance biologicznej wykorzystano rów-

nanie Pennesa uzupeªnione warunkiem konwekcyjnym na zewn¦trznym brzegu tkanki
Γ0, warunkiem adiabatycznym na pozostaªej cz¦±ci brzegu Γc, oraz warunkiem pocz¡t-
kowym (por. podrozdziaª 2.1):

x ∈ Ω : C
∂T

∂t
= λ∇2T +Q, Q = Qperf +Qlas +Qmet

x ∈ Γ0 : q = α(T − Tamb)
x ∈ Γc : q = 0

t = 0 : T = Tinit

(10.3)

gdzie λ [W m−1 K−1] oznacza wspóªczynnik przewodzenia ciepªa tkanki, C [J m−3 K−1]
to obj¦to±ciowe ciepªo wªa±ciwe, T oznacza temperatur¦, q [W m−2] oznacza zewn¦trzny
strumie« ciepªa, Qperf oraz Qmet [W m−3] to funkcje ¹ródªa ciepªa zwi¡zane z perfuzj¡
i metabolizmem, α [W m−2 K−1] oznacza wspóªczynnik konwekcyjnej wymiany ciepªa,
Tamb to temperatura otoczenia, a Tinit to pocz¡tkowa temperatura tkanki.

Funkcja ¹ródªa ciepªa wynikaj¡ca z perfuzji zostaªa zde�niowana jako [25,26]:

Qperf = wCb(Tb − T ) (10.4)

gdzie w [s−1] to wspóªczynnik perfuzji, Cb [J m−3 K−1] oznacza obj¦to±ciowe ciepªo
wªa±ciwe krwi, a Tb odpowiada temperaturze krwi w aorcie, natomiast wpªyw promie-
niowania lasera uwzgl¦dniono jako [11,101,169]:

Qlas = µaφ (10.5)
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Ponadto przyj¦to, »e wspóªczynnik perfuzji jest zale»ny od uszkodzenia termicznego:

w(Arr) =



w0, Arr = 0

(1 + 25Arr − 260Arr2)w0, 0 < Arr ¬ 0.1
(1− Arr)w0, 0.1 < Arr ¬ 1
0, Arr > 1

(10.6)

gdzie

Arr(x, t) = A
∫ tF
0
exp

[
− E

RT (x, t)

]
dt (10.7)

Parametry we wzorach (10.6) i (10.7) to: A [s−1] to wspóªczynnik zderze« efektyw-
nych, R [J mol−1 K−1] to uniwersalna staªa gazowa (R = 8.314472), E [J mol−1] oznacza
energi¦ aktywacji, T [K] temperatur¦, tF to czas ko«cowy analizy, w0 to pocz¡tkowa
warto±¢ perfuzji, dla tkanki w stanie normotermii.

Nale»y zaznaczy¢, »e ze wzgl¦du na zakres temperatury do 40°C, w których jest
przeprowadzana terapia PDT, nie jest oczekiwane osi¡gni¦cie progu uszkodzenia tkan-
ki Arr ­ 1. Funkcja (10.6) zostaªa wprowadzona, w celu uwzgl¦dnienia zjawisk �-
zjologicznych wynikaj¡cych z interakcji pomi¦dzy wi¡zk¡ lasera a tkank¡. Zjawiska
te odpowiadaj¡ zmianom w mikrokr¡»eniu zachodz¡cym pod wpªywem podwy»szonej
temperatury. Interpretacja tej zale»no±ci wskazuje, »e dla niewielkich warto±ci Arr (od
0 do 0.1) dochodzi do rozszerzenia naczy« krwiono±nych. W zakresie Arr od 0.1 do
1 perfuzja stopniowo maleje, co ±wiadczy o narastaj¡cych uszkodzeniach termicznych
naczy« (por. podrozdziaª 2.3).

W poprzednich rozdziaªach zwi¡zanych z obliczeniami (rozdziaªy 7-9) uwzgl¦dniano
zale»no±¢ parametrów termo�zycznych tkanki od temperatury, a dokªadniej zale»no±¢
wspóªczynnika przewodzenia ciepªa od temperatury oraz obj¦to±ciowego ciepªa wªa±ci-
wego od wspóªczynnika przewodzenia ciepªa (por. wzory (2.22), (2.23)). W analizach
przedstawionych w bie»¡cym i nast¦pnym rozdziale, takie zale»no±ci nie zostaªy jednak
uwzgl¦dnione. S¡ ku temu trzy powody. Po pierwsze, zmiany temperatury zachodz¡ce
podczas zabiegu PDT nie s¡ du»e, w wi¦kszo±ci przypadków nie przekraczaj¡ 40°C,
wobec czego zmiany warto±ci parametrów równie» nie s¡ du»e. Drugim powodem jest
to, »e liczba parametrów we wszystkich modelach wykorzystanych w analizie jest do±¢
du»a, celowe wi¦c wydaje si¦ ograniczenie liczby parametrów zmiennych, to tych najbar-
dziej istotnych, które przede wszystkim s¡ powi¡zane z modelem reakcji fotochemicz-
nych. Ostatnim powodem jest stosowane podej±cie numeryczne dla zadania przepªywu
biociepªa. Jak zostanie to pokazane w podrozdziale 10.2, jest to metoda elementów
brzegowych, która w przypadku rozpatrywania zmiennych parametrów wymaga sto-
sowania dodatkowych procedur linearyzuj¡cych, które wpªywaj¡ na czas oblicze« oraz
oczywi±cie zªo»ono±¢ kodu obliczeniowego [17,120].
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Jako model reakcji fotochemicznych przyj¦to model przedstawiony w podrozdziale
6.3 (por. wzory (6.8), (6.9), (6.10)), przy czym w tym przypadku st¦»enia tlenu tryple-
towego c3O2 , singletowego c1O2 oraz fotouczulacza cS0 s¡ wyra»one w [mol cm−3]. Model
ten mo»na wi¦c zapisa¢ jako:

x ∈ Ω :



dcS0
dt
+ γσcS0(cS0 + δ) = 0, γ =

ξφc3O2
c3O2 + β

dc3O2
dt
+ γcS0 = ψsup, ψsup = ψsup,max

(
1− c3O2

c3O2,init

)
dc1O2,react
dt

− γcS0 = 0

(10.8)

t = 0 : cS0 = cS0,init, c3O2 = c3O2,init, c1O2 = 0 (10.9)

gdzie cS0 , c3O2 oraz c1O2 [mol cm−3] oznaczaj¡ odpowiednio st¦»enia fotouczulacza, tlenu
w stanie trypletowym oraz tlenu singletowego powstaªego w wyniku reakcji. Parametry
β [mol cm−3], σ [cm3 mol−1], ξ [cm2 mW−1 s−1] oraz δ [mol cm−3] to parametry foto-
chemiczne PDT, które s¡ de�niowane jako st¦»enie progowe wygaszania tlenu, wspóª-
czynnik fotowybielania, szybko±¢ zu»ycia tlenu na jednostk¦ mocy promieniowania oraz
korekta dla niskich st¦»e« fotouczulacza. Natomiast ψsup [mol cm−3 s−1] oznacza szyb-
ko±¢ dostarczania tlenu, a ψsup,max [mol cm−3 s−1] to maksymalna szybko±¢ dostarczania
tlenu.

Na rysunku 10.1 przedstawiono diagram przedstawiaj¡cy przepªyw danych pomi¦-
dzy poszczególnymi cz¦±ciami analizy. Trapezy reprezentuj¡ dane wej±ciowe oraz wy-
niki.

Rys. 10.1: Przepªyw danych pomi¦dzy poszczególnymi cz¦±ciami analizy
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10.2 Metody rozwi¡zania

W ramach analizy rozpatrywano dwuwymiarowy obszar jednorodnej tkanki. Roz-
wi¡zanie problemu przeprowadzono z wykorzystaniem dwóch metod numerycznych.
Dla zadania przepªywu biociepªa zastosowano pierwszy schemat metody elementów
brzegowych, natomiast równania opisuj¡ce rozchodzenie si¦ promieniowania optyczne-
go oraz procesy PDT rozwi¡zano za pomoc¡ metody ró»nic sko«czonych. Na rysunku
10.2 przedstawiono dyskretyzacj¦ analizowanej dziedziny oraz pi¦ciopunktow¡ gwiazd¦
ró»nicow¡ zastosowan¡ w metodzie ró»nic sko«czonych.

Rys. 10.2: Rozwa»ana dziedzina, dyskretyzacja i pi¦ciopunktowa gwiazda ró»nicowa

Dla zadania zwi¡zanego z analiz¡ termiczn¡, opisanego równaniem (10.3), przyj¦to
staªy krok czasowy ∆t:

0 = t0 < t1 < · · · < tf−1 < tf < · · · <∞, ∆t = tf − tf−1 (10.10)

W przypadku wybranego wariantu MEB przej±cie od chwili tf−1 do tf prowadzi do
brzegowego równania caªkowego w postaci [122]:

B(ζ)T (x, tf ) +
1
C

∫ tf
tf−1

∫
Γ
T ∗(ζ,x, tf , t)q(x, t)dΓdt =

1
C

∫ tf
tf−1

∫
Γ
q∗(ζ,x, tf , t)T (x, t)dΓdt+

∫∫
Ω
T ∗(ζ,x, tf , tf−1)T (x, tf−1)dΩ

+
1
C

∫ tf
tf−1

∫∫
Ω
Q(x, t)T ∗(ζ,x, tf , t)dΩdt

(10.11)

W równaniu (10.14) T ∗ jest rozwi¡zaniem fundamentalnym [120]:

T ∗(ζ,x, tf , t) =
1

4πa(tf − t)
exp

[
− r2

4a(tf − t)

]
(10.12)
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gdzie r jest odlegªo±ci¡ od punktu x do punktu obserwacji ζ, natomiast q∗ okre±la
strumie« ciepªa odpowiadaj¡cy rozwi¡zaniu fundamentalnemu T ∗:

q∗(ζ,x, tf , t) = −λ∇T ∗(ζ,x, tf , t)n (10.13)

natomiast B(ζ) jest wspóªczynnikiem z przedziaªu (0, 1).
Stosuj¡c staªe elementy po czasie, równanie caªkowe (10.11) przyjmuje posta¢ [120]:

B(ζ)T (x, tf ) +
∫
Γ
q(x, tf )ĝ(ζ,x)dΓ =

∫
Γ
T (x, tf )ĥ(ζ,x)dΓ

+
∫∫
Ω
q∗(ζ,x, tf , tf−1)T (x, tf−1)dΩ +

∫∫
Ω
Q(x, tf−1)ĝ(ζ,x)dΩ

(10.14)

gdzie

ĥ(ζ,x) =
1
C

∫ tf
tf−1

q∗(ζ,x, tf , t) dt, ĝ(ζ,x) =
1
C

∫ tf
tf−1

T ∗(ζ,x, tf , t) dt (10.15)

Posta¢ dyskretna równania (10.14), wykorzystywana w realizacji numerycznej, ma
nast¦puj¡c¡ form¦ (N oznacza liczb¦ elementów brzegowych, L liczb¦ elementów we-
wn¦trznych):

N∑
j=1

Ĝijq
f
j =

N∑
j=1

ĤijT
f
j +

L∑
l=1

P̂ilT
f−1
l +

L∑
l=1

ẐilQ
f−1
l (10.16)

gdzie

Ĝij =
∫
Γj
ĝ(ζi,x) dΓj, Ĥij =


∫
Γj
ĥ(ζi,x) dΓj, i ̸= j

−0.5, i = j

P̂il =
∫∫
Ωl
T ∗(ζi,x, tf , tf−1) dΩl, Ẑil =

∫∫
Ωl
ĝ(ζi,x) dΩl

(10.17)

Po wyznaczeniu brakuj¡cych warto±ci brzegowych temperatur oraz strumieni ciepªa,
obliczane s¡ warto±ci temperatury w punktach wewn¦trznych ζi dla chwili tf , zgodnie
z wyra»eniem (dla i = N + 1, . . . , N + L):

T fi =
N∑
j=1

ĤijT
f
j −

N∑
j=1

Ĝijq
f
j +

L∑
l=1

P̂ilT
f−1
l +

L∑
l=1

ẐilQ
f−1
l (10.18)

Peªny opis realizacji metody mo»na znale¹¢ m.in. w [120].
W celu rozwi¡zania równania dyfuzji optycznej w stanie ustalonym zastosowano

metod¦ ró»nic sko«czonych. Operator na lewej stronie równania (10.2) mo»na zapisa¢
jako:

∇2φd =
∂2φd
∂x21
+
∂2φd
∂x22

(10.19)
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Wykorzystano klasyczne ilorazy ró»nicowe dla pi¦ciopunktowego schematu siatko-
wego (krok siatki oznaczono przez h, rys. 10.2) [77,101]:(

∂2φd
∂x21

)
i,j

=
φd i+1,j − 2φd i,j + φd i−1,j

h2
(10.20)

(
∂2φd
∂x22

)
i,j

=
φd i,j+1 − 2φd i,j + φd i,j−1

h2
(10.21)

Ilorazy ró»nicowe (10.20) i (10.21) podstawiono do (10.2):

D

(
φd i+1,j − 2φd i,j + φd i−1,j

h2
+
φd i,j+1 − 2φd i,j + φd i,j−1

h2

)
−µaφd i,j + µ′sφc i,j = 0

(10.22)

Po odpowiednich przeksztaªceniach równanie (10.22) przyjmuje posta¢ (dla i =
1, 2, . . . , nx1, j = 1, 2, . . . , nx2):

φd i,j =
D

4D + µah2
(φd i−1,j + φd i+1,j + φd i,j+1 + φd i,j−1) +

µ′sh
2

4D + µah2
φc i,j (10.23)

natomiast dla w¦zªów brzegowych otrzymano:

D
φd 1,j − φd 0,j

h
=
1
2
φd 0,j =⇒ φd 0,j =

2D
2D + h

φd 1,j (10.24)

−Dφdnx1,j − φdnx1−1,j
h

=
1
2
φdnx1,j =⇒ φdnx1,j =

2D
2D + h

φdnx1−1,j (10.25)

D
φd i,1 − φd i,0

h
=
1
2
φd i,0 =⇒ φd i,0 =

2D
2D + h

φd i,1 (10.26)

−Dφd i,nx2 − φd i,nx2−1
h

=
1
2
φd i,nx2 =⇒ φd i,nx2 =

2D
2D + h

φd i,nx2−1 (10.27)

Do rozwi¡zania modelu PDT opisanego równaniem (10.8) równie» zastosowano me-
tod¦ ró»nic sko«czonych. W tym przypadku pochodne wzgl¦dem czasu zast¡piono od-
powiednimi ilorazami ró»nicowymi [126,131,219], w wyniku czego ko«cowa posta¢ rów-
na« ró»nicowych ma posta¢:

cfS0,i = c
f−1
S0,i −∆t

σξφcf−1S0,i c
f−1
3O2,i(c

f−1
S0,i + δ)

cf−13O2,i + β
(10.28)

cf3O2,i = c
f−1
3O2,i −∆t

ξφcf−1S0,i cf−13O2,i

cf−13O2,i + β
+ ψsup,max

1− cf−13O2,i

c3O2,init

 (10.29)

cf1O2,react,i = c
f−1
1O2,react,i +∆t

ξφcf−1S0,i c
f−1
3O2,i

cf−13O2,i + β
(10.30)
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10.3 Wyniki oblicze«

Analiz¦ przeprowadzono na kwadratowym obszarze o wymiarach 4×4 cm, odwzo-
rowuj¡cym fragment tkanki biologicznej (rys. 10.2). W przypadku metody elementów
brzegowych wn¦trze obszaru zostaªo podzielone na 1600 staªych elementów wewn¦trz-
nych, natomiast jego brzeg na 160 staªych elementów brzegowych. Zestawienie para-
metrów u»ytych w analizie przedstawiono w tabeli 10.1.

Tab. 10.1: Warto±ci parametrów przyj¦tych w obliczeniach

Parametr Jednostka Warto±¢ Parametr Jednostka Warto±¢

Tkanka Krew

λ [W m−1 K−1] 0.75 Cb [MJ m−3 K−1] 3.9962

C [MJ m−3 K−1] 3 Tb [◦C] 37

α [W m−2K−1] 10 Caªka Arrheniusa

w0 [s−1] 0.00125 A [s−1] 1.98·10106

Qmet [W m−3] 250 E [J mol−1] 6.67·105

µa [cm−1] 1.03 R [J mol−1 K−1] 8.314

µ′s [cm−1] 13.46 Arrrec [-] 0.05

Tamb [◦C] 20 Model PDT

Tinit [◦C] 37 β [mol cm−3] 11.9·10−9

Impuls lasera σ [cm3 mol−1] 7.6·104

φ0 (staªy) [mW cm−2] 150 ξ [cm2 mW−1 s−1] 3.7·10−3

φ0 (sterowany) [mW cm−2] 200 δ [mol cm−3] 33·10−9

rbeam [mm] 1 c3O2,init [mol cm−3] 83·10−9

Tctrl [◦C] 39.5± 0.5 cS0,init [mol cm−3] 7·10−9

Parametry symulacji Dyskretyzacja

tPDT [s] 3600 MEB (brzeg) 160

∆theat [s] 1 MEB (wn¦trze) 1600

∆tPDT [s] 0.1 FDM 40×40

Obliczenia numeryczne zwi¡zane z analiz¡ termiczn¡ oraz dystrybucj¡ wi¡zki lasera
przeprowadzono przy u»yciu kodu udost¦pnionego przez Katedr¦ Mechaniki i In»ynie-
rii Obliczeniowej Politechniki �l¡skiej, stworzonego w ±rodowisku Delphi. Obliczenia
zwi¡zane z analiz¡ PDT przeprowadzono w ±rodowisku MATLAB R2022b. W obu
przypadkach byªy to kody wykorzystuj¡ce programowanie obiektowe.



10. Analiza niezale»nych modeli PDT i biociepªa 133

Nale»y równie» doda¢, »e program do analizy termicznej ma zaimplementowany
model Arrheniusa (por. równanie (10.7)) wraz z dodatkow¡ mo»liwo±ci¡ wykorzystania
algorytmu TTIW (ang. tissue thermal injury withdrawal algorithm). Jest to algorytm
daj¡cy mo»liwo±¢ redukcji warto±ci caªki Arrheniusa, pod warunkiem, »e nie przekro-
czyªa ona pewnego ustalonego progu Arrrec. Po przekroczeniu tej warto±ci uszkodzenie
jest szacowane na podstawie klasycznej caªki Arrheniusa [77]. Algorytm TTIW zostaª
wykorzystany w przedstawionej analizie.

Czas trwania zabiegów terapii fotodynamicznej jest zró»nicowany i zwykle mie±ci
si¦ w zakresie od kilku do kilkunastu minut (por. podrozdziaª 6.2). W niniejszej analizie
przyj¦to czas symulacji równy 3600 s [222]. Wyniki oblicze« przedstawiono dla dwóch
wybranych punktów pomiarowych lez¡cych wzdªu» osi optycznej wi¡zki lasera [cm]:
N1 (0.05,0) oraz N2 (0.45,0).

W pierwszym etapie wykonano seri¦ symulacji w celu oceny wpªywu nat¦»enia pro-
mieniowania laserowego φ0 na rozkªad temperatury oraz poziom uszkodzenia termicz-
nego tkanki (rys. 10.3a). Na podstawie uzyskanych wyników wybrano dwie warto±ci
nat¦»enia: φ0 = 150 [mW cm−2] (impuls staªy, ozn. const 150) oraz φ0 = 200 [mW
cm−2] (impuls sterowany temperatur¡ powierzchni zewn¦trznej tkanki Γ0, ozn. sc 200).
W obu przypadkach maksymalna temperatura osi¡gana w tkance nie przekraczaªa
40◦C. W przypadku impulsu sterowanego dodatkowo zastosowano ograniczenie tempe-
raturowe: Tctrl = 39.5◦C± 0.5◦C, co oznacza, »e laser byª wyª¡czany po przekroczeniu
40◦C i wª¡czany ponownie po spadku temperatury poni»ej 39◦C.

Na rysunkach 10.3b i 10.4 przedstawiono przebiegi czasowe temperatury, parame-
tru Arrheniusa oraz wspóªczynnika perfuzji dla punktów N1 i N2. Uzyskane historie
temperatury byªy zbli»one w obu wariantach, z tym »e w przypadku impulsu sterowa-
nego obserwowano okresowe wahania temperatury wokóª warto±ci kontrolnej. W tym
przypadku warto±ci parametru Arrheniusa pozostawaªy niskie i nie powodowaªy istot-
nych zmian perfuzji. Natomiast dla impulsu staªego, w punkcie N1 przekroczony zostaª
próg regeneracyjny Arrrec, co wskazuje na pocz¡tek uszkodzenia naczy« krwiono±nych,
skutkuj¡cy spadkiem perfuzji poni»ej warto±ci maksymalnej.

Rozwa»ono dwie warto±ci maksymalnej szybko±ci dostarczania tlenu ψsup,max =
0.7·10−9 oraz 2·10−9 [mol cm−3 s−1] [221, 222]. Pierwsza z nich odpowiada typowym
warunkom dla tkanki nowotworowej, natomiast druga mo»e by¢ interpretowana jako
charakterystyczna dla tkanki zdrowej lub obszaru z cz¦±ciow¡ obecno±ci¡ komórek no-
wotworowych.
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(a) (b)

Rys. 10.3: Zale»no±¢ temperatury i uszkodze« termicznych od promieniowania laserowego

w punkcie N1 (a) oraz historia temperatury w w¦zªach N1 i N2 (b)

(a) (b)

Rys. 10.4: Przebieg caªki Arrheniusa (a) i wspóªczynnika perfuzji w w¦zªach N1 i N2 (b)

Na rysunku 10.5 przedstawiono przebiegi st¦»e« c3O2 , cS0 oraz c1O2,react dla przy-
padku tkanki nowotworowej. W pocz¡tkowej fazie procesu obserwuje si¦ spadki st¦»e«
tlenu trypletowego i fotouczulacza oraz jednoczesny wzrost c1O2,react, co jest zgodne
z charakterystyk¡ reakcji fotodynamicznych. W przypadku impulsu staªego zauwa»al-
ny jest stopniowy powrót st¦»enia c3O2 do warto±ci pocz¡tkowej, wynikaj¡cy ze zu»ycia
fotouczulacza. Z kolei dla impulsu sterowanego temperatur¡, podczas przerw w na±wie-
tlaniu laserowym obserwuje si¦ wzgl¦dnie szybki wzrost st¦»enia tlenu trypletowego,
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cho¢ poziom pocz¡tkowy nie zostaje osi¡gni¦ty. Nale»y zauwa»y¢, »e otrzymane wyniki
s¡ porównywalne z rezultatami przedstawionymi w [200], gdzie analizowano przypadek
φ0 = 150 [mW cm−2], odpowiadaj¡cy impulsowi const 150, dla czasu okoªo 670 s i do-
tyczyªy rozkªadów wi¡zki lasera na powierzchni tkanki, co umo»liwia ich porównanie
z wynikami dla punktu N1.

(a) (b)

(c) (d)

Rys. 10.5: Przebieg st¦»e« c3O2 (a) oraz (b), cS0 (c) oraz c1O2,react (d), ψsup,max = 0.7 ·10−9

[mol cm−3 s−1]

Rysunki 10.6 i 10.7 przedstawiaj¡ rozkªady st¦»e« tlenu trypletowego c3O2 oraz sin-
gletowego c1O2,react w dwuwymiarowym przekroju tkanki po 3600 sekundach symulacji,
czyli na ko«cu analizowanego okresu terapii PDT.

Analiza rozkªadów c3O2 (rys. 10.6) wskazuje, »e wi¦ksza szybko±¢ dostarczania tle-



10. Analiza niezale»nych modeli PDT i biociepªa 136

nu, czyli ψsup,max = 2·10−9 [mol cm−3 s−1] pozwala na utrzymanie wi¦kszych st¦»e«
tlenu trypletowego w caªym obszarze tkanki, zbli»onych do warto±ci pocz¡tkowej. Efekt
ten jest szczególnie widoczny w centralnym obszarze na±wietlania, gdzie zu»ycie tle-
nu jest najwi¦ksze. Dodatkowo, w przypadku impulsu sterowanego "sc 200", obszary
o znacznym spadku c3O2 s¡ zauwa»alnie mniejsze w porównaniu do impulsu staªego
"const 150" przy tej samej warto±ci ψsup,max.

Odwrotn¡ tendencj¦ obserwuje si¦ dla st¦»enia c1O2,react, przedstawionego na rysun-
ku 10.7. Wy»sza dost¦pno±¢ tlenu trypletowego sprzyja efektywniejszemu wytwarzaniu
cytotoksycznego tlenu singletowego w wyniku reakcji fotochemicznej z fotouczulaczem,
co przekªada si¦ na wy»sze ko«cowe st¦»enia. Porównuj¡c tryby na±wietlania, dla impul-
su sterowanego "sc 200" przy wi¦kszym ψsup,max strefa o podwy»szonym c1O2,react jest
bardziej skoncentrowana w centrum wi¡zki i nieco mniejsza zasi¦giem ni» w przypadku
impulsu staªego.

Podsumowuj¡c, przedstawione rozkªady uwidaczniaj¡ zªo»on¡ zale»no±¢ mi¦dzy tem-
pem dostarczania tlenu, trybem na±wietlania laserowego a przestrzenn¡ dystrybucj¡
kluczowych reagentów procesu PDT. Zwi¦kszone ψsup,max sprzyja zarówno utrzymaniu
wysokiego poziomu c3O2 , jak i intensy�kacji generacji c1O2,react. Impuls sterowany mo»e
dodatkowo wpªywa¢ korzystnie na równowag¦ tych st¦»e«, potencjalnie poprawiaj¡c
efektywno±¢ i selektywno±¢ terapii.

Rys. 10.6: Porównanie st¦»enia tlenu trypletowego c3O2 po 3600 s
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Rys. 10.7: Porównanie st¦»enia tlenu singletowego c1O2,react po 3600 s

10.4 Wery�kacja

W celu wery�kacji wyników symulacji modelu PDT, przebiegi st¦»enia tlenu try-
pletowego c3O2 dla czasu 3600 s w punktach N1 i N2 porównano z wynikami przedsta-
wionymi w pracy [222] (rys. 10.8). Analizowano przypadek staªego impulsu laserowego
o nat¦»eniu φ0 = 150 [mW cm−2], odpowiadaj¡cego warunkom symulacji w cytowanym
artykule. W celu bezpo±redniego porównania wyników przygotowano równie» wariant
symulacji z warto±ci¡ pocz¡tkow¡ st¦»enia tlenu odpowiadaj¡c¡ parametrowi zastoso-
wanemu w pracy [222].

Przebiegi st¦»enia c3O2 w punktach N1 i N2 wykazuj¡ istotne ró»nice w porównaniu
z wynikami przedstawionymi w [222]. W punkcie N1 obserwuje si¦ gwaªtowny spadek
st¦»enia do warto±ci bliskich zeru w pocz¡tkowej fazie symulacji, które utrzymuje si¦ na
niskim poziomie przez wi¦kszo±¢ czasu. Tak znaczne obni»enie st¦»enia tlenu odbiega
od wyników [222], gdzie st¦»enie utrzymuje si¦ powy»ej zera i pozostaje stosunkowo
stabilne przez caªy czas trwania symulacji.

W przypadku punktu N2 przebieg st¦»enia cechuje si¦ pocz¡tkowym spadkiem, po
którym nast¦puje stopniowy wzrost. Ksztaªt krzywej dla N2 jest zbli»ony do ksztaªtu
przedstawionego w [222], jednak warto±ci st¦»enia pozostaj¡ ni»sze ni» w pracy refe-
rencyjnej, co wskazuje na wyst¦powanie rozbie»no±ci pomi¦dzy modelami.

Zaobserwowane ró»nice na wykresach wynikaj¡ z odmiennych zaªo»e« przyj¦tych
w modelach. Jedn¡ z kluczowych ró»nic jest warto±¢ pocz¡tkowego st¦»enia tlenu try-
pletowego: w niniejszej pracy przyj¦to c3O2,init = 83·10−9 [mol cm−3], podczas gdy
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w pracy [222] autorzy zastosowali warto±¢ 39.41·10−9 [mol cm−3].
Nale»y równie» zauwa»y¢, »e model zastosowany w niniejszej pracy ró»ni si¦ pod

kilkoma istotnymi wzgl¦dami od modelu opisanego w [222]. W cytowanej publikacji
st¦»enie tlenu de�niowano jako warto±¢ u±rednion¡ obj¦to±ciowo wokóª naczy« wªoso-
watych, co odzwierciedla lokalne mikro±rodowisko naczyniowe, podczas gdy w modelu
wykorzystanym w niniejszej pracy analizowano warto±ci punktowe, odnosz¡ce si¦ do
konkretnych lokalizacji. Ponadto, w [222] nie podano jednoznacznie warto±ci maksymal-
nej szybko±ci dostarczania tlenu ψsup,max, co utrudnia bezpo±rednie porównanie tego
parametru mi¦dzy modelami.

(a) (b)

Rys. 10.8: Przebiegi st¦»enia tlenu trypletowego c3O2 w punktach N1 i N2 dla dwóch war-

to±ci pocz¡tkowego st¦»enia: 83·10−9 [mol cm−3] (a) oraz 39.41·10−9 [mol cm−3]

(b), przedstawione na tle wyników referencyjnych z pracy [222] dla staªego im-

pulsu laserowego o nat¦»eniu φ0 = 150 [mW cm−2] ( [222] - [Zhu 2015])

10.5 Podsumowanie

W rozdziale przedstawiono wyniki zwi¡zane z jednoczesn¡ analiz¡ modeli przepªywu
biociepªa i reakcji fotochemicznych zachodz¡cych podczas PDT. W literaturze zagad-
nienia te s¡ najcz¦±ciej rozpatrywane oddzielnie, co nie pozwala uchwyci¢ wzajemnych
zale»no±ci mi¦dzy efektami termicznymi a fotodynamicznymi. Opracowany model po-
zwala na obserwacj¦ wpªywu temperatury na �zjologiczne parametry tkanki, w tym na
wspóªczynnik perfuzji, który ma bezpo±redni zwi¡zek z dost¦pno±ci¡ tlenu, niezb¦dnego
skªadnika reakcji PDT. Symulacje wykazaªy, »e nawet niewielkie przyrosty temperatury,
które nie prowadz¡ do trwaªych uszkodze« termicznych, mog¡ powodowa¢ zauwa»alne
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zmiany wspóªczynnika perfuzji. Poniewa» krew jest gªównym no±nikiem tlenu, zmiany
te mog¡ wpªywa¢ na lokalne warunki reakcji fotodynamicznej. Wskazuje to na koniecz-
no±¢ integracji modeli przepªywu biociepªa i PDT w celu wierniejszego odwzorowania
rzeczywistych procesów zachodz¡cych w tkance.

Stwierdzono równie», »e zastosowanie staªego impulsu laserowego mo»e prowadzi¢
do niewielkich uszkodze« sieci naczyniowej, co mo»na uzna¢ za efekt po»¡dany, wy-
st¦puj¡cy obok gªównego efektu PDT, jakim jest wytworzenie ±rodowiska cytotoksycz-
nego w tkance. Z kolei zastosowanie impulsu sterowanego temperatur¡ powierzchni
mo»e ogranicza¢ skutki uboczne i sprzyja¢ ochronie zdrowej tkanki s¡siaduj¡cej z ob-
szarem chorobowym. Porównanie ko«cowych st¦»e« tlenu trypletowego i singletowego
(rys. 10.6 oraz 10.7) wykazaªo, »e przy wy»szych warto±ciach maksymalnej szybko±ci
dostarczania tlenu ψsup,max dochodzi do szybszego zu»ycia fotouczulacza, co skutkuje
wcze±niejszym powrotem do st¦»enia wyj±ciowego c3O2 , mimo »e generowane st¦»enia
c1O2,react pozostaj¡ wy»sze.

Na podstawie przeprowadzonej wery�kacji modelu stwierdzono, »e w punkcie N1
przebieg st¦»enia c3O2 jest zbli»ony ksztaªtem do wyników przedstawionych w [222],
jednak przyjmuje wyra¹nie ni»sze warto±ci. Z kolei w punkcie N2 przebieg ten ró»ni si¦
istotnie od danych literaturowych zarówno pod wzgl¦dem ksztaªtu, jak i warto±ci, które
pozostaj¡ ni»sze w caªym analizowanym przedziale czasu. Prawdopodobnym ¹ródªem
tych rozbie»no±ci jest odmienna struktura modelu, obejmuj¡ca inne zaªo»enia dotycz¡ce
mechanizmów dostarczania i transportu tlenu w tkance.



11. Modelowanie poª¡czonych

procesów fototermicznych

i fotochemicznych

Rozdziaª ten po±wi¦cony jest modelowaniu zjawisk �zycznych zachodz¡cych w tkan-
ce biologicznej podczas terapii fotodynamicznej, z uwzgl¦dnieniem wpªywu efektów ter-
micznych wywoªywanych przez wi¡zk¦ laserow¡. W odró»nieniu do analizy przedsta-
wionej w poprzednim rozdziale przyj¦to stosunkowo wysok¡ warto±¢ nat¦»enia promie-
niowania wi¡zki lasera φ0 = 300 [mW cm−2], która ma zauwa»alny wpªyw na warto±ci
perfuzji, czyli po±rednio na dystrybucj¦ tlenu w tkance. W zwi¡zku z tym, w odró»-
nieniu od poprzedniego rozdziaªu, modele wykorzystane w analizie termicznej i reakcji
podczas PDT zostaªy poª¡czone poprzez zale»no±ci zwi¡zane z perfuzj¡ oraz dostar-
czaniem tlenu do tkanki.

W literaturze pojawia si¦ problem w jaki sposób powinna by¢ modelowana tkanka
nowotworowa. Jej nietypowa struktura, wynikaj¡ca przede wszystkim z nieregularnej
sieci naczy« wªosowatych, cz¦sto o nieregularnych ksztaªtach, prowadzi do pewnego
rodzaju paradoksu, w którym mimo zwi¦kszonej obecno±ci krwi w obszarze nowotworu,
jest on jednocze±nie obszarem o zmniejszonej obecno±ci tlenu, bardziej zakwaszonym,
cz¦sto z obszarami hipoksji [55, 175,178,222].

Z problemem tym zmierzono si¦ równie» w przedstawionej analizie, proponuj¡c wªa-
sny sposób modelowania tego typu obszarów, bior¡cy pod uwag¦ podstawowe cechy,
jak i najistotniejsze procesy zachodz¡ce w tkance. Model ten mo»e wi¦c by¢ swoistym
rodzajem cyfrowego bli¹niaka dla obszaru nowotworowego, który mo»e by¢ zastosowany
np. w przygotowaniu zabiegu PDT. W kolejnych fragmentach analizy zademonstrowa-
no dwie wersje tego modelu, dyskutuj¡c jego cechy oraz przedstawiaj¡c odpowiednie
wyniki oblicze«.

Nale»y równie» doda¢, »e gªównie ze wzgl¦du na do±¢ spor¡ liczb¦ parametrów
wyst¦puj¡cych w modelach obszar nowotworu rozpatrywano jedynie w cz¦±ci analizy
zwi¡zanej z reakcjami fotochemicznymi, jako najwa»niejszym elementem PDT, podczas
gdy dla analizy termicznej rozpatrywano obszar jednorodnej tkanki.
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11.1 Model matematyczny

Jak ju» wspomniano, analiza przedstawiona w bie»¡cym rozdziale jest oparta o po-
ª¡czone modele przepªywu biociepªa oraz PDT, przy czym cz¦±¢ opisu matematycznego
pozostaje identyczna z przedstawionym w podrozdziale 10.1.

W identyczny sposób jak poprzednio zostaª przyj¦ty model przepªywu biociepªa
(równanie (10.3)), wraz z opisem perfuzyjnych ¹ródeª ciepªa (równanie (10.4)), mode-
lem uszkodzenia termicznego tkanki w postaci caªki Arrheniusa (równanie (10.7)) oraz
funkcj¡ zale»no±ci wspóªczynnika perfuzji od uszkodzenia termicznego (por. równanie
(10.6)):

w(Arr) =



w0, Arr = 0

(1 + 25Arr − 260Arr2)w0, 0 < Arr ¬ 0.1
(1− Arr)w0, 0.1 < Arr ¬ 1
0, Arr > 1

(11.1)

Równie» identyczny jak poprzednio pozostaje model reakcji fotochemicznych zacho-
dz¡cych podczas zabiegu PDT (równanie (10.8) wraz z zaªo»eniami (10.9)).

Przyj¦to natomiast nieco inny opis skªadowej rozproszonej nat¦»enia promieniowa-
nia φd, cho¢ równie» oparty na równaniu dyfuzji optycznej w postaci:

x ∈ Ω : ∇[D∇φd]− µaφd + µ′sφc = 0, D =
1

3(µa + µ′s)

x ∈ Γ : −∇[Dφd] · n =
φd
2

(11.2)

gdzie D oznacza wspóªczynnik dyfuzji, µa [m−1] to wspóªczynnik absorpcji, µ′s [m
−1]

to efektywny wspóªczynnik rozpraszania.
Przyj¦to, »e wyst¦puj¡cy w równaniu (11.2) efektywny wspóªczynnik rozpraszania

jest równie» parametrem zale»nym od uszkodzenia termicznego tkanki (por. równanie
(3.1)):

µ′s(Arr) = µ
′
s,nat exp(−Arr) + µ′s,den[1− exp(−Arr)] (11.3)

gdzie µ′s,nat i µ
′
s,den to zredukowane wspóªczynniki rozpraszania dla tkanki zdrowej (nat)

i uszkodzonej termicznie (den).
Poª¡czenie mi¦dzy modelem termicznym a fotochemicznym wykorzystuje zmienny

wspóªczynnik perfuzji opisany równaniem (11.1). Zmienna perfuzja oznacza jednocze-
±nie, »e pr¦dko±¢ krwi w naczyniach kapilarnych równie» musi by¢ zmienna, odpowie-
dzialna za dostarczanie tlenu do tkanek, równie» musi by¢ zmienna. Zale»no±¢ t¦ mo»na
zapisa¢ w nast¦puj¡cy sposób [78,134]:

w =
Qb

πR2tLt
=
πR2cub
πR2tLt

⇒ ub = w(Arr)Lt
R2t
R2c

(11.4)
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gdzie Rc [µm] oznacza promie« kapilary, Rt [µm] to promie« cylindra tkankowego,
Lt [µm] to dªugo±¢ kapilary (por. rys. 5.1b), natomiast Qb [cm3 s−1] oraz ub [cm s−1]
oznaczaj¡ odpowiednio szybko±¢ przepªywu krwi w kapilarze oraz pr¦dko±¢ przepªywu
krwi w kapilarze.

Pr¦dko±¢ krwi w kapilarze ub jest parametrem wpªywaj¡cym z kolei na maksymal-
n¡ szybko±¢ dostarczania tlenu ψsup,max, parametr wyst¦puj¡cy w modelu PDT (por.
równanie (10.8)). Wykorzystano tutaj zale»no±¢ [82, 222]:

ψsup,max =
1200ubRc

(
Rc +

a2sup +M
2
0

2500−M20

)
Lt(Rt + bsup)2

(11.5)

przy czym
Pb = 100mmHg : asup = 100, bsup = 4.2

Pb = 50mmHg : asup = 50, bsup = −4.2

gdzie Pb to ci±nienie parcjalne tlenu w kapilarze, przy czym warto±¢ Pb = 100 [mmHg]
jest typowa dla zdrowej tkanki, natomiast Pb = 50 [mmHg] dla tkanki nowotworowej.

Parametr M0 [mol cm−3 s−1] to szybko±¢ zu»ycia tlenu. W poprzednich rozdziaªach
parametr ten byª zde�niowany jako zapotrzebowanie na tlen, przy czym w podrozdziale
5.2, wyja±niono, »e w analizach zwi¡zanych z dystrybucj¡ tlenu odpowiada on maksy-
malnej szybko±ci zu»ycia tlenu. U podstaw tego zaªo»enia le»y fakt, »e w warunkach spo-
czynkowych tkanki zapotrzebowanie na tlen jest równe jego zu»yciu [55, 134,135,159],
st¡d te» niejako �wymienne� stosowanie tych dwóch nazw. Poniewa» model PDT jest
zwi¡zany z reakcjami zwi¡zanymi z tlenem, w kontek±cie parametruM0 przyj¦ªo mówi¢
si¦ o szybko±ci zu»ycia tlenu [50,222].

Na rysunku 11.1 przedstawiono diagram wyja±niaj¡cy organizacj¦ modelu, z uwzgl¦d-
nieniem jego poª¡czenia. Elementy dodane w porównaniu do wcze±niejszego schematu
(rys. 10.1) zostaªy wyró»nione kolorem �oletowym.
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Rys. 11.1: Przepªyw danych pomi¦dzy poszczególnymi cz¦±ciami analizy

11.2 Metody rozwi¡zania

Jak ju» wspomniano, modele wykorzystane w bie»¡cej analizie w sporym stopniu
odpowiadaj¡ tym wykorzystywanym wcze±niej, co wi¦cej, metody rozwi¡zania pozosta-
j¡ te» te same (por. podrozdziaª 10.2). Jedynie w odniesieniu do rozwi¡zania równanie
dyfuzji optycznej zastosowano nieco inny wariant metody ró»nic sko«czonych.

Wykorzystano nast¦puj¡ce postaci ilorazów ró»nicowych, w których h to krok siatki
(schemat dyskretyzacji pokazano na rys. 11.2):

D

(
∂φd
∂x1

)
i+0.5,j

= D01
φd1 − φd0

h
, D

(
∂φd
∂x1

)
i−0.5,j

= D02
φd0 − φd2

h
, (11.6)

D

(
∂φd
∂x2

)
i,j+0.5

= D03
φd3 − φd0

h
, D

(
∂φd
∂x2

)
i,j−0.5

= D04
φd0 − φd4

h
(11.7)

gdzie

D0e =
2D0De
D0 +De

(11.8)

Analizowano dwuwymiarow¡ domen¦ tkanki biologicznej poddan¡ oddziaªywaniu
wi¡zki laserowej (rys. 11.2). W cz¦±ci dotycz¡cej analizy przepªywu ciepªa tkanka by-
ªa traktowana jako o±rodek jednorodny, natomiast w cz¦±ci po±wi¦conej modelowaniu
reakcji fotochemicznych zachodz¡cych podczas terapii PDT wyró»niono obszar guza,
przedstawiony na rysunku w postaci szarego prostok¡ta.
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Rys. 11.2: Rozwa»ana dziedzina, dyskretyzacja i gwiazda pi¦ciopunktowa

Operator po lewej stronie równania (11.2) dla w¦zªa centralnego mo»na zapisa¢
jako: [

∂

∂x1

(
D
∂φd
∂x1

)
+

∂

∂x2

(
D
∂φd
∂x2

)]
i,j

=
1
h

4∑
e=1

D0e(φde − φd0) (11.9)

a ostateczna posta¢ równania dla w¦zªa centralnego:

φd 0 =

4∑
e=1

D0e(φde − φd 0) + hµ′sφc 0
4∑
e=1

D0e + hµa
(11.10)

11.3 Model tkanki nowotworowej

Jak wspomniano wcze±niej, tkanka nowotworowa ró»ni si¦ od zdrowej. W zdro-
wej tkance naczynia wªosowate s¡ rozmieszczone regularnie, równolegle, tak aby ka»-
de naczynie zaopatrywaªo w tlen otaczaj¡cy walcowy obszar tkanki (por. rozdziaª 5).
W nowotworze kapilary rozmieszczone s¡ nieregularnie i maj¡ nieregularne ksztaªty,
co wi¡»e si¦ z ich niepeªnym wypeªnieniem krwi¡ lub te» pozostawaniem krwi w bez-
ruchu. To z kolei prowadzi do nierównomiernego rozkªadu tlenu, cz¦sto z obszarami
hipoksji [55, 174,194].

Oczywi±cie modelowanie takiej nieregularnej sieci naczy« krwiono±nych wi¡zaªoby
si¦ z zaanga»owaniem znacznych zasobów obliczeniowych, co wydaje si¦ bezcelowe.
W zaproponowanym modelu przyj¦to, »e istnieje kilka typów naczy« wªosowatych roz-
mieszczonych w obszarze tkanki. Zaªo»ono istnienie pi¦ciu typów kapilar oznaczonych
jako C1-C5 (tab. 11.1). Kapilara typu C1 reprezentuje zdrow¡ tkank¦, podczas gdy
w obszarze nowotworu kapilary rozmieszczono losowo, przy czym do tego celu wyko-
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rzystano dyskretyzacj¦ stosowan¡ w analizie rozkªadu ciepªa z wykorzystaniem MEB.
Obszar nowotworu obejmuje 5×10 elementów wewn¦trznych (rys. 11.3b).

Dodatkowo przyj¦to losowy rozkªad szybko±ci zu»ycia tlenu, przyjmuj¡cy warto±ci
z zakresuM0 = 0.9·10−9 ÷ 6·10−9 [mol cm−3 s−1], przy czym w zdrowej tkance przyj¦to
warto±¢ staª¡ M0 = 2.4·10−9 [mol cm−3 s−1] (rys. 11.3c) [222].

Tab. 11.1: Kapilary wykorzystane w modelu nieprawidªowego ukªadu naczyniowego

Typ kapilary Rc [µm] Rt [µm] Lt [µm]

C1 2.5 30 400

C2 10 60 100

C3 4 60 220

C4 10 30 220

C5 4 30 100

(a) (b) (c)

Rys. 11.3: Model nieprawidªowego wzorca unaczynienia w tkance nowotworowej: wybra-

ne kapilary (a), losowy rozkªad kapilar (b), losowy rozkªad szybko±ci zu»ycia

tlenu (c)
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11.4 Wyniki oblicze«, cz¦±¢ 1

Podobnie jak poprzednio (por. podrozdziaª 10.3) analizowano kwadratowy obszar
tkanki o wymiarach 4×4 cm. W analizie termicznej przyj¦to, »e tkanka jest jednorod-
na. Dodatkowo zamodelowano obszar zawieraj¡cy nowotwór, który zostaª uwzgl¦dniony
jedynie w cz¦±ci analizy dotycz¡cej terapii fotodynamicznej. Do rozwi¡zania zadania
analizy termicznej wykorzystano metod¦ elementów brzegowych, wykorzystuj¡c dys-
kretyzacj¦ na 1600 staªych elementów wewn¦trznych oraz 160 staªych elementów brze-
gowych. Dla metody ró»nic sko«czonych przyj¦to siatk¦ 40×40 w¦zªów. W tabeli 11.2
przedstawiono parametry wykorzystane w symulacji.

Tab. 11.2: Warto±ci parametrów przyj¦tych w obliczeniach modelu termiczno-optycznego

oraz modelu PDT

Parametr Jednostka Warto±¢ Parametr Jednostka Warto±¢

Tkanka Warunki pocz¡tkowe i brzegowe

λ [W m−1 K−1] 0.75 Tamb [◦C] 20

C [MJ m−3 K−1] 3 Tinit [◦C] 37

Qmet [W m−3] 250 α [W m−2 K−1] 10

w0 [s−1] 0.00125 Caªka Arrheniusa

µa [cm−1] 1.03 A [s−1] 1.98·10106

µ′s,nat [cm−1] 13.46 E [J mol−1] 6.67·105

µ′s,den [cm−1] 26.92 R [J mol−1K−1] 8.314

Krew Model PDT

Cb [MJ m−3 K−1] 3.9962 β [mol cm−3] 11.9·10−9

Tb [◦C] 37 σ [cm3 mol−1] 7.6·104

Impuls lasera ξ [cm2 mW−1 s−1] 3.7·10−3

φ0 [mW cm−2] 300 δ [mol cm−3] 33·10−9

rbeam [mm] 1 cS0,init [mol cm−3] 7·10−9

Parametry symulacji c3O2,init,hea [mol cm−3] 83·10−9

tPDT [s] 3600 c3O2,init,tum [mol cm−3] 39.41·10−9

∆theat [s] 1

∆tPDT [s] 0.1

Warto±ci fotochemiczne przyj¦te w modelu odpowiadaj¡ wªa±ciwo±ciom fotosen-
sybilizatora Photofrin dla promieniowania o dªugo±ci fali 630 nm [222]. Oznaczenia
c3O2,init,hea i c3O2,init,tum odnosz¡ si¦ odpowiednio do pocz¡tkowego st¦»enia tlenu try-
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pletowego w tkance nowotworowej i zdrowej.
Nale»y zaznaczy¢, »e analiza zwi¡zana z transportem ciepªa i PDT wymaga ró»-

nych kroków czasowych. Dla modelu przepªywu biociepªa przyj¦to krok czasowy równy
1 s, natomiast dla modelu PDT: 0.1 s. W zwi¡zku z tym wyniki modelu termicznego
interpolowano liniowo na potrzeby oblicze« dla terapii fotodynamicznej.

Wyniki oblicze« parametrów zmieniaj¡cych si¦ w czasie przedstawiono dla wybra-
nych kapilar zlokalizowanych w pobli»u zewn¦trznej granicy Γ0 tkanki, w bezpo±rednim
s¡siedztwie gªównej osi optycznej wi¡zki lasera (rys. 11.3a).

Na rys. 11.4 przedstawiono rozkªad temperatury w tkance w kolejnych momentach
czasu (1200, 2400 i 3600 s). Najwy»sze warto±ci obserwuje si¦ w obszarze centralnym,
odpowiadaj¡cym miejscu oddziaªywania wi¡zki laserowej, a wraz z upªywem czasu ob-
szar podwy»szonej temperatury stopniowo si¦ rozszerza, co prowadzi do zmniejszenia
gradientów temperaturowych. Temperatura w caªej domenie utrzymuje si¦ w zakre-
sie 37 ÷ 41°C, co wskazuje na umiarkowane podgrzanie tkanki, niewystarczaj¡ce do
wywoªania uszkodze« termicznych, lecz istotne z punktu widzenia analizy sprz¦»enia
efektów cieplnych i fotodynamicznych.

Rys. 11.4: Rozkªad temperatury dla wybranych kroków czasu

Na rysunkach 11.5 i 11.6 przedstawiono przebiegi parametrów zwi¡zanych z analiz¡
przepªywu ciepªa w tkance biologicznej. Jak mo»na zauwa»y¢, temperatura dla wi¦k-
szo±ci kapilar utrzymuje si¦ poni»ej 40.5°C. Jedynie dla kapilar C3 i C5 przekracza t¦
warto±¢. Caªkowita warto±¢ caªki Arrheniusa, mimo »e ro±nie w trakcie symulacji, pozo-
staje poni»ej poziomu 0.05. W ±wietle przyj¦tej w funkcji perfuzji (wzór (11.1)) oznacza
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to, »e unaczynienie przez caªy czas trwania symulacji pozostaje w stanie rozszerzenia
naczy« krwiono±nych. Ponadto, warto±¢ efektywnego wspóªczynnika rozpraszania rów-
nie» wzrasta w trakcie symulacji, zgodnie z funkcj¡ opisan¡ w równaniu (11.3). Nale»y
równie» zauwa»y¢, »e na rys. 11.5 jest zauwa»alny efekt chªodz¡cy zwi¦kszonej perfu-
zji. Po osi¡gni¦ciu maksymalnej temperatury nast¦puje jej spadek, wraz ze wzrostem
warto±ci wspóªczynnika perfuzji (rys. 11.6a).

(a) (b)

Rys. 11.5: Przebieg temperatury (a) i caªki Arrheniusa (b)

(a) (b)

Rys. 11.6: Przebieg wspóªczynnika perfuzji (a) oraz efektywnego wspóªczynnika

rozpraszania (b)
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Na rysunku 11.7a przedstawiono przebieg maksymalnej szybko±ci dostarczania tle-
nu, ψsup,max, obliczonej na podstawie wzoru (11.5). Do wyznaczenia tej wielko±ci wy-
korzystano m.in. parametry kapilar, aby uwzgl¦dni¢ nieregularno±ci w obszarze guza,
zmienno±¢ szybko±ci zu»ycia tlenu M0 oraz zmienno±¢ pr¦dko±ci przepªywu krwi w ka-
pilarach ub wynikaj¡c¡ ze wzoru (11.4). Warto±¢ maksymalnej szybko±ci dostarczania
tlenu wpªywa na inne parametry modelu PDT, takie jak st¦»enie tlenu trypletowe-
go (rys. 11.7b), fotosensybilizatora (rys. 11.8a) oraz tlenu singletowego (rys. 11.8b).
Szczególnie charakterystyczny jest gwaªtowny spadek st¦»enia tlenu trypletowego na
pocz¡tku procesu, czyli w momencie, gdy st¦»enie fotouczulacza osi¡ga najwy»sz¡ war-
to±¢.

Rysunki 11.9, 11.10, 11.11 oraz 11.12 odnosz¡ si¦ równie» do modelu PDT. Przed-
stawiono na nich rozkªady poszczególnych parametrów w momentach czasowych: 1200,
2400 oraz 3600 s. W przypadku szybko±ci dostarczania tlenu wyra¹nie widoczne s¡ nie-
regularno±ci w podobszarze odpowiadaj¡cym tkance nowotworowej. Dla st¦»enia tlenu
trypletowego c3O2 zmiany zachodz¡ jedynie w obr¦bie guza, natomiast w obszarze zdro-
wej tkanki warto±¢ st¦»enia pozostaje staªa przez caªy czas trwania terapii. W przypad-
ku st¦»enia fotouczulacza oraz tlenu singletowego nieregularno±ci w ich rozkªadzie s¡
mniej wyra¹ne, co wynika z powi¡zania tych parametrów z procesem absorpcji energii
lasera w tkance. Dodatkowo, dla st¦»enia fotouczulacza obserwuje si¦ systematyczny
spadek jego warto±ci w caªej obj¦to±ci tkanki.

(a) (b)

Rys. 11.7: Historie maksymalnej szybko±ci dostarczania tlenu ψsup,max (a) oraz st¦»enia

tlenu trypletowego c3O2 (b)
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(a) (b)

Rys. 11.8: Historie st¦»e« fotouczulacza cS0 (a) oraz tlenu singletowego c1O2 (b)

Rys. 11.9: Rozkªad maksymalnej szybko±ci dostarczania tlenu ψsup,max
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Rys. 11.10: Rozkªad st¦»enia tlenu trypletowego c3O2

Rys. 11.11: Rozkªad st¦»enia fotouczulacza cS0
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Rys. 11.12: Rozkªad st¦»enia tlenu singletowego c1O2

Jak pokazano to wcze±niej, w niniejszej analizie, dzi¦ki zastosowaniu zale»no±ci
(11.5), uwzgl¦dniono nie tylko niejednorodno±ci wynikaj¡ce z rozmieszczenia naczy«
wªosowatych w podobszarze nowotworu, ale równie» wpªyw temperatury poprzez zmien-
n¡ warto±¢ pr¦dko±ci przepªywu krwi w naczyniu wªosowatym ub, wyznaczan¡ na pod-
stawie zale»no±ci (11.4). Poniewa» dotychczas modele przepªywu ciepªa w tkance bio-
logicznej oraz terapii fotodynamicznej byªy zazwyczaj rozpatrywane oddzielnie, bez
uwzgl¦dnienia powi¡za« mi¦dzy nimi, warto±¢ ub byªa najcz¦±ciej przyjmowana jako
staªa. Dokonano wi¦c porównania wyników modelu zaprezentowanego w bie»¡cym roz-
dziale (czyli uwzgl¦dniaj¡cego wpªyw temperatury na przebieg procesu PDT) z symu-
lacjami PDT, w których w zale»no±ci (11.5) przyj¦to staª¡ warto±¢ ub (co odpowiada
braku powi¡zania pomi¦dzy modelem transportu ciepªa a modelem PDT).

Dodatkowo zaªo»ono, »e we wszystkich symulacjach porównawczych szybko±¢ zu»y-
cia tlenu wynosiM0 = 2.4·10−9 [mol cm−3 s−1] w caªym obszarze tkanki, co odpowiada
warto±ci przyj¦tej dla tkanki zdrowej w uprzednio przedstawionych wynikach. Przyj¦te
staªe warto±ci pr¦dko±ci ub = 0.005, 0.01, 0.015, 0.02 [cm s−1] odpowiadaj¡ danym
literaturowym [222].

Warto±ci maksymalnej szybko±ci dostarczania tlenu ψsup,max, uzyskane z zale»no±ci
(11.5) zestawiono w tabeli 11.3. W obliczeniach uwzgl¦dniaj¡cych wpªyw wspóªczynni-
ka perfuzji w na warto±¢ ub, parametr ten wzrastaª w trakcie caªej symulacji, dlatego
podano warto±ci minimalne i maksymalne, odpowiadaj¡ce pocz¡tkowi i ko«cowi sy-
mulacji (odpowiednio t = 0 oraz 3600 s). Jak mo»na zauwa»y¢, warto±ci uzyskane dla
zmiennego ub s¡ zbli»one rz¦dem wielko±ci, podczas gdy wyniki otrzymane dla staªej
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warto±ci temperatury wykazuj¡ znacznie wi¦ksze zró»nicowanie. Dla naczy« C2, C4
oraz C5 warto±ci dla zmiennego ub s¡ mniejsze i nie mieszcz¡ si¦ w zakresie uzyskanym
dla staªego ub. Wynika to z faktu, »e warto±ci ub obliczone z równania (11.4) s¡ ni»sze od
przyj¦tych warto±ci staªych, co z kolei jest skutkiem zaªo»onej warto±ci pocz¡tkowego
wspóªczynnika perfuzji.

Tab. 11.3: Porównanie maksymalnej szybko±ci dostarczania tlenu dla zmiennej i staªej pr¦d-

ko±ci krwi w kapilarze

kapilara zmienne ub staªe ub [cm s−1]

t = 0 t = 3600 s 0.005 0.01 0.015 0.02

C1U 2.84·10−9 4.33·10−9 1.97·10−9 3.95·10−9 5.92·10−9 7.90·10−9

C1B 2.84·10−9 4.49·10−9 1.97·10−9 3.95·10−9 5.92·10−9 7.90·10−9

C2 1.91·10−8 2.98·10−8 2.12·10−8 4.24·10−8 6.36·10−8 8.48·10−8

C3 2.17·10−9 3.47·10−9 1.75·10−9 3.51·10−9 5.26·10−9 7.01·10−9

C4 2.23·10−8 3.49·10−8 4.51·10−8 9.02·10−8 1.35·10−7 1.80·10−7

C5 2.54·10−9 4.06·10−9 1.80·10−8 3.61·10−8 5.41·10−8 7.22·10−8

Na rysunku 11.13 przedstawiono histori¦ zmian st¦»enia tlenu w stanie trypleto-
wym c3O2 , które jest do±¢ silnie powi¡zane z warto±ci¡ maksymalnej szybko±ci jego
dostarczania. Analiz¦ przeprowadzono dla naczy« C3 i C5, znajduj¡cych si¦ w pobli»u
granicy Γ0.

(a) (b)

Rys. 11.13: Porównanie st¦»enia c3O2 dla oblicze« ze zmiennymi (a) i staªymi (b) warto-

±ciami pr¦dko±ci krwi w kapilarze
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11.5 Analiza z wykorzystaniem modelu walca

Krogha

W przedstawionej do tej pory analizie poª¡czonych procesów przepªywu biociepªa
oraz reakcji fototermicznych wykorzystywano staªe warto±ci pocz¡tkowe st¦»enie tlenu
trypletowego zarówno dla tkanki zdrowej jak i nowotworowej (odpowiednio c3O2,init,hea
oraz c3O2,init,tum), przy czym druga warto±¢ byªa ni»sza (por. tabela 11.2). Przyjmu-
j¡c jednak model nieregularnej sieci naczyniowej opisanej w podrozdziale 11.4, nale»y
zauwa»y¢, »e wspomniany parametr powinien by¢ powi¡zany z tym modelem. W tym
celu postanowiono wykorzysta¢ walec Krogha opisany w rozdziale 5, oraz wykorzystany
poprzednio do oblicze« w rozdziaªach 7-9 (por. rysunek 5.1).

Podobnie jak przednio przyj¦to osobny opis dla kierunku promieniowego (por. pod-
rozdziaªy 5.3, 5.4, 7.1):

r ∈ Ωt : Kt
1
r

d
dr

(
r
dPt
dr

)
=Mt(Pt), Mt(Pt) =

M0Pt
Pcrit + Pt

r = Rc : 2πRcKt
dPt
dr
= −kmass(Pb − Pt)

r = Rt :
dPt
dr
= 0

(11.11)

oraz osiowego:

z ∈ Ωc : πR2cubκb
d [SHb(Pb)]

dz
= −kmass(Pb − Pt)

z = 0 : Pb = Pb,inlet

(11.12)

Przyjmuj¡c jednocze±nie model krzywej nasycenia oksyhemoglobiny w postaci Hilla:

SHb(Pb) =
P nb

P nb + P
n
50
→ Pb = P50

(
SHb
1− SHb

) 1
n

(11.13)

Poprzez u»ycie takiego modelu zostanie wyznaczony rozkªad Pt(r), na podstawie
którego zostanie obliczone pocz¡tkowe st¦»enie c3O2,init na podstawie zale»no±ci [55,
222]:

c3O2,init =
αt

(Rt −Rc)Lt

∫ Lt
0

∫ Rt
Rc

Ptdrdz (11.14)

Nale»y przypomnie¢, »e w klasycznych zastosowaniach modelu walca Krogha ana-
lizuje si¦ zwykle pojedyncze walce, gdy» uzyskane warto±ci ci±nienia parcjalnego maj¡
reprezentowa¢ ±rednie warunki w tkance (zgodnie z zaªo»eniem, »e tkanka skªada si¦
z przylegaj¡cych cylindrycznych obszarów) [55,134,206]. W niniejszej pracy, ze wzgl¦du
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na obecno±¢ obszaru nowotworowego o nieprawidªowym unaczynieniu i w konsekwen-
cji niejednorodnym rozkªadzie tlenu, rozwa»ono wiele walców Krogha, ró»ni¡cych si¦
wymiarami kapilar, pr¦dko±ciami przepªywu krwi ub oraz szybko±ci¡ zu»ycia tlenu M0
(por. tabela 11.1).

Jak ju» wielokrotnie wspominano, charakterystyczn¡ cech¡ tkanki nowotworowej
jest zaburzona struktura mikrokr¡»enia. Kapilary mog¡ przybiera¢ nietypowe, poskr¦-
cane formy, a ich przebieg jest chaotyczny. W celu uwzgl¦dnienia tych cech, wprowa-
dzono dodatkowy wspóªczynnik mtort, który wpªywa na lokaln¡ pr¦dko±¢ przepªywu
krwi ub w kapilarze zgodnie ze wzorem:

ub = mtortw(Arr)Lt
R2t
R2c

(11.15)

przy czym wspóªczynnik ten b¦dzie okre±lany jako wspóªczynnik kr¦to±ci, a jego war-
to±¢ dla zdrowej tkanki zawsze równa 1, natomiast dla nowotworu przyjmuje warto±¢
losow¡ z przedziaªu (0,1].

Na rysunku 11.14 pokazano schemat przepªywu danych pomi¦dzy cz¦±ciami analizy.
Architektura modelu, obejmuj¡ca tor obliczeniowy z moduªami dystrybucji wi¡zki la-
sera, przepªywu biociepªa, uszkodzenia termicznego i reakcji fotochemicznych, zostaªa
zachowana, a nowe elementy oznaczono kolorem �oletowym.

Rys. 11.14: Przepªyw danych pomi¦dzy poszczególnymi cz¦±ciami analizy
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11.6 Wyniki oblicze«, cz¦±¢ 2

Obszar analizy, siatki numeryczne oraz sposób dyskretyzacji przyj¦to analogicznie
jak w w podrozdziale 11.4. Wykorzystano równie» parametry przedstawione w tabeli
11.2, natomiast dodatkowe parametry, zwi¡zane gªównie z obliczeniami przeprowadzo-
nymi z u»yciem walca Krogha, zostaªy zebrane w tabeli 11.4. Nale»y równie» równie»
doda¢, »e metod¡ rozwi¡zania zadania dystrybucji tlenu byªa ponownie metoda strza-
ªów w wariancie przedstawionym w podrozdziale 7.2, czyli poª¡czenie metody Rungego-
Kutty czwartego rz¦du do rozwi¡zywania IVP z metod¡ siecznych do wyznaczania
warto±ci pocz¡tkowej.

Tab. 11.4: Warto±ci parametrów przyj¦tych w obliczeniach zwi¡zanych z wykorzystaniem

walca Krogha

Parametr Jednostka Warto±¢

Kt [(cm2 s−1)(mol cm−3 mmHg−1)] 2.202·10−14

kmass [(cm2 s−1)(mol cm−3 mmHg−1)] 2.79·10−13

Pcrit [mmHg] 1

αt [mol cm−3 mmHg−1] 1.295

κb [mol cm−3] 9.1·10−6

n [�] 2.57

P50 [mmHg] 27

Pb,inlet,hea [mmHg] 100

Pb,inlet,tum [mmHg] 50

W cz¦±ci zwi¡zanej z PDT ponownie wyró»niono obszar guza, w którym struktura
naczy« wªosowatych zostaªa zasymulowana losowo tak jak w podrozdziale 11.4.

Na rysunku 11.15d przedstawiono pocz¡tkowy rozkªad st¦»enia 3O2 otrzymany na
podstawie danych z tabel 11.1, 11.4 oraz losowych warto±ciM0 z przedziaªu 2.4·10−9 ÷
6·10−9 [mol cm−3 s−1]. Rysunek 11.15a ilustruje równie» kapilary, dla których zaprezen-
towano wyniki dotycz¡ce ci±nienia parcjalnego oraz parametrów zmiennych w czasie.
Nale»y zauwa»y¢, »e w stosunku do poprzedniej cz¦±ci analizy (por. rysunek 11.3) za-
kres ten zostaª nieco zmieniony, najmniejsza warto±¢ odpowiada szybko±ci zu»ycia tlenu
dla tkanki zdrowej.

Uzyskane warto±ci pocz¡tkowego st¦»enia tlenu trypletowego c3O2,init dla kapilar
przedstawionych na rysunku 11.15 zostaªy zaprezentowane w tabeli 11.5.

Na rysunkach 11.16 i 11.17 przedstawiono wyniki uzyskane z modelu walca Krogha
dla kapilar zaznaczonych na rysunku 11.15 oraz dla kapilary pochodz¡cej z podobszaru
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(a) (b) (c) (d)

Rys. 11.15: Model nieprawidªowego unaczynienia w tkance nowotworowej przedstawiaj¡cy

wybrane kapilary (a), losowy rozkªad kapilar (b), losowy rozkªad szybko±ci

zu»ycia tlenu M0 (c), obliczony pocz¡tkowy rozkªad st¦»enia tlenu w stanie

trypletowym c3O2,init (d)

Tab. 11.5: Pocz¡tkowe st¦»enie tlenu trypletowego c3O2,init dla wybranych kapilar

Kapilara c3O2,init [mol cm−3]

C1U 2.6·10−8

C1B 3.9·10−8

C2 2.9·10−8

C3 0.6·10−8

C4 0.9·10−8

C5 1.9·10−8

zdrowej tkanki. Poniewa» wymiary kapilar s¡ zró»nicowane (tabela 11.1), wspóªrz¦dne
zostaªy przeskalowane przez odpowiadaj¡ce im wymiary geometryczne kapilar w celu
umo»liwienia porównania wyników (w kierunku promieniowym podzielono przez Rt,
a w osiowym przez Lt).

Rysunek 11.16a przedstawia rozkªady ci±nienia parcjalnego tlenu w kierunku osio-
wym dla wybranych kapilar z podobszaru nowotworowego oraz kapilary typu C1 pocho-
dz¡cej ze zdrowej tkanki. Jak mo»na zaobserwowa¢, wi¦kszo±¢ kapilar w rejonie guza
(C1U, C3, C4, C5) wykazuje obecno±¢ hipoksji. W przypadku kapilar C3 i C4 stan ten
pojawia si¦ przed poªow¡ ich dªugo±ci. Dla porównania, warto±¢ Pb na wylocie z kapi-
lary C1 wynosi okoªo 40 mmHg, co jest zgodne z danymi uzyskiwanymi dla podobnych
kon�guracji modelowych, np. w pracy [222].
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Rozkªady w kierunku promieniowym (rysunki 11.16b i 11.17) pokazuj¡ spadek ci-
±nienia na granicy kapilara-tkanka, wynikaj¡cy z oporu wyst¦puj¡cego podczas dyfuzji
tlenu do otaczaj¡cej tkanki. Nale»y jednak zaznaczy¢, »e we wszystkich analizowanych
przypadkach spadek ten nie przekracza 3 mmHg, co wskazuje na wzgl¦dnie nisk¡ barier¦
dyfuzyjn¡.

(a) (b)

Rys. 11.16: Rozkªad ci±nienia parcjalnego tlenu dla wybranych kapilar z podobszaru nowo-

tworowego w kierunku osiowym (a) oraz w kierunku promieniowym dla kapilary

typu C1 pochodz¡cej ze zdrowej tkanki (b)

(a) (b)

Rys. 11.17: Rozkªad ci±nienia parcjalnego tlenu w kierunku promieniowym dla wybranych

kapilar z podobszaru nowotworowego dla z = 0 (a) oraz z = Lt/2 (b)
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Na rysunku 11.18a przedstawiono przebieg maksymalnej zdolno±ci dostarczania tle-
nu ψsup,max, oszacowanej na podstawie zale»no±ci (11.5). Nale»y zauwa»y¢, »e relacja
ta uwzgl¦dnia zmienn¡ pr¦dko±¢ krwi ub, wynikaj¡c¡ ze zmiennej perfuzji w (równa-
nie (11.15)), parametry geometryczne kapilar (Rc, Rt, Lt) oraz losowo przyj¦t¡ warto±¢
szybko±ci zu»ycia tlenu M0. Warto±¢ ψsup,max wpªywa na pozostaªe zmienne zale»ne
modelu PDT, czyli st¦»enie tlenu trypletowego c3O2 (rys. 11.18b), fotouczulacza cS0
(rys. 11.19a) oraz tlenu singletowego c1O2 (rys. 11.19b). W porównaniu z wynikami
przedstawionymi na rys.11.7a, otrzymane przebiegi ró»ni¡ si¦ ze wzgl¦du na przyj¦cie
innych warto±ci M0 oraz dodatkowe uwzgl¦dnienie wspóªczynnika kr¦to±ci mtort, który
mody�kuje lokaln¡ pr¦dko±¢ przepªywu krwi ub w kapilarach.

Na rysunku 11.18b wyra¹nie widoczny jest gwaªtowny spadek st¦»enia c3O2 na po-
cz¡tku symulacji, kiedy st¦»enie fotouczulacza osi¡ga warto±¢ maksymaln¡. Zauwa»alny
jest równie» fakt, »e w przypadku kapilar wykazuj¡cych hipoksj¦ (C4, C3, C5, C1U)
(rys. 11.16) powrót do pocz¡tkowego st¦»enia c3O2 nast¦puje najwolniej. Kapilara C1B,
która dla t = 0 charakteryzowaªa si¦ najwy»szym st¦»eniem c3O2 , przez caª¡ symulacj¦
osi¡gaªa równie» najwy»sze warto±ci ψsup,max, a dla czasu t = 3600 s byªa najbli»sza
powrotu do warto±ci pocz¡tkowej. Ró»nice w stosunku do wyników przedstawionych na
rys. 11.7b wynikaj¡ z odmiennego sposobu przyj¦cia warto±ci pocz¡tkowych c3O2,init.
W poprzedniej analizie zastosowano dwie staªe warto±ci, przy czym jedna odnosiªa si¦
do obszaru nowotworowego, a druga do tkanki zdrowej. Natomiast w niniejszej symu-
lacji warto±ci te zostaªy wyznaczone na podstawie modelu walca Krogha, co pozwoliªo
uwzgl¦dni¢ lokalne warunki dyfuzji i zu»ycia tlenu. W rezultacie uzyskane st¦»enia po-
cz¡tkowe c3O2,init byªy ni»sze, szczególnie w kapilarach obj¦tych hipoksj¡, co przeªo»yªo
si¦ na ni»szy poziom przebiegów st¦»enia tlenu trypletowego w caªej analizie.

Z rysunku 11.19 wynika natomiast, »e dla kapilar wykazuj¡cych hipoksj¦ C4 i C3
reakcja zu»ycia fotouczulacza przebiega najwolniej, co skutkuje najmniejszymi warto-
±ciami st¦»enia tlenu singletowego c1O2 . Najszybszy przebieg reakcji obserwuje si¦ dla
kapilar C2 i C5, przy czym jedynie kapilara C5 wykazuje cechy hipoksji. W porównaniu
z wynikami przedstawionymi na rys. 11.8 mo»na zauwa»y¢, »e w niniejszej analizie foto-
uczulacz nie ulega caªkowitemu zu»yciu, a warto±ci st¦»enia cS0 pozostaj¡ podwy»szone
wzgl¦dem wcze±niejszych wyników. Konsekwencj¡ tego jest obni»ony poziom st¦»enia
tlenu singletowego c1O2 .
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(a) (b)

Rys. 11.18: Przebiegi zdolno±ci dostarczania tlenu ψsup,max (a) oraz st¦»enia tlenu tryple-

towego c3O2 (b)

(a) (b)

Rys. 11.19: Przebiegi st¦»e« fotouczulacza cS0 (a) oraz tlenu singletowego c1O2 (b)

Na rysunkach 11.20-11.23 przedstawiono rozkªady parametrów zwi¡zanych z proce-
sem PDT dla czasów 1200, 2400 oraz 3600 s. Widoczne jest, »e ze wzgl¦du na niejedno-
rodn¡ struktur¦ podobszaru nowotworowego rozkªady te maj¡ charakter nieregularny.
Warto zauwa»y¢, »e w przypadku st¦»enia tlenu trypletowego zmiany ograniczaj¡ si¦
wyª¡cznie do obszaru guza, podczas gdy w rejonie zdrowej tkanki przez caªy czas trwa-
nia symulacji warto±¢ c3O2 pozostaje staªa.
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Dla st¦»e« cS0 oraz c1O2 obszary, w których wyst¦puj¡ nieregularno±ci, s¡ zwi¡zane
z obszarem promieniowania laserowego. W przypadku st¦»enia fotouczulacza obserwu-
je si¦ równie» stopniowy spadek warto±ci w caªym rozpatrywanym obszarze, co jest
zgodne z naturalnymi procesami zachodz¡cymi w tkance. Przyj¦cie zmiennej warto±ci
pocz¡tkowej c3O2 , wyznaczonej na podstawie modelu walca Krogha, skutkuje wyra¹-
niejszym zró»nicowaniem przestrzennym w obr¦bie guza w porównaniu z wynikami
przedstawionymi na rys. 11.9-11.12. Rozkªady staj¡ si¦ bardziej nieregularne, a na ry-
sunkach 11.22 oraz 11.23 mo»na dodatkowo zauwa»y¢, »e obszary oddziaªywania lasera
s¡ wi¦ksze, co skutkuje powstawaniem tlenu singletowego na szerszym obszarze tkanki.

Rys. 11.20: Rozkªady maksymalnej szybko±ci dostarczania tlenu ψsup,max

Rys. 11.21: Rozkªady st¦»enia tlenu trypletowego c3O2
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Rys. 11.22: Rozkªady st¦»enia fotouczulacza cS0

Rys. 11.23: Rozkªady st¦»enia tlenu singletowego c1O2

Modele przepªywu biociepªa w tkance oraz reakcji fotochemicznych rozwa»ane w ni-
niejszej pracy zostaªy powi¡zane poprzez zale»no±¢ mi¦dzy wspóªczynnikiem perfuzji
a pr¦dko±ci¡ przepªywu krwi w kapilarze. Obliczona pr¦dko±¢ krwi w kapilarze, uzale»-
niona od zmiennego wspóªczynnika perfuzji i uwzgl¦dniaj¡ca dodatkowy wspóªczynnik
opisuj¡cy kr¦to±¢ kapilar (równanie (11.15)), zostaªa nast¦pnie wykorzystana do wy-
znaczenia pocz¡tkowego st¦»enia c3O2 (równania (11.11), (11.12), (11.13) oraz w relacji
do okre±lenia maksymalnej szybko±ci dostarczania tlenu ψsup,max (równanie (11.5)).

Celem budowy modelu tego typu byªo okre±lenie zakresów st¦»e« parametrów zwi¡-
zanych z procesem PDT, które mog¡ wspomóc proces planowania leczenia i uczyni¢ go
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bardziej efektywnym. Ma to szczególne znaczenie w kontek±cie uwzgl¦dnienia zró»ni-
cowanej struktury obszaru nowotworowego. Pr¦dko±¢ krwi w kapilarze, jako parametr
bezpo±rednio zwi¡zany z transportem tlenu do tkanek i wynikaj¡cy z modelu przepªywu
biociepªa, stanowi z tego punktu widzenia istotn¡ wielko±¢.

W zwi¡zku z powy»szym, przeprowadzono analiz¦ pr¦dko±ci krwi w kapilarze w ce-
lu okre±lenia zakresów warto±ci ψsup,max, c3O2 , cS0 oraz c1O2 uzyskiwanych w trakcie
symulacji procesu PDT. Poniewa» w niniejszej pracy pr¦dko±¢ ub byªa zaburzana przez
losowy wspóªczynnik zwi¡zany z kr¦to±ci¡ kapilar, rozwa»ono trzy warianty:

• wariant 1: wspóªczynnik kr¦to±ci mtort nie byª uwzgl¦dniany w obliczeniach,

• wariant 2: wspóªczynnik kr¦to±ci mtort byª uwzgl¦dniany jedynie przy wyznacza-
niu pocz¡tkowego st¦»enia tlenu trypletowego c3O2 ,

• wariant 3: wspóªczynnik kr¦to±ci mtort byª uwzgl¦dniany zarówno przy wyznacza-
niu pocz¡tkowego st¦»enia c3O2 , jak i w trakcie caªej symulacji. Jest to wariant,
dla którego wyniki przedstawiono na rysunkach 11.16-11.23.

Porównania przedstawiono w tabelach 11.6-11.9 dla czasów 1800 s oraz 3600 s, wy-
znaczaj¡c dodatkowo ró»nice mi¦dzy warto±ciami maksymalnymi i minimalnymi w ka»-
dym przypadku. Dla maksymalnej szybko±ci dostarczania tlenu ψsup,max oraz st¦»enia
c3O2 najwi¦ksze ró»nice zaobserwowano w wariancie 3, co wynika z bezpo±redniego
powi¡zania tych parametrów z pr¦dko±ci¡ krwi w kapilarze (dla ψsup,max poprzez rów-
nanie (11.5) w caªym czasie trwania symulacji, a dla c3O2 poprzez pocz¡tkowe st¦»enie).
Nieco inaczej przedstawia si¦ sytuacja dla st¦»e« cS0 i c1O2 . Dla czasu 1800 s najwi¦ksze
ró»nice wyst¦puj¡ w wariancie 1, natomiast dla t = 3600 s, podobnie jak wcze±niej,
w wariancie 3.

Tab. 11.6: Warto±ci maksymalnej szybko±ci dostarczania tlenu ψsup,max [mol cm−3 s−1] ·109

dla ró»nych wariantów oblicze«

kapilara 1800 s 3600 s

Wariant 1 Wariant 2 Wariant 3 Wariant 1 Wariant 2 Wariant 3

C1U 3.79 3.79 1.88 4.35 4.35 2.16

C1B 3.97 3.97 3.97 4.51 4.51 4.51

C2 2.62 2.62 1.40 2.99 2.99 1.60

C3 3.17 3.17 0.48 3.49 3.49 0.52

C4 3.06 3.06 0.47 3.50 3.50 0.54

C5 3.70 3.70 0.97 4.07 4.07 1.07

max-min 1.36 1.36 3.50 1.53 1.53 3.99
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Tab. 11.7: Warto±ci st¦»enia tlenu trypletowego c3O2 [mol cm−3] ·108 dla ró»nych wariantów

oblicze«

kapilara 1800 s 3600 s

Wariant 1 Wariant 2 Wariant 3 Wariant 1 Wariant 2 Wariant 3

C1U 3.29 2.21 1.84 3.55 2.35 2.10

C1B 3.29 3.29 3.29 3.52 3.52 3.52

C2 2.68 2.04 1.08 3.58 2.71 2.21

C3 2.33 0.43 0.08 2.96 0.52 0.10

C4 3.10 0.68 0.15 3.89 0.79 0.20

C5 3.73 1.51 0.25 4.34 1.84 0.70

max-min 1.40 2.87 3.22 1.38 3.00 3.42

Tab. 11.8: Warto±ci st¦»enia fotouczulacza cS0 [mol cm−3] ·109 dla ró»nych wariantów ob-

licze«

kapilara 1800 s 3600 s

Wariant 1 Wariant 2 Wariant 3 Wariant 1 Wariant 2 Wariant 3

C1U 3.88 4.14 4.33 2.20 2.50 2.67

C1B 4.12 4.12 4.12 2.47 2.47 2.47

C2 1.79 2.00 2.94 0.38 0.48 0.84

C3 0.86 2.59 5.45 0.06 0.82 4.02

C4 1.62 3.17 5.42 0.33 1.37 3.99

C5 0.56 1.06 3.82 0.03 0.11 1.32

max-min 3.55 3.08 2.51 2.44 2.39 3.18
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Tab. 11.9: Warto±ci st¦»enia tlenu singletowego c1O2 [mol cm−3] ·106 dla ró»nych wariantów

oblicze«

kapilara 1800 s 3600 s

Wariant 1 Wariant 2 Wariant 3 Wariant 1 Wariant 2 Wariant 3

C1U 1.07 0.98 0.91 1.68 1.57 1.51

C1B 0.98 0.98 0.98 1.58 1.58 1.58

C2 1.84 1.76 1.41 2.38 2.34 2.20

C3 2.19 1.54 0.52 2.51 2.21 1.02

C4 1.90 1.32 0.53 2.40 2.00 1.03

C5 2.31 2.11 1.09 2.52 2.49 2.01

max-min 1.32 1.14 0.89 0.94 0.92 1.18

11.7 Wery�kacja

Uzyskane wyniki zostaªy zwery�kowane przy pomocy wyników dost¦pnych w lite-
raturze oraz rozwi¡zaniami analitycznymi.

Dla zadania wyznaczenia pola temperatury w tkance biologicznej poddanej dziaªa-
niu impulsu laserowego przeprowadzono obliczenia z wykorzystaniem metody szerokiej
wi¡zki laserowej (ang. broad beam laser, BBL), w której [7]:

Qlas = µaφ0

[
C∗1 exp

(
−k
∗
1x

δp

)
− C∗2 exp

(
−k
∗
2x

δp

)]
(11.16)

gdzie

δp =
1√

3µa[µa + µs(1− g)]
(11.17)

jest efektywn¡ gª¦boko±ci¡ penetracji, natomiast wspóªczynniki C∗1 , C
∗
2 , k

∗
1, k

∗
2 s¡ wy-

znaczane za pomoc¡ rozwi¡za« Monte Carlo [7, 53].
Na rysunku 11.24 przedstawiono porównanie wyników uzyskanych dla trzech wy-

branych kapilar: C1U, C1B oraz C3 dla modeli wykorzystuj¡cych równanie dyfuzji
optycznej (równanie (11.2)) oraz podej±cie BBL (równanie (11.16)). Mo»na zauwa»y¢,
»e ró»nice pomi¦dzy uzyskanymi wynikami s¡ niewielkie.
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Rys. 11.24: Porównanie przebiegu temperatury w wybranych kapilarach dla modeli wyko-

rzystuj¡cych ró»ne opisy funkcji ¹ródªa ciepªa lasera (BBL � metoda szerokiej

wi¡zki laserowej, pozostaªe krzywe � równanie dyfuzji optycznej)

Dodatkowo przeprowadzono cz¦±ciowe porównanie z wynikami przedstawionymi
w pracy [7] dla jednowymiarowego zadania w silnie rozpraszaj¡cej tkance. Na tym eta-
pie przyj¦to parametry termo�zyczne i optyczne oraz warunki brzegowe zgodne z [7],
natomiast wymiary elementów brzegowych i wewn¦trznych w dyskretyzacji MEB do-
brano tak, aby odpowiadaªy siatce zastosowanej w [7]. Analizie poddano maksymaln¡
temperatur¦ uzyskan¡ na granicy Γ0 dla φ0 = 30 [W cm−2] oraz czasu na±wietlania
texp = 5 s. Dla modelu wykorzystuj¡cego BBL uzyskano warto±¢ 54.87◦C, a dla modelu
opartego na równaniu dyfuzji optycznej: 57.52◦C, co jest zbli»one do warto±ci 55.7◦C
uzyskanej w pracy [7].

Wyniki uzyskane dla modelu dystrybucji tlenu w kierunku promieniowym porów-
nano z rezultatami opublikowanymi w pracy [134], dotycz¡cymi modelu o zbli»onej
strukturze geometrycznej i �zycznej. Dodatkowo przeprowadzono wery�kacj¦ wzgl¦-
dem rozwi¡zania analitycznego dla przypadku z = 0. Szczegóªowe odniesienie do tego
rozwi¡zania zawarto wcze±niej, w podrozdziale 9.5.

Zgodnie z aktualnym stanem wiedzy, w literaturze nie s¡ dost¦pne wyniki umo»li-
wiaj¡ce bezpo±redni¡ wery�kacj¦ modeli uwzgl¦dniaj¡cych jednocze±nie przepªyw cie-
pªa oraz reakcje fotodynamiczne. W zwi¡zku z tym, wyniki uzyskane dla zaprezento-
wanego modelu PDT odniesiono do rezultatów, w których wpªyw zjawisk termicznych
na reakcje fotochemiczne nie byª uwzgl¦dniany.

W pracy [222] przedstawiono wyniki analizy modelu PDT dla ró»nych warto±ci mak-
symalnej szybko±ci dostarczania tlenu ψsup,max, przy czym parametr ten oszacowano
na podstawie modelu walca Krogha, dla szerokiego zakresu parametrów geometrycz-
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nych oraz szybko±ci zu»ycia tlenuM0. Symulacje przeprowadzono dla ró»nych warto±ci
nat¦»enia promieniowania powierzchniowego lasera φ0, z których najwy»sza wynosi-
ªa 150 [mW cm−2]. Dla tej wªa±nie warto±ci φ0 wykonano obliczenia maj¡ce na celu
porównanie zaprezentowanego modelu z wynikami opublikowanymi w [222].

W pierwszej kolejno±ci przeprowadzono porównanie dla zadania o identycznej kon�-
guracji, jak ta opisana w podrozdziale 11.6. Rezultaty przedstawiono na rysunku 11.25.
Jak mo»na zauwa»y¢, wyniki uzyskane w pracy [222] mieszcz¡ si¦ w zakresie rezultatów
otrzymanych dla niniejszego modelu, przy czym nale»y zaznaczy¢, »e w [222] przyj¦to
staª¡ warto±¢ pocz¡tkow¡ st¦»enia tlenu trypletowego c3O2,init = 3.941·10−8 [mol cm−3],
a przedstawiona krzywa odnosiªa si¦ do ±rednich warto±ci st¦»enia c3O2 . Charaktery-
styczny spadek st¦»enia c3O2 na pocz¡tku symulacji jest wyra¹nie widoczny.

Rys. 11.25: Porównanie wyników obecnego modelu dla φ0 = 150 [mW cm−2] z wynikami

przedstawionymi w pracy [222] ([Zhu 2015])

Jak wcze±niej wspomniano, wyniki oblicze« maksymalnej szybko±ci dostarczania
tlenu ψsup,max dla ró»nych kon�guracji kapilar przedstawiono w pracy [222]. Na rysun-
ku 11.26 pokazano przebiegi st¦»enia c3O2 uzyskane w ramach niniejszego modelu dla
dwóch staªych warto±ci ψsup,max, tj. 4.2·10−9 oraz 2.1·10−9 [mol cm−3 s−1]. Warto±ci te
zostaªy wyznaczone dla kapilary o wymiarach geometrycznych odpowiadaj¡cych kapi-
larze C3 (tabela 11.1), przy zaªo»eniu staªych warto±ci pr¦dko±ci krwi w kapilarze ub =
0.01 oraz 0.005 [cm s−1] i staªej szybko±ci zu»ycia tlenu M0 = 2.4·10−9 [mol cm−3 s−1].

Dodatkowo, w niniejszym modelu przyj¦to staª¡ warto±¢ pocz¡tkow¡ st¦»enia tlenu
trypletowego c3O2,init, identyczn¡ jak w pracy [222]. Jak wynika z przedstawionych przy-
padków obliczeniowych, uzyskane wyniki, pomimo zastosowania w bie»¡cym modelu
wzorca uwzgl¦dniaj¡cego zró»nicowane kapilary w obszarze nowotworowym, pozostaj¡
w bliskim s¡siedztwie wyników referencyjnych. Ewentualne ró»nice mo»na przypisa¢
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odmienno±ciom pomi¦dzy konstrukcj¡ obecnego modelu a modelem zaprezentowanym
w [222], w szczególno±ci powi¡zaniu obecnego modelu z zagadnieniem przepªywu ciepªa
w tkance.

(a) (b)

Rys. 11.26: Porównanie wyników dla staªych warto±ci ψsup,max = 4.2·10−9 [mol cm−3 s−1]

(a) oraz 2.1·10−9 [mol cm−3 s−1] (b) i staªego c3O2,init z wynikami pracy [222]

(φ0 = 150 [mW cm−2]), ( [222] - [Zhu 2015])

11.8 Podsumowanie

Wniniejszym rozdziale przeprowadzono obliczenia dla poª¡czonego modelu przepªy-
wu ciepªa w tkance biologicznej oraz reakcji fotodynamicznych, uwzgl¦dniaj¡c wpªyw
wysokiego nat¦»enia wi¡zki laserowej (φ0 = 300 [mW cm−2]) na perfuzj¦ i dystrybucj¦
tlenu w tkance. Analiza uwzgl¦dniaªa specy�czn¡ struktur¦ podobszaru nowotworowe-
go, charakteryzuj¡c¡ si¦ nieregularnym unaczynieniem, co pozwoliªo na odwzorowanie
lokalnych warunków tlenowych, w tym obszarów hipoksji, typowych dla tkanki nowo-
tworowej.

W dwóch przeprowadzonych analizach pr¦dko±¢ przepªywu krwi ub byªa traktowana
jako zmienna zale»na od stopnia uszkodzenia termicznego w modelu przepªywu biocie-
pªa (równanie (11.1)). W drugiej analizie wprowadzono dodatkowo losowy wspóªczyn-
nik kr¦to±ci kapilarmtort, co pozwoliªo odwzorowa¢ nieregularn¡ struktur¦ unaczynienia
guza. Takie podej±cie prowadziªo do zró»nicowanej perfuzji w obszarze nowotworu, co
bezpo±rednio wpªywaªo na warto±ci ψsup,max i dynamik¦ reakcji fotodynamicznych.

W pierwszej analizie przyj¦to odr¦bne warto±ci pocz¡tkowe c3O2,init dla tkanki zdro-
wej i nowotworowej, natomiast w drugiej analizie wykorzystano model walca Krogha do
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okre±lenia lokalnych warto±ci c3O2,init, uwzgl¦dniaj¡c dyfuzj¦ i zu»ycie tlenu w podob-
szarze guza. Pozwoliªo to odwzorowa¢ lokalne warunki tlenowe, w tym obszary hipoksji,
skutkuj¡c bardziej nieregularnym rozkªadem st¦»enia tlenu trypletowego i obszarami
oddziaªywania lasera, a w konsekwencji powstawaniem tlenu singletowego na wi¦kszym
obszarze tkanki.

Dla obu analiz reakcje generuj¡ce tlen singletowy 1O2 byªy najintensywniejsze w po-
cz¡tkowej fazie terapii, gdy st¦»enie fotouczulacza cS0 osi¡gaªo warto±ci maksymalne.
Nieregularno±ci przestrzenne st¦»e« cS0 oraz c1O2 odpowiadaªy obszarowi napromienia-
nia laserowego, natomiast st¦»enie fotouczulacza wykazywaªo stopniowy spadek zgodny
z procesami zachodz¡cymi w tkance. W drugiej analizie obserwowano wi¦ksze zró»nico-
wanie przestrzenne w obr¦bie guza, co przeªo»yªo si¦ na bardziej nieregularne ksztaªty
rozkªadów parametrów PDT.

Podsumowuj¡c, przeprowadzone badania wykazaªy, »e sprz¦»enie modelu przewod-
nictwa cieplnego z reakcjami fotodynamicznymi pozwala uwzgl¦dni¢ zarówno lokalne
efekty termiczne, jak i �zjologiczne wªa±ciwo±ci tkanki, istotne dla dost¦pno±ci tlenu
i skuteczno±ci terapii. Takie podej±cie mo»e by¢ cyfrowym bli¹niakiem obszaru no-
wotworowego, u»ytecznego np. w przygotowaniu zabiegu PDT, umo»liwiaj¡c bardziej
dokªadn¡ prognoz¦ przebiegu reakcji fotodynamicznych w warunkach zªo»onej perfuzji
i nieregularnej struktury nowotworu.



12. Wnioski i kierunki dalszych bada«

Rozwa»ania teoretyczne oraz wyniki numeryczne zaprezentowane w niniejszej roz-
prawie doktorskiej pozwalaj¡ na sformuªowanie nast¦puj¡cych wniosków:

1. Zaproponowane w pracy poª¡czenie modelu przepªywu biociepªa z modelem dys-
trybucji tlenu, oparte o zale»no±¢ pomi¦dzy wspóªczynnikiem perfuzji, a pr¦dko-
±ci¡ krwi w kapilarze, stanowi u»yteczne narz¦dzie w analizie zale»no±ci zjawisk
zwi¡zanych z transportem tlenu do tkanek, w warunkach podniesionej tempe-
ratury. Nale»y zauwa»y¢, »e w analizach wykorzystywano równie» inny sposób
poª¡czenia tych modeli, uzale»niaj¡c parametry krzywej dysocjacji oksyhemo-
globiny od temperatury, czyli uwzgl¦dniaj¡c tzw. efekt Bohra. Jak pokazano to
w przeprowadzonych analizach, efekt ten nie zawsze ma znaczenie w przypad-
ku przekroczenia progu uszkodzenia termicznego tkanki, lecz mo»e by¢ istotny
w przypadku rozpatrywania tkanek zmienionych chorobowo, przy stosunkowo
niewielkich wzrostach temperatury (por. rozdziaªy 7, 10, 11).

2. W modelu przepªywu ciepªa uwzgl¦dniano zmienno±¢ parametrów tkanki od tem-
peratury lub termicznego stopnia uszkodzenia tkanki, w celu dokªadniejszego
odwzorowania zjawisk zachodz¡cych w tkance. Parametrami takimi byªy: wspóª-
czynnik przewodnictwa ciepªa, ciepªo wªa±ciwe, efektywny wspóªczynnik rozpra-
szania oraz wspóªczynnik perfuzji tkanki, przy czym dwa ostatnie s¡ cz¦sto trak-
towane jako pewne wska¹niki uszkodzenia termicznego tkanki, ze wzgl¦du na
towarzysz¡ce im zjawiska uwzgl¦dnione w odpowiednich funkcjach matematycz-
nych (por. rozdziaªy 2 i 3). W szczególno±ci wspóªczynnik perfuzji, jako podstawa
poª¡czenia analizy termicznej z modelem dystrybucji tlenu oraz modelem reakcji
fotochemicznych zachodz¡cych podczas terapii fotodynamicznej, okazaª si¦ by¢
istotnym parametrem (por. rozdziaªy 7 oraz 11).

3. Przeprowadzono analiz¦ wra»liwo±ci parametrów modelu dystrybucji tlenu okre-
±laj¡c maksymalne zmiany ci±nienia parcjalnego tlenu wynikaj¡ce z 10% zmia-
ny warto±ci parametrów. Zbadano zarówno wpªyw pojedynczych parametrów,
jak i wszystkich rozpatrywanych parametrów ª¡cznie. Pokazano, »e zwªaszcza
uwzgl¦dnienie ª¡cznych zmian mo»e mie¢ znaczenie z punktu widzenia wyst¡pie-
nia zjawiska hipoksji (por. rozdziaª 8). W pracy przeprowadzono równie» obli-
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czenia zwi¡zane z obecno±ci¡ mioglobiny oraz zjawiskiem grupowania mitochon-
driów, istotnych w przypadku niskiego poziomu tlenu w tkance (por. rozdziaª
9).

4. Przedstawiono koncepcj¦ modelu tkanki nowotworowej pozwalaj¡c¡ uwzgl¦dni¢
jej najistotniejsze cechy, takie jak chaotyczny ukªad naczy« krwiono±nych i wy-
nikaj¡cym z niego nieregularno±ci mikrokr¡»enia, skutkuj¡cym ostatecznie ob-
szarami o zmniejszonymi st¦»eniu tlenu. Poniewa» parametr ten jest podstaw¡
reakcji zachodz¡cych podczas terapii fotodynamicznej, koncepcja ta mo»e by¢ ro-
dzajem cyfrowego bli¹niaka, wykorzystywanego np. podczas planowania zabiegu
(por. rozdziaª 11).

5. W analizie wykorzystuj¡cej model terapii fotodynamicznej, w skªad którego wcho-
dzi zadanie dystrybucji wi¡zki lasera, przepªywu biociepªa oraz reakcji fotoche-
micznych pokazano, »e nawet niewielkie wzrosty temperatury i wi¡»¡cy si¦ z tym
wzrost perfuzji maj¡ wpªyw na przebieg zjawisk zachodz¡cych w obr¦bie nowo-
tworu. Mo»e to ostatecznie wpªywa¢ na odpowiedni¡ ilo±¢ wytworzonego tlenu
singletowego, b¦d¡cego gªównym czynnikiem cytotoksycznym. Poniewa» istniej¡
odmiany terapii PDT, w których temperatura jest wykorzystywana jako dodat-
kowy czynnik terapeutyczny, model taki, do tej pory nieobecny w literaturze,
z pewno±ci¡ jest u»ytecznym i niezb¦dnym narz¦dziem, pozwalaj¡cym na analiz¦
zachodz¡cych zjawisk (por. rozdziaªy 10, 11).

6. W pracy wykorzystywano ró»ne metody numeryczne: metod¦ ró»nic sko«czonych,
metod¦ strzaªów, metod¦ elementów brzegowych, niektóre w ró»nych wariantach.
Ka»da z nich potwierdziªa swoj¡ przydatno±¢, w odniesieniu do zada«, w których
zostaªy wykorzystane, co potwierdzono wery�kuj¡c obliczenia w oparciu o do-
st¦pne w literaturze wyniki oraz rozwi¡zania analityczne.

Zrealizowanie niniejszej pracy pozwala równie» okre±li¢ nast¦puj¡ce kierunki dal-
szych bada«:

1. Wykorzystanie innych równa« przepªywu biociepªa, ni» u»ywane w pracy rów-
nanie Pennesa. W szczególno±ci interesuj¡cy wydaje si¦ wykorzystanie którego±
z równa« typu dual-phase lag (DPL), które bazuj¡ na teorii ciaª porowatych
i pozwalaj¡ uwzgl¦dni¢ czasy opó¹nie« rozchodzenia si¦ fali termicznej w tkan-
ce biologicznej. Co wi¦cej, równania tego typu wykorzystuj¡ poj¦cie tzw. okr¦gu
ekwiwalentnego, przypominaj¡cego koncepcj¦ walca Krogha, na podstawie któ-
rego okre±lana jest porowato±¢, ilo±ciowo opisuj¡ca g¦sto±¢ naczy« krwiono±nych
w tkance. Jest wi¦c to potencjalny element powi¡zania z modelem dystrybucji
tlenu.
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2. Wykorzystanie koncepcji MCU (microcirculation unit) w miejsce pojedynczego
walca Krogha. MCU przedstawia przestrzenn¡ struktur¦ naczy« wªosowatych,
przy czym w zale»no±ci od rozpatrywanej tkanki struktura mo»e ta by¢ ró»na,
natomiast równania opisuj¡ce dystrybucje ci±nienia parcjalnego s¡ zbli»one, do
równa« wykorzystywanych w obliczeniach ci±nienia parcjalnego tlenu. Pozwala
to oczywi±cie na peªniejsz¡ analiz¦ zjawisk zachodz¡cych dostarczania tlenu do
tkanek.

3. Wykorzystanie modelu dystrybucji tlenu z uwzgl¦dnieniem dodatkowych czyn-
ników bior¡cych udziaª w wymianie gazowej w organizmie »ywym. Wymaga to
wprowadzenia dodatkowych równa« ze zmiennymi zale»nymi w postaci ci±nie«
parcjalnych takich substancji jak dwutlenek w¦gla lub te» jony wodorowe H+. Mo-
»e to by¢ istotne w przypadku rozpatrywania tkanek nowotworowych, charaktery-
zuj¡cymi si¦ odmiennymi st¦»eniami tych substancji, ni» ma to miejsce w tkance
zdrowej, tym samym wpªywaj¡c na gospodark¦ tlenow¡ w obr¦bie tkanki.

4. Peªniejsza integracja modelu dystrybucji tlenu, reprezentowanego przez walec
Krogha, z modelem reakcji fotochemicznych zachodz¡cych podczas terapii fo-
todynamicznej, co pozwoliªoby na uwzgl¦dnienie zjawisk zachodz¡cych w skali
mikro (walec Krogha) w makroskopowym modelu PDT. Poniewa» st¦»enie tlenu
trypletowego, wyst¦puj¡ce w modelu PDT jest iloczynem rozpuszczalno±ci tlenu
w tkance oraz ci±nienia parcjalnego, integracja modeli pozwoliªaby dokªadniej ni»
obecne modele okre±la¢ ilo±ciowe zu»ycie tlenu w trakcie zabiegu, przy jednocze-
snym uwzgl¦dnieniu naturalnego zapotrzebowania na tlen przez tkank¦.

5. Wykorzystanie poª¡czonych modeli przepªywu biociepªa i dystrybucji tlenu w ana-
lizie procesów zasilania tkanki przez tlen w warunkach wysiªku �zycznego. Wyma-
ga to przyj¦cia przestrzennego ukªadu naczy« kapilarnych (mog¡cych nawi¡zywa¢
do wspomnianej wcze±niej koncepcji MCU) oraz przyj¦cia dodatkowych zaªo»e«,
zwi¡zanych ze sposobem i kolejno±ci¡ zasilania poszczególnych naczy« krwiono-
±nych. Zadania takie mog¡ by¢ interesuj¡ce z punktu widzenia np. warunków
pracy w ±rodowiskach o podwy»szonej temperaturze, lub te» zaburzenia stanu
normotermii zwi¡zanego z treningiem sportowym.

6. Przeprowadzenie analizy wra»liwo±ci dla modelu terapii fotodynamicznej. Jej ce-
lem byªoby w pierwszej kolejno±ci zbadanie wpªywu poszczególnych parametrów
modelu na st¦»enia postaci singletowej i trypletowej tlenu w tkance podczas,
jednocze±nie daj¡c podstawy do rozwi¡zania zada« odwrotnych, pozwalaj¡cych
okre±li¢ skuteczno±¢ zabiegu.
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Streszczenie

Celem rozprawy doktorskiej byªa analiza poª¡czonych modeli przepªywu biociepªa
oraz dystrybucji tlenu w tkance poddanej zewn¦trznemu oddziaªywaniu termicznemu.

Dla cz¦±ci zwi¡zanej z polem temperatury wykorzystano równanie Pennesa oraz
model uszkodzenia termicznego tkanki oparty na schemacie Arrheniusa. Dodatkowo
uwzgl¦dniono zmienno±¢ parametrów termo�zycznych tkanki od temperatury i wspóª-
czynnika perfuzji od uszkodzenia termicznego tkanki. Jako model dystrybucji tlenu
wykorzystano walec Krogha opisany równaniami ró»niczkowymi dla ci±nienia parcjal-
nego tlenu oraz saturacji hemoglobiny, przy czym dla obszaru kapilary równania te byªy
poª¡czone przy pomocy odpowiedniej krzywej dysocjacji oksyhemoglobiny. Poª¡czenie
modeli zostaªo przeprowadzone w oparciu o zale»no±¢ pomi¦dzy zmiennym wspóªczyn-
nikiem perfuzji dla zadania przepªywu biociepªa oraz pr¦dko±¢ krwi w kapilarze, która
jest parametrem modelu dystrybucji tlenu. Uwzgl¦dniono równie» poª¡czenie mode-
li wynikaj¡ce z efektu Bohra. Dla modelu dystrybucji tlenu przeprowadzono analiz¦
wra»liwo±ci z wykorzystaniem metody bezpo±redniej oraz zbadano wpªyw mioglobiny
oraz zjawiska grupowania mitochondriów na wyst¦powanie hipoksji.

Rozwa»ano równie» model reakcji fotochemicznych zachodz¡cych podczas terapii fo-
todynamicznej, który opisuje proces generowania cytotoksycznej formy tlenu, w wyniku
oddziaªywania ±wiatªa. Analizy dokonano równie» dla modelu reakcji w jego poª¡cze-
niu z modelem przepªywu biociepªa, dodatkowo prezentuj¡c koncepcj¦ modelowania
obszaru nowotworu, wynikaj¡c¡ z nieregularnego ukªadu naczyniowego w jego obr¦bie.
Wykorzystano równie» walec Krogha, do okre±lenia pocz¡tkowego st¦»enia tlenu tryple-
towego w tkance. Poniewa» zarówno równanie przepªywu biociepªa, jak i model reakcji
fotochemicznych wymagaj¡ znajomo±ci dystrybucji ±wiatªa w tkance, wykorzystano
równanie dyfuzji optycznej, w jednym z wariantów równie» uwzgl¦dniaj¡cym zmien-
no±¢ efektywnego wspóªczynnika rozpraszania od termicznego uszkodzenia tkanki.

Na etapie realizacji numerycznej wykorzystano metod¦ ró»nic sko«czonych, metod¦
strzaªów oraz pierwszy schemat metody elementów brzegowych. Opracowano autorskie
algorytmy i kody obliczeniowe w ±rodowisku MATLAB.

W ostatnim rozdziale pracy przedstawiono wnioski oraz kierunki dalszych bada«.



Abstract

The purpose of the dissertation was to analyze combined models of bioheat transfer
and oxygen distribution in tissue subjected to external thermal exposure.

For the part related to the temperature �eld, the Pennes equation and the thermal
damage model of the tissue based on the Arrhenius scheme were used. In addition, the
variation of the thermophysical parameters of the tissue by temperature and the per-
fusion coe�cient from thermal damage to the tissue were taken into account. A Krogh
cylinder described by di�erential equations for oxygen partial pressure and hemoglo-
bin saturation was used as a model of oxygen distribution, with the equations for the
capillary subdomain linked by the corresponding oxyhemoglobin dissociation curve.
The combination of models was carried out based on the relationship between the
variable perfusion coe�cient for the bioheat transfer task and the blood velocity in
the capillary, which is a parameter of the oxygen distribution model. The combination
of models resulting from the Bohr e�ect is also included. For the oxygen distribution
model, a sensitivity analysis was carried out using the direct method, and the e�ect of
myoglobin and the mitochondrial clustering phenomenon on the occurrence of hypoxia
was investigated.

A model of photochemical reactions occurring during photodynamic therapy was
also considered, which describes the process of generating a cytotoxic form of oxygen
as a result of light exposure. Analysis was also made for the reaction model in its
combination with the bioheat transfer model, which additionally presents the concept
of modeling the tumor region resulting from the irregular vascular within it. A Krogh
cylinder was also used to determine the initial concentration of triplet oxygen in the
tissue. Since both the bioheat transfer equation and the photochemical reaction model
require knowledge of the distribution of light in the tissue, the optical di�usion equation
was used, with one variant also accounting for the variation of the e�ective scattering
coe�cient from thermal damage to the tissue.

In the numerical implementation stage, the �nite di�erence method, the shooting
method and the �rst scheme of the boundary element method were used. In-house
algorithms and codes were developed in the MATLAB environment.

The �nal chapter presents conclusions and directions for further research.
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