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Teoria kolejek, zwana réwniez teoria masowej obstugi, na przestrzeni ostat-
nich kilkudziesieciu lat przyczynila sie do znaczacego rozwoju technologii w
dziedzinie telekomunikacji, w szczegdlnosci w zakresie sieci oraz systeméw
komputerowych. Istota tej teorii jest badanie zjawiska przetwarzania (ob-
stugi) naptywajacych do systemu teleinformatycznego zgloszen (pakietéw).
W procesie tym dochodzi do akumulacji zgloszen oczekujacych na obstuge
(czyli tworzenia kolejki zgloszen), zas sama obstuga odbywa sie wedle przy-
jetej w systemie dyscypliny (regulaminu). Postepujaca informatyzacja spo-
teczenstwa przeklada sie na rosnace znaczenie tego typu systemow. Zaspoko-
jenie popytu realizowane jest przez rozwdj i upowszechnianie urzadzen oraz
ustug telekomunikacyjnych: poczawszy od komputeréw i Internetu, poprzez
zyskujace na znaczeniu inteligentne urzadzenia (ang. smart device) wykorzy-
stujace jako medium sieci komérkowe badz Internet, a skonczywszy na mniej
rozpowszechnionych, operujacych w koncepcji Internetu rzeczy urzadzeniach
IoT (ang. Internet of Things) dla ktérych medium stanowia bezprzewodowe
sieci sensorowe lub Internet. Kazde z wymienionych urzadzen generuje wia-
Sciwy dla uzytej technologii ruch sieciowy majacy bezposrednie przetozenie
na proces kolejkowania przesylanych zgloszen.

W tym miejscu wskazanym jest wspomnieé¢ powigzane tematycznie prace
Erlanga, ktérego powszechnie uwaza sie za prekursora teorii kolejek. Wktad
Erlanga i kontekst, w ktérym pracowal zostaly dobrze opisane przez Brock-
meyera, Halstroma i Jensena w ich magisterskich wydaniach [20] jego arty-
kutéw. W swojej pracy z 1909 r. Erlang argumentowatl, ze liczba potaczen
przychodzacych do centrali telefonicznej w danym przedziale czasu moze zo-
staé opisana rozktadem Poissona. Przyjmujac to zalozenie otrzymal repre-
zentacje dla rozkladu czasu oczekiwania na polaczenie w sytuacji, w ktorej
rozmowy (polaczenia) maja réwna i stala dlugosé. W 1963 roku Kendall
[91] zaproponowal wprowadzenie uniwersalnej notacji dla wszystkich modeli
kolejkowych. W [94] Kingman dokonal przegladu najwazniejszych wynikow
teorii kolejek, szczegolnie tych uzyskanych w ciagu pierwszych szesédziesieciu
lat po artykule Erlanga z 1909 roku.

Istotny wklad teoretyczny do rozwoju teorii masowej obstugi wniést Le-
onard Kleinrock. Najbardziej znane sa jego wczesne prace dotyczace teorii
kolejek [95] [96], ktére znalazty zastosowanie w wielu dziedzinach. Kluczowe
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znaczenie maja tu matematyczne podstawy przelaczania pakietéw — jednej
z podstawowych technik Internetu. Poza informatyka teoria kolejek wyko-
rzystywana jest réwniez w ekonomii, logistyce, transporcie, zarzadzaniu, a
takze w innych galeziach nauk technicznych.

Tematyka niniejszej rozprawy wpisuje sie w nurt badan nad zagadnie-
niami wystepujacymi w teorii masowej obstugi, koncentrujac sie na analizie
systemow kolejkowych majacych zastosowanie w sieciach komputerowych
i telekomunikacji. W szczegdélnosci, przedmiotem rozwazan ujetych w dy-
sertacji sg jednokanalowe modele kolejkowe z poissonowskim strumieniem
wejsciowym, skonczonym rozmiarem bufora kolejki oraz dyscypling zawie-
szenia obstugi typu ,multiple vacation”. Modele kolejkowe z ograniczona
pojemnoscig bufora akumulujacego sa przedmiotem intensywnych badan.
Dzieje sie tak ze wzgledu na ich charakterystyczne wlasciwoéci, umozliwia-
jace modelowanie proceséw zachodzacych np. w przetacznikach sieciowych
(routerach), w ktorych zachodza zjawiska zwiazane z: akumulacja pakietéw
w buforze urzadzenia badz ich utrata na skutek przepelnienia tegoz bufora,
przetwarzaniem pakietow zgodnie z przyjeta dyscyplina, czy tez opdznie-
niem kolejkowania wynikajacym z oczekiwania pakietow w buforze. W przy-
padku modeli kolejkowych z ograniczeniami w dostepie do serwera pojawia
sie dodatkowo mozliwo$¢ bardziej precyzyjnego opisu rzeczywistych syste-
moéw, w ktorych moze dochodzi¢ do tymczasowych przestojéw w dostepie do
urzadzenia przetwarzajacego pakiety. Rzeczone przestoje moga wynikaé m.
in. z koniecznosci oszczedzania energii w urzadzeniu zasilanym bateryjnie,
ktore wobec zaistnienia odpowiednich okolicznoéci przechodzi z trybu pel-
nej gotowosci w tryb zuzywajacy mniejszg ilos¢ energii. Przyktadem takowej
okolicznodci jest sytuacja, w ktérej system kolejkowy zostaje oprézniony z
pakietow, woéwczas urzadzenie moze przejs¢ w niskoenergetyczny tryb nastu-
chu i akumulacji nadchodzacych w przyszlosci pakietdw.

Problem oszczednosci energii w sieciach sensorowych zostal poruszony
m. in. w pracach [107], [64], [77], przedstawiajacych rézne typy modeli kolej-
kowych. Jak tatwo zauwazy¢, znakomita wigekszos¢ dostepnych w literaturze
wynikéw analitycznych opracowanych dla modeli kolejkowych z ogranicze-
niami w dostepie do serwera dotyczy stanu ustalonego systemu. Charakte-
rystyki stanu ustalonego ilustruja dtugoterminowsa prace systemu, stanowiac
niezbedna podstawe do oceny efektywnosci ich pracy. Jednakze czasami w
praktyce tranzytywna (niestacjonarna) analiza charakterystyk systeméw ko-
lejkowych jest wskazana lub wrecz konieczna. Wynika to m. in. z faktu wyste-
powania w ruchu sieciowym nastepujacych zjawisk: samopodobienistwa (ang.
self-similarity) — [35], [108], [168]; dlugookresowej zaleznosci (ang. long-range
dependence) — [38], [40], [176]; spietrzenia pakietéw (ang. burstiness) — [59],
[122], [148]. Owe zjawiska moga przyczyniaé¢ si¢ do niemoznosci osiggniecia
przez system stanu ustalonego w kréotkim horyzoncie czasu. Tranzytywna
analiza zachowania systeméw kolejkowych pozwala na monitorowanie ich
pracy bezposrednio po uruchomieniu systemu, a takze w okresach przesto-
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jow i sytuacjach destabilizacji pracy serwera oraz w przypadku, gdy sta-
bilizacja systemu trwa relatywnie dlugo np. wskutek nieregularnego ruchu
wejsciowego. Ogdlna postaé zaprezentowanych w pracy wynikéw umozliwia
modelowanie systeméw, w ktérych obstuga pakietow odbywa sie zgodnie z
dowolnym rozkladem prawdopodobienstwa.

Zaprezentowane w niniejszej rozprawie wyniki badan dotycza tranzytyw-
nych ( niestacjonarnych) charakterystyk modeli kolejkowych z jedna stacja
obstugi zgtoszen, skonczonym buforem, poissonowskim strumieniem wejscio-
wym oraz dyscypling zawieszenia obstugi sktadajaca sie z wielokrotnych
okreséw przestoju (ang. multiple vacation), ktérych dlugosci w ogdlnym
przypadku sg zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie prawdopodo-
bienstwa. Zalozenie skonczonoéci bufora jest wysoce znaczace w przypadku
modelowania proceséw zachodzacych w sieciach komputerowych, w szczegdl-
noéci w bedacych przedmiotem zainteresowan autora sieciach sensorowych,
opartych czesto na urzadzeniach o znaczaco ograniczonej mocy przetwarza-
nia i zasobach systemowych. Uzyskane w dysertacji wyniki analityczne cha-
rakterystyk kolejkowania sg podane w postaci transformat Laplace’a oraz
funkcji tworzacych transformat Laplace’a. W pracy uzyskano szczegdtowe
wyniki dla nastepujacych charakterystyk: dtugosci kolejki, czasu do wysta-
pienia pierwszego przepelnienia bufora akumulujacego, czasu oczekiwania
na obstuge oraz procesu liczacego obstuzone pakiety. Ponadto, wszystkie
wymienione charakterystyki zostaly wyznaczone zaréwno dla pojedynczego
jak i grupowego naptywu pakietéw do systemu.

Opisane w dysertacji wyniki badan uzyskano metodami analitycznymi,
a zaprezentowane zostaly w postaci twierdzen, w ktérych to wymienione w
poprzednim akapicie charakterystyki sa przedstawione w postaci funkcjona-
l6w zaleznych od parametréw modelu (np. rozmiaru bufora) oraz rozkla-
déw prawdopodobienistwa (np. intensywnosci strumienia wejsciowego, czasu
obstugi zgloszen). Otrzymane wyniki teoretyczne sa zilustrowane licznymi
przyktadami numerycznymi, wygenerowanymi z uzyciem $rodowiska obli-
czeniowego Mathematica 12.1 [170]. Poprawno$¢ przedstawionych rozwazan
jest zweryfikowana metoda symulacji wykonanych w symulatorze zdarzen
dyskretnych OMNeT++ 5.6.1 [163] i zaprezentowana w podrozdziatach opi-
sujacych analize poréwnawcza obliczen numerycznych i symulacyjnych. Po-
nadto, z uwagi na specyfike badanych w rozprawie modeli kolejkowych, za-
proponowana zostala koncepcja wykorzystania metody Powella [131] przy
doborze zoptymalizowanej dtugoéci okreséw przestoju, wystepujacych w roz-
wazanym mechanizmie zawieszenia obstugi. W celu realizacji tej koncepcji,
zagadnienia kolejkowania pakietéw przeniesione zostaly na grunt Dynamiki
Systemowej, a za pomoca dedykowanego oprogramowania Vensim [165] stwo-
rzono model symulacyjny. Model ten zostal zweryfikowany poprzez wykona-
nie analizy poréwnawczej wynikéw symulacji, w zestawieniu z oczekiwanymi
warto$ciami liczbowymi. Rezultaty przedstawionej metodyki uzyskiwania
(przy uzyciu symulacji) optymalnej dlugosci okresu przestoju w rozwaza-
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nych modelach kolejkowych zostaly zaprezentowane na przedstawionych w
pracy wykresach.

Zasadnicza cze$¢ zawartych w pracy rozwazan, a mianowicie: Rozdzialty
3, 516 oraz Rozdzialy 2 i 4 za wyjatkiem zawartych w nich podrozdzialéow
2.1 i 4.1 odpowiednio, stanowia oryginalne wyniki badan autora. Wyniki
uzyskane m.in. z wykorzystaniem metodologii wtozonych lancuchéw Mar-
kowa, twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym dla ciagtych zmien-
nych losowych, metody potencjalu oraz teorii odnowy zostaly w znaczacej
wiekszosci opublikowane w miedzynarodowych czasopismach badz materia-
tach konferencyjnych, a jeden wynik pochodzacy z podrozdziatu 3.1 ukazal
sie¢ w monografii.

Cel rozprawy

Celem rozprawy jest stochastyczna analiza najwazniejszych charaktery-
styk modeli kolejkowych z dyscypling zawieszenia obstugi typu ,multiple va-
cation” w stanie niestacjonarnym (tranzytywnym, w ustalonej chwili czasu
t). Przedstawione w dysertacji rezultaty badan dotyczq:

e precyzyjnego modelowania ruchu sieciowego z uwzglednieniem mecha-
nizmu zawieszenia obstugi oraz skoriczonego rozmiaru bufora urzgdze-
nia kolejkujgcego pakiety;

o czterech kluczowych charakterystyk modeli w stanie nieustalonym, kto-
rych rozklady prawdopodobienstwa zostaly wyznaczone analitycznie w
postaci jawnej z uzyciem transformat Laplace’a;

o strumienia wejSciowego uwzgledniajgcego zarowno pojedynczy jok i gru-
powy naplyw pakietow;

o numerycznej analizy funkcjonowania rozwazanych modeli;

o wykorzystania Dynamiki Systemowej oraz metody Powella przy doborze
zoptymalizowanej diugosci okresow przestoju wystepujgcych w rozwa-
zanym mechanizmie zawieszenia obstugi.

Teza rozprawy

Matematyczne metody, oparte na wykorzystaniu koncepcji wtozonego tan-
cucha Markowa, twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym dla cigglych
zmiennych losowych, uktadow rownan catkowych typu Volterry, metody po-
tencjalu, a takze wybranych narzedzi © wynikow analizy matematycznej oraz
teorii odnowy, umozliwiajg precyzyjne modelowanie zachowania sie syste-
mow kolejkowych z mechanizmem zawieszenia obstugi w stanie nieustalo-
nym. Dynamika zmian charakterystyk rozwazanych systemow kolejkowych w
stanie nieustalonym jest mozliwa do odwzorowania w modelu symulacyjnym
zbudowanym w oparciuv o metodologie Dynamiki Systemowej, a analiza tejze
dynamiki w skonstruowanym modelu z jednoczesnym zastosowaniem metody
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Powella umoZliwia dobor optymalnej diugosci okreséw przestoju mechanizmu
zawieszenia obstugr.

Zawarte w pracy wyniki umozliwiaja uzyskanie odpowiedzi na pyta-
nia, jak zmiana dlugosci okresow przestoju, a takze zmiany intensywnosci
wplywu, intensywnosci obstugi, badZ wartosci poczatkowej liczby obecnych
w systemie pakietéow, wplywaja na:

e dlugosé kolejki,

e rozktad prawdopodobienstwa czasu do pierwszego przepelnienia bu-
fora,

e wirtualny czas oczekiwania na obstuge,
e liczbe obstuzonych pakietéw w okreslonym czasie.

Inng kwestia, ktéra mozna rozstrzygnaé¢ na podstawie wynikow badan za-
prezentowanych w dysertacji, jest ustalenie, po jakim czasie od startu praca
systemu stabilizuje si¢ i jaki wplyw na te stabilizacje ma jego stan poczat-
kowy. Ponadto, mozliwe jest takze okreslenie stopnia przetozenia warunkdow
transmisyjnych wystepujacych w systemie na mozliwos¢ doboru oraz wyni-
kowa warto$¢ optymalnej dtugosci okreséw przestoju mechanizmu zawiesze-
nia obshugi.

Zawarte w rozprawie wyniki przedstawione zostaly wedlug nastepujacego
porzadku. W Rozdziale 1 opisano wstepne informacje na temat systeméw
kolejkowych typu M/G/1/N, a takze stosowane oznaczenia i wyniki pomoc-
nicze. Rozdzialty 2 - 5 stanowig gléwng czesé rozprawy. Prezentuja wyniki
uzyskane dla tranzytywnych rozktadéw prawdopodobienstwa charakterystyk
takich jak dtugosé kolejki, czas do pierwszego przepelnienia bufora, op6znie-
nia kolejkowania oraz proces liczacy obstuzone zgtoszenia w modelach typu
M/G/1/N z mechanizmem zawieszenia obstugi. Wyniki odnosza si¢ do ko-
lejkowania prostych i zlozonych proceséw Poissona (co w praktyce oznacza
uwzglednianie pojedynczego i grupowego naptywu pakietéow). Rozdzial 6
opisuje zastosowanie Dynamiki Systemowej w celu symulowania zachowania
sie systemu M~ /D/1/N z mechanizmem zawieszenia obstugi rozwazanym w
rozprawie w dedykowanym oprogramowaniu Vensim. Stworzony model sy-
mulacyjny umozliwia wyznaczenie optymalnej dlugosci okreséw przestoju,
wystepujacych w rozwazanym mechanizmie zawieszenia obshtugi. Informa-
cje uzupelniajace w postaci kodu programu symulatora zdarzen dyskret-
nych, umozliwiajacego symulowanie zachowania sie systeméw kolejkowych
MX /G/1/N z dyscypling zawieszenia obstugi, znajduja si¢ w dodatku A w
postaci dotaczonego zalacznika.
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Rozdziat 1

Model kolejkowy z dyscypling zawieszenia
obstugi typu ,,multiple vacation”

Sformutowanie teoria kolejek po raz pierwszy uzyte zostato w pracy Kendalla
[90], ktory to dwa lata péZniej w artykule [91] zaproponowal notacje A/B/C
wprowadzajaca podzial systemdéw masowej obstugi na poszczegdlne podtypy.
W roku 1966 notacja Kendalla zostala rozwinieta przez Lee w pracy [104]
poprzez wprowadzenie dodatkowych symboli K, L, D. W rezultacie notacja
A/B/C/K/L/D okresla system kolejkowy, w ktérym

e A okredla typ rozkladu zmiennej losowej czasu pomiedzy kolejnymi
zgloszeniami;

B okreéla typ rozkladu zmiennej losowej czasu obstugi zgloszen;
e ( oznacza liczbe stanowisk obstugi;

e K oznacza rozmiar kolejki (maksymalna liczbe zgloszen, ktére moga
by¢ réwnoczesnie obecne w systemie);

e [ oznacza rozmiar zrédla zgloszen;

e D oznacza dyscypline obstugi zgloszen.

Przypadki, w ktérych oznaczenia K i/lub L zostaly pominiete odnosza sie
do systemoéw, dla ktérych dopuszcezalny rozmiar kolejki i/lub rozmiar Zrédla
zgloszen sg nieskoniczone. Ponadto, pominiecie symbolu D jest utozsamiane
z zalozeniem rozpatrywania naturalnej dyscypliny obshtugi zgloszen FIFO
(ang. First In First Out). W notacji Kendalla literze A moga odpowiadaé
m. in. nastepujace symbole M, M¥X | D, E,, G oznaczajace odpowiednio stru-
mien wejéciowy opisany procesem Poissona z pojedynczym badz grupowym
naplywem zgloszen, rozklad deterministyczny, rozktad Erlanga rzedu k oraz
rozktad dowolny czaséw pomiedzy pojawianiem sie kolejnych zgloszen. Wy-
mienione oznaczenia moga takze odpowiadac literze B, przy czym M ozna-
cza wowcezas rozklad wyktadniczy czasu obstugi pojedynczego zgloszenia.
Uscislajac, typowy model kolejkowy charakteryzowany jest przez:
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1. Model kolejkowy z dyscypling zawieszenia obstugi typu...

1. Strumien wejsciowy, czyli proces stochastyczny opisujacy naptyw zglo-
szen do systemu. Czestotliwo$¢ pojawiania sie zgloszen jest charakte-
ryzowana przez intensywnos¢ strumienia A, oznaczajaca Srednig liczbe
zgloszen pojawiajacych sie w jednostce czasu, badZ tez éredni czas
pomiedzy kolejnymi momentami wplywu zgloszen. W zaleznosci od
zastosowania konkretnego modelu kolejkowego zamiennie stosuje sie
okreslenia zgloszenie, pakiet, klient, wiadomosé. W niniejszej rozpra-
wie glownie uzywaé bedziemy terminéw zgloszenie i pakiet, przy czym
szczegbdly dotyczace stosowanej terminologii opisano w podrozdziale
1.2 po wprowadzeniu Definicji 1.9. Majac na uwadze matematyczna
strukture strumienia zdarzen, mozliwym jest scharakteryzowanie stru-
mienia wejéciowego poprzez rozklady prawdopodobienstwa czaséw po-
miedzy wystepujacymi po sobie momentami wplywu zgloszen. Naj-
czesciej przyjmuje sie, iz czasy te opisane sg za pomoca niezaleznych
zmiennych losowych o takich samych rozktadach prawdopodobienstwa.
W takim przypadku strumien wejéciowy jest czesto modelowany za
pomoca procesu Poissona: prostego badz zlozonego (rozktad wyktad-
niczy czaséw pomiedzy pojawianiem sie kolejnych zgloszen lub grup
zgloszen, odpowiednio). Innym szczegdlnym przypadkiem jest statosé
odstepdéw czaséw pomiedzy kolejnymi momentami naptywu zgloszen —
woéwcezas strumien wejSciowy opisany jest w sposéb deterministyczny.

2. Czas obshugi pojedynczego zgloszenia, ktéry moze by¢ zmienna losowa
badz tez moze by¢ staly (okreslony deterministycznie). Analogicznie
jak w przypadku strumienia wejSciowego, okreéla sie intensywno$¢ ob-
stugi zgloszen 1 na jednostke czasu lub Sredni czas obstugi pojedyn-
czego zgloszenia. Modelujac proces obstugi zgloszen zaktadamy, ze czas
ich obstugi jest niezalezny od strumienia wyjsciowego. Zwréémy takze
uwage na fakt, iz czas obstugi zgloszenia nie jest tozsamy z czasem
pobytu pakietu w systemie. Powodem tego sa opdznienia kolejkowania
zaistniale w sytuacjach, gdy stanowisko obstugi jest zajete, co wymu-
sza oczekiwanie pakietu na obstuge w buforze kolejki. Obstuga zgloszen
moze rowniez przebiegaé grupowo, jednakze w niniejszej rozprawie nie
bedziemy zajmowa¢ sie takimi przypadkami.

3. Liczbe stanowisk obstugi, odpowiedzialnych za rownolegta obstuge zgto-
szen. Stanowiska te moga wspotdzieli¢ kolejke lub tez posiadaé¢ od-
dzielne kolejki. W terminologii zamiennie stosujemy okreslenia stano-
wisko obstugi, serwer, stacja obstugi.

4. Rozmiar (dlugosé) kolejki, okreslajacy ilo$¢ miejsc na ktérych akumu-
luje sie zgtoszenia oczekujace na obstuge. Iloé¢ tychze miejsc okreélana
jest najczesciej stowem pojemnosé bufora. Nalezy zwrdcié uwage na
fakt, iz pojemnosé systemu kolejkowego nie jest rowna rozmiarowi bu-
fora, gdyz pakiet badz pakiety bedace w trakcie obstugi nie sg wliczane
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do tegoz rozmiaru. Jesli w systemie kolejkowym zajdzie sytuacja, w
ktorej bufor zostaje zapetniony zgloszeniami, wéwczas - tak dtugo, jak
trwa taka sytuacja - kazde przychodzace zgloszenie jest tracone — nie
wchodzi do systemu z braku miejsca.

5. Dyscypline obstugi zgloszen, okreslajaca kolejnosé, z jaka obstugiwane
sg zgloszenia zakumulowane w buforze kolejki. Wyrézniamy nastepu-
jace klasyczne algorytmy szeregowania:

FIFO (ang. First In First Out) — kolejnos$¢ obslugi jest zgodna z
kolejnoscia naptywu zgloszen do systemu ( regulamin listy);

LIFO (ang. Last In First Out) — jako pierwsze obslugiwane jest
ostatnie zakumulowane w buforze zgloszenie, innymi stowy obo-
wiazuje odwrotna wzgledem naplywu zgtoszen kolejnos¢ ich ob-
shugi (regulamin stosu) ;

SIRO (ang. Service In Random Order) — losowa kolejno$é¢ obstugi
zgloszen;

priorytetowa obstuga zgloszen, w ktérej zgodnie z ustalonym algo-
rytmem zgloszeniom przypisany zostaje priorytet, wedle ktérego
zgloszenia uzyskuja pierwszenstwo do bycia obstuzonym.

Rysunek 1.1 przedstawia schematy dwodch typowych systeméw kolejko-
wych, posiadajacych jedno badz wiele stanowisk obstugi.

A— S e D S

/ 7\
Stanowisko / \ /
7 \

Kolejka  obshugi Kolejka [ oA H
N / o

.

\ ']

\

\\/ [T
./

Stancm iska
obstugi

(a) (b)

Rysunek 1.1: Schemat systemu kolejkowego (a) z jednym stanowiskiem ob-
stugi; (b) z wieloma stanowiskami obstugi.

Systemy kolejkowe ze skoniczonym buforem maja szerokie zastosowanie
w modelowaniu kolejek wystepujacych w weztach sieci komputerowych oraz
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telekomunikacyjnych [50], [149], [161]. Stad znajomos$é charakterystyk sto-
chastycznych takich systemow ma kluczowe znaczenie w ocenie wydajnosci
modelowanych sieci [36], [37], [91]. Posiadajac informacje o natezeniu ruchu
w sieci oraz o intensywnosci obstugi zgloszen, mozemy ustali¢ rozmiar kolejki
w czasie, a tym samym dobra¢ odpowiedni rozmiar bufora w celu zminima-
lizowania liczby utraconych pakietéw. Stopien intensywno$ci obstugi zglo-
szeh ma swoje przelozenie na czas pobytu pakietéw w systemie, a z drugiej
strony ma takze wplyw na energooszczednosé stanowiska obshugi. Modele
kolejkowe sg pomocne w osigganiu satysfakcjonujacego kompromisu pomie-
dzy kosztami obshlugi zgloszen, a czasem oczekiwania w kolejce. Podstawa
oceny wydajnosci modelu kolejkowego jest wyznaczenie probabilistycznych
charakterystyk dotyczacych:

o dlugosci kolejki,

e czasu do wystgpienia pierwszego przepelnienia bufora,

e czasu oczekiwania na obstuge pojedynczego zgloszenia,

e liczby obstuzonych zgloszen w ustalonym okresie czasu,

e czaséw trwania okreséw przepeinienia bufora,

e czasOw trwania okresow zajetosci systemu,

e czaséw trwania okreséw bezczynnodci stacji obstugi,

e wspoélezynnika wykorzystania stanowiska obstugi,

e wspoltczynnika strat zgltoszen z powodu przepekienia bufora.

Systemy kolejkowe ze skoniczonym buforem sa dosy¢ dobrze omdwione
w literaturze teorii kolejek, niemniej jednak stanowcza wiekszos¢ opracowan
dotyczy stanu ustalonego. Analiza stanu ustalonego w niemarkowskich mo-
delach najczesciej dokonywana jest poprzez wykorzystanie metody zmien-
nych uzupelniajacych (ang. supplementary variables) [171] do wyznacze-
nia réwnan Kolmogorowa [97], ktére to sa rozwiazywane metoda operato-
rowa. Odmienne podejécie wykorzystuje zaproponowana przez Kendalla [91]
oparta na wtozonych tancuchach Markowa metode wyznaczania charaktery-
styk kolejkowych za pomoca tancuchéw Markowa, ktére sa wyekstrahowane
z proceséw niemarkowskich przy uzyciu punktéw regeneracji [128]. Rozwdj
przytoczonej metodyki postepowania zostal opisany w pracach [110] oraz
[147], a polega on na zastosowaniu ukladéw réwnan catkowych w analizie
rozktadéw prawdopodobienstwa. Kolejnym rozwinieciem tejze metodologii
jest uwzglednianie teorii odnowy, dajacej narzedzia umozliwiajace wykona-
nie analizy tranzytywnej.
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Jedna z pierwszych prac skupiajacych si¢ na temacie analizy stanu nie-
ustalonego w systemach kolejkowych jest artykul [45], w ktérym zapropono-
wano metode symulacyjnej analizy tranzytywnej modeli kolejkowych zalezna
od przyjetych warunkéw poczatkowych. W przypadku systemoéow kolejko-
wych typu M /M /1, w [129] zostala zaprezentowana analityczna charaktery-
styka naptywu doktadnie i pakietéw przy jednoczesnej obstudze j pakietéow,
w zadanym przedziale czasu t. Charakterystyka ta ma szczegdlne znacze-
nie w przypadku modeli, w ktérych nastepuje okresowe opréznienie kolejki,
poprzedzane akumulacja zgloszen w buforze. Innym artykutem traktujacym
o tranzytywnej analizie systeméw typu M /M /1, jest [2]. Dokonano w nim
aproksymacji momentow silni dtugosci kolejki w funkcji czasu t, w ktérych
to momentach kolejka zostaje oprézniona. Proste przyblizenia wykladnicze
i hiperwyktadnicze dla funkcji pierwszych dwéch momentéw pomagaja po-
kaza¢, w jaki sposob kolejka zbliza sie do stanu ustalonego w miare uptywu
czasu. Wzory te pomagaja rowniez okredli¢, czy opisy stanu ustalonego sa
uzasadnione, gdy intensywnosci naptywu i obstugi pakietéw sg prawie stale
w pewnym przedziale czasu, ale ewolucja systemu nie rozpoczyna sie w sta-
nie ustalonym. W kolejnym artykule [3] pokazano, w jaki spos6b mozna
rozszerzy¢ analize oparta na transformacie Laplace’a przeprowadzong przez
Baileya w pracach [12] i [13], aby uzyskaé¢ dodatkowe informacje na temat
zaleznej od czasu charakterystyki dlugosci kolejki w modelu M/M/1. Za-
prezentowano faktoryzacje transformaty, ktéra prowadzi do przedstawienia
pierwszego momentu rozktadu dhugosci kolejki jako funkcji czasu posiadaja-
cej dwie sktadowe monotoniczne. Faktoryzacja utatwia opracowanie przybli-
zen dla momentoéw i okreslenie ich asymptotycznego zachowania, gdy czas
t — o00. Dalsze uogélnienie wynikow analizy tranzytywnej przedstawiono w
[65], gdzie wyprowadzony zostal rozklad czasu przebywania n-tego klienta
w kolejece M /M /s z poczatkowo obecnymi k klientami. Opracowane sa row-
niez algorytmy do obliczania kowariancji miedzy czasami przebywania w
kolejce M /M /1 z k klientami obecnymi w czasie t = 0. W pracy zaprezen-
towano takze opracowany kod komputerowy Maple do praktycznego zasto-
sowania analizy tranzytywnej kolejek dla wielu miar wydajnosci systemu,
bez wzgledu na natezenie ruchu (takze w przypadku niestabilnego systemu
o zbyt duzym natezeniu ruchu).

Zaprezentowane w niniejszej dysertacji wyniki dla czterech wybranych
tranzytywnych charakterystyk kolejkowych zostaly uzyskane poprzez zasto-
sowanie podejscia wykorzystujacego rézne techniki analityczne: idee wlo-
zonego lancucha Markowa, ciggla formule prawdopodobienstwa catkowi-
tego, réwnania catkowe typu Volterry, metode potencjatu opracowana przez
V.S. Korolyuka oraz teori¢ odnowy. Otrzymane w rozprawie wyniki ana-
lityczne dla poszczegdlnych charakterystyk maja postaé twierdzen, w kto-
rych w zwartej postaci podano reprezentacje (wzory) dla transformat La-
place’a badz funkcji tworzacych transformat Laplace’a rozkladéw prawdo-
podobienstw badanych charakterystyk.
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W celu otrzymania i wizualizacji wynikow numerycznych dla uzyska-
nych transformat, zastosowano algorytmy numerycznego odwracania trans-
formaty Laplace’a, a mianowicie algorytm Gavera-Stehfesta lub algorytm
Abate-Choudhury-Whitt (obydwa algorytmy zaczerpnieto z pracy [1]). Do
weryfikacji zaprezentowanych wynikéw numerycznych uzyto symulacji zda-
rzen dyskretnych, ktéra wykonano w dedykowanym érodowisku OMNeT++,
umozliwiajacym symulowanie zachowania sie systeméw kolejkowych. W cze-
Sci A dotaczonego zatacznika zamieszczono napisane w jezyku C++4 kluczowe
funkcje, wystepujace w kodzie zrodlowym napisanego symulatora.

1.1 Opis modelu

W rozprawie rozwazamy modele kolejkowe typu M /G/1/N oraz M~ /G/1/N,
w ktérych naplyw zgloszen opisywany jest odpowiednio za pomocg prostego
i zlozonego procesu Poissona, o zadanej parametrem A intensywnosci. Ob-
stuga zgloszen jest zgodna z naturalng dyscypling FIFO, a czasy obstugi po-
szczegllnych zgloszen sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowych
rozkladach z dystrybuanta F'(-). Maksymalna pojemnosé systemu (w sen-
sie liczby zgloszen mogacych przebywaé¢ w nim réwnoczesnie) jest réwna N
(N — 1 miejsc w buforze i jedno miejsce dla zgloszenia aktualnie obstugiwa-
nego). Kazdorazowo w momencie, w ktérym konczy sie obstuga zgloszenia,
a bufor nie zawiera innych zgloszen, serwer rozpoczyna okres zawieszenia
obstugi. Okres ten sktada sie z kolejnych (multiple) okreséw przestoju (va-
cation) bedacych zmiennymi losowymi niezaleznymi o jednakowych rozkta-
dach z dystrybuanta G(-). Po zakonczeniu kazdego z pojedynczych okresow
przestoju monitorowany jest stan bufora, a wowczas jesli zawiera on choé
jedno zakolejkowane zgloszenie, serwer nie uruchamia kolejnego okresu prze-
stoju. W przeciwnym wypadku inicjalizowany jest kolejny okres przestoju
okreslony dystrybuanta G(-).

Jedna z pierwszych prac badawczych opisujacych rozwazany w dyserta-
cji model M/G/1/N =z dyscyplina zawieszenia obstugi jest [105] autorstwa
Lee, w ktérej to rozktad dlugosci kolejki jest badany przy uzyciu wlozo-
nych tancuchéw Markowa. Wykorzystujac technike zmiennej uzupetniajacej
wyprowadzony zostal wzor ogdlny dla rozkladu dlugosci kolejki w stanie
ustalonym, jak rowniez wzér na prawdopodobienstwo zapelnienia bufora w
tymze stanie. Poprzez stosowanie funkcji tworzacych rozktadéw prawdopo-
dobienstwa otrzymano takze rozktady okresu zajetosci i czasu oczekiwania.
Autor dokonuje rozszerzenia badan, prezentujac je w kolejnej pracy [106], w
ktorej rozwazany jest model z serwerem rozpoczynajacym okres zawieszenia
obstugi, jesli kolejka zostala oprézniona lub obstuzono m zgloszen w trak-
cie nieprzerwanej obstugi. Prezentowane w pracy charakterystyki dtugosci
kolejki oraz okresu zajetosci w stanie ustalonym sa wyprowadzone rowniez
dla bufora o nieograniczonej pojemnosci (N — o). Kolejny postep w bada-
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niach nad modelem zostal zaprezentowany m. in. przez Takagiego w [152].
Autor wykorzystal analize cyklu odnowy okreséw zajetosci serwera oraz za-
wieszenia przez niego obstugi do uzyskania miary przepustowosci systemu
i éredniego czasu oczekiwania dla stanu ustalonego. Otrzymal On réwniez
transformate Laplace’a-Stieltjesa funkcji rozktadu wirtualnego czasu oczeki-
wania na obstuge, poprzez zastosowanie metody zmiennych uzupelniajacych
do lacznego rozktadu wielkosci kolejki i czasu obstugi badz jej zawiesze-
nia. W pracy [116] analizowany jest stan nieustalony (tranzytywny) modelu
M/G*?/1 z grupows obstuga i zgloszen (a < i < b) oraz buforem, ktéry po-
zwala na zakumulowanie maksymalnie b zgloszen. Aby rozpoczaé obshuge,
wymagane jest minimum a zgloszen, a serwer rozpoczyna okres zawiesze-
nia obstugi, gdy w buforze znajdzie mniej niz a zgtoszen oczekujacych. Je-
sli serwer konczy okres przestoju i ponownie zastaje mniej niz a zgloszen
oczekujacych, natychmiast rozpoczyna kolejny okres, a wszystkie nastepu-
jace kolejno po sobie okresy przestoju wspélnie stanowig, jeden ciagly okres
zawieszenia obstugi. Autorzy, korzystajac z teorii proceséw odnowy, wypro-
wadzili formuty na zalezne od czasu prawdopodobienstwo, iz system w chwili
t znajduje sie w stanie (7, j) nalezacym do nastepujacej przestrzeni stanéw
S={(4,4);a <i<b0<j<bfU{(0,5);0<j<b}.

Zaprezentowane w niniejszej dysertacji wyniki réwniez zostaly uzyskane
poprzez zastosowanie idei wtozonych tancuchéw Markowa do badania kon-
kretnych charakterystyk stochastycznych modeli, lecz dodatkowo wykorzy-
stano wiele innych narzedzi, takich jak uktady réwnan catkowych typu Vol-
terry, ktore to rownania sg sformutowane w oparciu o identyfikacje momen-
téw Markowa (odnowy) oraz na podstawie twierdzenia o prawdopodobien-
stwie catkowitym dla ciagltych zmiennych losowych. Otrzymanie wynikéw
analitycznych w zwartej postaci byto mozliwe dzieki wykorzystaniu metody
potencjatu Korolyuka, pozwalajacej na zapis rozwigzania pewnego specy-
ficznego ukltadu réwnan liniowych za pomoca rekurencyjnie zdefiniowanego
ciagu. Takie podejécie umozliwia precyzyjne modelowanie zachowania sys-
teméw kolejkowych z mechanizmem zawieszenia obslugi w stanie nieusta-
lonym, co stanowi istotny wktad do stanu wiedzy o modelach kolejkowych
typu M/G/1/N i M~ /G/1/N.

Wyniki analityczne dla czterech wybranych charakterystyk zostang opi-
sane w kolejnych rozdziatach:

e dlugosé kolejki (doktadniej: rozklad prawdopodobienistwa tacznej liczby
zgloszen znajdujacych sie w systemie) — Rozdzial 2,

e rozklad prawdopodobienstwa czasu do pierwszego przepelnienia bu-
fora — Rozdzial 3,

e opdznienie kolejkowania — Rozdziat 4,

e proces liczacy obstuzone zgloszenia — Rozdziat 5.
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Kazdy z rozdziatéw posiada podobny ukiad. Najpierw wyznaczana jest trans-
formata Laplace’a rozktadu prawdopodobienstwa opisywanej charaktery-
styki dla prostego procesu Poissona (pojedynczy naplyw zgloszen). Nastep-
nie analogiczny wynik osiagany jest dla procesu zlozonego (grupowy na-
plyw zgloszen). W kolejnym kroku prezentowana jest analiza numeryczna,
wykorzystujaca odwracanie transformat Laplace’a (Rozdzialy 2 i 3), badz
wyznaczona zostaje funkcja tworzaca transformaty Laplace’a (Rozdzialy 4
i 5), ktéra to podlega procesowi odwracania. Na koniec dokonywane jest
podsumowanie uzyskanych wynikéw oraz zestawienie ich ze stanem wiedzy
w istniejacej literaturze przedmiotu.

1.2 Oznaczenia i wyniki pomocnicze
W tym podrozdziale wprowadzimy niezbedne definicje i przytoczymy pewne
wyniki pomocnicze, ktore beda wykorzystywane w rozprawie.

Definicja 1.1. Funkcje dwuargumentowa  : Ng x Ny — {0, 1} okres$lona w
nastepujacy sposob:

. 1, i =7,
nazywamy deltq Kroneckera.

Definicja 1.2. Niech A bedzie zdarzeniem losowym. Indykatorem zdarzenia
A nazywamy funkcje okreslong w nastepujacy sposéb:

1, gdy zachodzi zdarzenie A,

I(a) = { 0, gdy nie zachodzi zdarzenie A. (1.2.2)

Definicja 1.3. Symbolem G(-) oznaczamy tzw. ogon dystrybuanty G(-),
ktory jest funkcja okreslona dla dowolnego z € R zaleznoécia G(x) = 1 —
G(z).

Definicja 1.4. Dla dystrybuanty G(-) nieujemnej zmiennej losowej symbo-
lem G**(-) oznaczamy i-krotny splot Laplace’a-Stieltjesa G**(-) tej dystrybu-
anty (z soba), ktéry okreslony jest w nastepujacy sposéb:

Gt =1, G*(t) = /O "Gt~ p)dGy) (1.2.3)

gdziet > O oraz ¢t =1,2,....

Definicja 1.5. Dla ciagu liczbowego (pr), £ = 0,1,2, ..., symbolem pé-*
oznaczamy j-ty element i-krotnego splotu elementéw ciagu (pg) (z soba),
ktory okredlamy w nastepujacy sposob:

J

| -

B =005 P =p p=m (1.2.4)
k=0
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gdzie i = 2, 3,....

Definicja 1.6. Niech G(-) bedzie dystrybuanta nieujemnej zmiennej loso-
wej. Transformate Laplace’a-Stieltjesa dystrybuanty G(-) definiujemy za po-
moca réwnosci

g(s) = / e dG(u), (1.2.5)
0
gdzie s > 0.

W rozprawie wprowadzimy nastepujaca terminologie z zakresu przetwarza-
nia danych (Definicje 1.7 — 1.13).

Definicja 1.7. Podstawowq jednostkq objetosci, oznaczona symbolem v, na-
zywamy ustalona wielko$¢ wyrazona w bajtach [B], ktéra okreslaé¢ bedzie roz-
miar strumienia bitéw mozliwego do przetworzenia przez serwer pojedynczo
jako calo$é.

Definicja 1.8. Zgloszeniem (pakietem) naplywajgcym do systemu nazy-
wamy pakiet bedacy sformatowang jednostka informacji o rozmiarze, wyra-
zonym w bajtach, bedacym wielokrotnoscia k- v (k = 1,2, ...) podstawowej
jednostki objetosci.

Definicja 1.9. Zgloszeniem (pakietem) obstugiwalnym nazywamy pakiet o
rozmiarze podstawowe] jednostki objetosci v, ktory jest sformatowana jed-
nostka informacji mozliwa do umieszczenia w buforze i do przetworzenia
przez serwer.

Zgloszenie naptywajace, ktorego rozmiar jest rowny podstawowej jednostce
objetosci, jest zgloszeniem obstugiwalnym. Kazde zgloszenie naplywajace
do systemu, posiadajace rozmiar k- v, k = 2,3, ... jest utozsamiane z grupa
k zgloszen obstugiwalnych. Stow ,zgloszenie” i ,pakiet” bedziemy uzywadé
zamiennie jako synoniméw w calej rozprawie, a stowa te wystepujace bez
przymiotnika (okreslenia) w domys$le odnosi¢ sie beda do zgloszen obshugi-
walnych.

Definicja 1.10. Dla ciagu liczbowego (px), k = 1,2, ..., okreslajacego praw-
dopodobienstwa nadejscia zgloszenia naptywajacego o rozmiarze k - v, sym-
bolem € oznaczamy tzw. $redni rozmiar grupy, ktéry okreslamy zaleznoscia

e=> k-pk (1.2.6)
k=1

gdzie > 52, pr = 1.
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1. Model kolejkowy z dyscypling zawieszenia obstugi typu...

Definicja 1.11. Symbolem B. oznaczamy tzw. Sredni rozmiar pakietu w
bajtach, ktory jest okre$lony zaleznoscia B, = v - €.

Definicja 1.12. Obcigzeniem systemu, oznaczonym symbolem o, nazywaé
bedziemy iloraz wartosci intensywnosci naptywu zgloszen (napltywajacych)
A [pakietéw/s| oraz intensywnosci obstugi zgloszen (obstugiwalnych) p [pa-
kietéw/s:

A
0 . (1.2.7)
W teorii kolejek istnieje dwoistosé sposobu obliczania obciazenia systemu z
uwagi na pojedynczy badz grupowy naptyw zgloszen. Wzorem dla Definicji
1.12 jest opracowanie [30] (str. 41, przypis numer 8) w ktérym obciaze-
nie systemu dla kolejkowania procesu (prostego) Poissona jest zdefiniowane
jako tak zwane obcigzenie oferowane, tzn. iloczyn wartosci intensywnosci
strumienia wejsSciowego i sredniego czasu obstugi. Sposéb obliczania obcig-
zenia zmienia si¢ w przypadku kolejkowania ztozonego procesu Poissona (np.
[30], wzor (2.72), str. 49), gdyz nalezy wéwczas uwzglednié¢ $redni rozmiar
grupy €. Zaprezentowana dwoisto$¢ stanowi standardowe podejscie w kwestii
definiowania obciazenia. W rozprawie postuzymy si¢ wprowadzonym w De-
finicji 1.13 terminem ,$redniego zapekienia systemu” (ang. average fullness
metric), pozostajac przy jednolitej definicji obciazenia systemu dla proceséw
prostego i ztozonego (jako stosunku liczby zgloszen naplywajacych do liczby
zgloszen obshugiwalnych w jednostce czasu). Termin $redniego zapelnienia
inspirowany jest opracowaniami:

e [135] — gdzie wystepuje $rednie zapelnienie wirtualnego bufora wyko-
rzystywanego w symulatorze dekodera DVB-H;

e [134] — w rozprawie wprowadzono érednie zapelnienie bufora w kon-
cepcyjnym modelu algorytméw adaptacyjnych DASH;

e [56] — w ktérym wystepuje Srednie zapelnienie pamieci podrecznej w
systemach pamieci masowej (tlumaczenie w jezyku polskim dostepne
w [57]);

e [101] —w artykule zaproponowano system obstugi strumieniowego prze-
syhu wideo przez sie¢ bezprzewodowa, ktéry opiera sie na adaptacyj-
nym zarzadzaniu buforem odtwarzania po stronie protokotu HTTP
klienta. Wykorzystuje on koncepcje regresji do przewidywania przy-
szlego zapelnienia bufora dla ustalonego przedzialu czasu. Informacja
zwrotna wysylana do serwera zalezy od wartosci sredniego zapelnienia
bufora i jego trendu w zadanym przedziale czasowym.
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1. Model kolejkowy z dyscypling zawieszenia obstugi typu...

Definicja 1.13. Srednim zapelnieniem systemu, oznaczonym symbolem ky,
nazywamy iloczyn $redniego rozmiaru pakietu e [B] oraz obciazenia systemu

0:
Kp =€ - 0. (1.2.8)

Wystepujaca w Definicji 1.13 miara ma jednolita i uniwersalna postaé za-
rowno dla prostego jak i zlozonego procesu Poissona — w przypadku pro-
stego procesu jej wartos¢ jest réwna obciazeniu systemu (wyliczony ze wzoru
(1.2.6) $redni rozmiar grupy € = 1).

Ponizsze twierdzenia, o kluczowym znaczeniu dla rozprawy, zaczerpniete
zostaly z prac [30] i [99]. Ich istota jest mozliwo$é¢ zapisu w zwartej po-
staci rozwiazania pewnego specyficznego uktadu réwnan liniowych. W zapi-
sie rozwiazania wykorzystuje sie tzw. potencjal zdefiniowany rekurencyjnie
dla ciggu wspotczynnikow uktadu. Stad sama metode otrzymywania w ten
spos6b rozwiazania ukladu nazywa sie metoda potencjatu (w szczegétach
jest ona opisana w pracy V.S. Korolyuka [99]).

Twierdzenie 1.1. Niech dane bedg dwa ciggi liczbowe (ay,) oraz (¢n), n =
0,1,2,.... Dodatkowo niech ag # 0.
Kazde rozwigzanie nastepujgcego uktadu réwnan liniowych:

n—1
Z At 1Tn—k — T = P, n>1, (1.2.9)
k=—1

mozna wyrazi¢ za pomocg wyrazow ciggow (a,) i (¢pn) w nastepujacej formie:
n
Tn=CRn+ Y Ry, n>1, (1.2.10)
k=1

gdzie C jest pewnqg stalg, za$ cigg Ry (nazywany potencjalem ciggu (an))
ma nastepujgcg postac:

k
Ry=0, R = agl, Ryi1 =R (Rk — Zai-HRki) (1.2.11)
1=0

dla k > 1.

Za pomoca operacji na indeksach z Twierdzenia 1.1 mozna otrzymac
nastepujace:

Twierdzenie 1.2. Niech dane bedg dwa ciggi liczbowe (ay) oraz (), n =
0,1,2,.... Dodatkowo niech ag # 0.
Kazde rozwigzanie nastepujgcego ukladu réwnan liniowych:

n
> @1 Tnp — Tn =tn, 0 >0, (1.2.12)
k=-—1
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1. Model kolejkowy z dyscypling zawieszenia obstugi typu...

mozna wyrazi¢ za pomocg wyrazow ciggow (ay) i (V) w nastepujacej formie:

n
Zn=CRpi1+ > Roywthp, n>0, (1.2.13)
k=0

gdzie C jest stalq, a cigg Ry zostal okreslony w (1.2.11).

W rozprawie powyzsze twierdzenia zostana zastosowane w nastepujacych
wersjach, w ktérych zamiast ciagdéw liczbowych wystepuja odpowiadajace im
ciagi funkcyjne o ustalonych wartosciach argumentéw (por. [30]).

Twierdzenie 1.3. Niech dane bedg dwa ciggi funkcyjne (a,(s)) oraz (pn(s)),
przy czym ao(s) # 0. Kazde rozwigzanie ukladu réwnar postaci

n—1

> ki1 (5)mn k(s) = wals) = duls),  n>1 (1.2.14)
k=—1

mozna wyrazi¢ w nastepujgocej formie:

n

2n(s) = C(s)Ru(s) + > Rp-i(s)gi(s), n>1 (1.2.15)
k=1

gdzie C(s) nie zalezy od n, za$ cigg Ry(s) jest zdefiniowany w nastepujgcy
sposéb (por. (1.2.11)):

k
Ro(s) =0, Ri(s) = ag'(s), Res1(s) = Ri(s) | Ri(s) — Zai_‘_l(S)Rk_i(S)
=0
(1.2.16)
dla k > 1.

Twierdzenie 1.4. Niech dane bedg dwa ciagi funkcyjne (an(s)) oraz (¥n(s,y)),
przy czym ap(s) # 0. Kazde rozwigzanie ukladu réwnan postaci

n

Z ak+1(8)$n7k(8, y) - (En(S, y) - wn(sa y)? nz=0 (1217)
k=—1

mozna wyrazi¢ w nastepujgocej formie:

n

xn(svy) = C(Sv y)Rn+1(S) + Z Rn—k($)¢k(sa y)v n=0 (1218)
k=0

gdzie C(s,y) nie zalezy od n, za$ cigg Ri(s) zostal okreslony w (1.2.16).

W uzyskaniu wynikéw analitycznych zaprezentowanych w rozprawie istotne
bedzie takze wykorzystanie formuly prawdopodobienstwa calkowitego (w
wersji ciaglej) wystepujace m. in. w [30].
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1. Model kolejkowy z dyscypling zawieszenia obstugi typu...

Twierdzenie 1.5. (o prawdopodobienstwie calkowitym) Jezeli zmienna lo-
sowa ¢ ma dystrybuante T'¢(-), to

Te(w) = P(¢ <o) = [ P(€ < l¢ = y)dTely) (1:2.19)

zachodzi dla dowolnej zmiennej losowej €.

W podsumowaniach rozdzialéw dotyczacych dtugosci kolejki i opdznienia
kolejkowania opisano sposéb otrzymania wynikéw (w postaci transformaty)
w stanie ustalonym (stacjonarnym). Metoda ta korzysta z cytowanego po-
nizej Twierdzenia, ktérego Zrédlo mozemy znalezé m. in. w [31], [98], [125],

[75).

Twierdzenie 1.6. (Taubera) Niech W (t) bedzie funkcjq rzeczywistq. Jezeli
istnieje granica limy_.o, W (t) oraz zbiezna jest calka [;° e S'W(t)dt, wéw-
czas

tlim W(t) = liﬁ]ls / e StW (t)dt, Re(s) > 0. (1.2.20)
—00 S 0
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Rozdziat 2

Rozklad liczby zgloszen (dlugosci kolejki)

Wyznaczanie charakterystyk kolejkowania rozwazanego przez nas modelu z
dyscyplina zawieszenia obstugi rozpoczniemy od rozktadu prawdopodobien-
stwa dlugosci kolejki (dokladniej: catkowitej liczby zgloszen) w systemie w
ustalonej chwili ¢, czyli w stanie niestacjonarnym (tranzytywnym) systemu.
Zaprezentowana w rozdziale metodologia pozwoli nam na otrzymanie ogdl-
nych wynikéw w zwartej postaci (twierdzen) zaréwno dla prostego (pod-
rozdzial 2.1) jak i zlozonego procesu Poissona (podrozdzial 2.2). Nastepnie
zastosujemy algorytm numerycznego odwracania transformaty Laplace’a [1]
i przyjrzymy sie wynikom obliczen numerycznych zobrazowanych na wy-
kresach (podrozdzial 2.3). Otrzymane rozklady liczby zgloszen (pakietéw)
sa uzaleznione od przyjetych w eksperymentach parametréw poczatkowych.
W konicowej czedci rozdzialu oméwimy otrzymane charakterystyki dlugosci
kolejki.

2.1 Prosty proces Poissona

Rozwazmy model kolejkowy typu M/G/1/N, w ktérym zgloszenia napty-
waja do systemu zgodnie z prostym procesem Poissona o intensywnosci A.
Obstuga zgloszen jest zgodna z naturalna dyscyplina FIFO (ang. First In
First Out), w ktérej zgloszenia obslugiwane sg w takiej kolejnosci, w jakiej
pojawiaja sie w systemie. Czasy obstugi poszczegdlnych zgloszen sg zmien-
nymi losowymi niezaleznymi o jednakowych rozkladach z dystrybuanta F(-).
Nadchodzace zgloszenie, ktore zastanie serwer zajety obstuga zostaje umiesz-
czone w buforze, ktérego pojemnos¢ wynosi N — 1 zgloszen. Maksymalna
pojemnos$é systemu (w sensie liczby zgloszen, ktére moga w nim przebywaé
réwnoczesnie) jest zatem rowna N (N — 1 miejsc w buforze i jedno miejsce
dla zgloszenia aktualnie obstugiwanego).

Kazdorazowo w momencie, w ktérym system zostaje oprézniony ze zgto-
szen (konczy sie obstuga zgloszenia, a bufor nie zawiera innych zgloszen)
serwer rozpoczyna okres zawieszenia obstugi sktadajacy sie z kolejnych okre-
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2. Rozklad liczby zgloszen (dlugosci kolejki)

séw przestoju (ang. vacation) bedacych zmiennymi losowymi niezaleznymi o
jednakowych rozktadach z dystrybuanta G(-). Po zakoniczeniu kazdego z po-
jedynczych okresow przestoju monitorowany jest stan bufora. Jesli zawiera
on cho¢ jedno zgloszenie oczekujace na przetworzenie, serwer nie uruchamia
kolejnego okresu przestoju. W przeciwnym wypadku kolejny okres przestoju
okreslony dystrybuanta G(-) jest inicjalizowany (ang. multiple vacation po-
licy).

Oznaczmy przez X (t) liczbe zgloszen obecnych w systemie w chwili ¢,
wliczajac tu zgloszenia znajdujace sie w buforze oraz zgloszenie ewentualnie
obstugiwane w tej chwili. Przyjmijmy nastepujace oznaczenie:

P,(t,m)=P{X(t) =m|X(0)=n}, t>0,0<m,n<N. (2.1.1)

P,(t,m) jest prawdopodobienstwem warunkowym, ze w systemie w chwili
t znajduje sie dokladnie m zgloszen, jesli system ten rozpoczyna prace w
chwili 0 z doktadnie n zgloszeniami obecnymi.

Przy zalozeniu, ze system jest pusty (n = 0) w chwili ¢ = 0 (czyli w
momencie jego uruchomienia), w chwili tej rozpoczyna sie okres zawiesze-
nia obsltugi. Stosujac twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym ([30]
podrozdzial 5.4) otrzymujemy nastepujace réwnanie:

oo et . t t—u  (NZ2 uU—+v— g
P()(t, m) _ Z/ . dGZ*(u) /y )\e—/\ydy/ { Z P\( +k' y)]
i=0 U= =u Y '

=Y k=0

Au+ v —y)]"

oo
» e—A(u+v—y)pk+l(t —u—v,m)+ Pn(t—u—v,m) Z k!

k=N-1

oo ot , t _
x e~ Autv=y) }dG(U) + Z dG"™ (u) / e MG (t — u)dy
i—0 u=0 Y

=u

m—1 00 k
i eman R g 5 D)
: k=N-1 ’

X eA(ty)} + Omoe M, (2.1.2)

gdzie §; ;, I{A}, G(-), G*(-) okreslono w Definicjach 1.1, 1.2, 1.3, 1.4 odpo-
wiednio.

Z prawej strony wzoru (2.1.2) mozemy wyr6zni¢ pigé¢ sktadnikow stano-
wiacych sume. Pierwszy element sumy odpowiada sytuacji, w ktorej okres
zawieszenia obstugi konczy sie przed chwila ¢ i w chwili jego zakonczenia
liczba zgloszen zakumulowanych w buforze jest mniejsza od calkowitej jego
pojemnosci — w tej sytuacji obstuga zgloszen rozpoczyna sie po zakonczeniu
ostatniego okresu przestoju (w momencie u + v). Drugi sktadnik reprezen-
tuje stan catkowitego zapelnienia bufora w momencie zakonczenia okresu
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zawieszenia obshugi, konczacego sie przed chwilg ¢. Trzeci skladnik opisuje
przypadek, w ktérym pierwsze zgloszenie wplywa do systemu przed chwila
t, jednakze okres zawieszenia obstugi konczy sie po tej chwili, przy czym
m < N —1. Czwarty skladnik sumy reprezentuje stan przedstawiony w trze-
cim, z tg réznica, ze m = N. Ostatni element sumy odpowiada sytuacji, w
ktorej pierwsze zgloszenie naptywa do serwera po chwili ¢, tym samym zda-
rzenie losowe {X(¢) = m} ma prawdopodobienstwo réwne 1 dla {m = 0}
oraz 0 w kazdym innym przypadku.

W modelu kolejkowym typu M/G/1 momenty zakoniczenia obstugi pa-
kietow, a w szczegdlnosci momenty przechodzenia w stan zawieszenia ob-
stugi, s momentami Markowa. Wynika to z wtasnosci ,,braku pamieci” roz-
ktadu wykltadniczego czaséw pomiedzy pojawianiem sie kolejnych zgloszen
[61]. Zalézmy, ze w systemie w momencie rozpoczecia jego pracy (czyli w
chwili ¢ = 0) znajduje sie dokladnie n zgloszen (X (0) = n), przy czym
1 < n < N. Zastosowanie twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym
wzgledem pierwszej chwili ukoniczenia obstugi umozliwia nam wyprowadze-
nie nastepujacego uktadu rownan catkowych:

IV )k
Pn(t7m):/ Z k! € PTH»k*l(t_yam)+PN—l(t_y7m)
Y k=0 )

X i ()\y)ke)‘yl dF(y) + (I{n <m<N— 1}%

(m —n)!

+ 6m.N i W)e"\tF(t). (2.1.3)

Prawa strona réwnania (2.1.3), analogicznie do wzoru (2.1.2), jest suma
czterech sktadnikow. Pierwszy ze skladnikéw odpowiada sytuacji, w ktorej
pierwsza chwila ukonczenia obstugi y wystepuje przed czasem ¢ oraz do mo-
mentu y nie wystapito catkowite wypelnienie bufora — w takim przypadku
liczba pakietéw przybylych do momentu y nie moze przekroczyé¢ wartosci
N —n — 1. Drugi element sumy reprezentuje stan przedstawiony w pierw-
szym, z ta réznica, ze do momentu y bufor zostatl catkowicie wypetniony.
W konsekwencji do tej chwili naptyneto co najmniej N — n zgtoszen. Trzeci
sktadnik opisuje przypadek, w ktérym pierwsze ukonczenie obstugi wypada
po czasie t (ma to miejsce z prawdopodobiefistwem F(t) = 1 — F(t)) dla ko-
lejki o dtugosci m nieprzekraczajacej pojemnosci bufora (tj. n < m < N—1),
co oznacza iz do systemu do chwili ¢ przybylo doktadnie m — n zgloszen.
Ostatni element sumy odpowiada sytuacji opisanej w trzecim, z ta roéznica,
ze w chwili ¢ stan systemu wynosi IV, zatem do tej chwili przybylo co naj-
mniej N — n pakietéw.

Wprowadzmy nastepujace oznaczenie transformaty Laplace’a rozktadu
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liczby zgloszen:

~

P,(s,m) = /OOO e S P,(t,m)dt, Re(s) > 0. (2.1.4)

Wyznaczenie uktadu réwnan dla transformat Laplace’a wzoréw (2.1.2) i
(2.1.3) podzielimy na kilka etapéw, ktérych liczba jest uwarunkowana ilogcia
zgrupowanych pod wspolnymi catkami sktadnikéw w obydwu rozwazanych
sumach (trzy elementy w (2.1.2) i dwa w (2.1.3)).

Transformata Laplace’a pierwszego sktadnika catkowego po prawej stronie
wzoru (2.1.2) ma postaé:

o0 oo t A t t—u  (N=2 7y L
S [T etar [ acrw [ aevay [ {Z Mutv-y)
i—o ’t=0 u=0 y=u v k!

=YTU k=0
> Auto—y)*
X e_)‘(“Jrv_y)Pk:H(t —u—v,m)+ Py(t—u—wv,m) Z Al l:‘ L
k=N-1 )
X e’\(”Jr”y)}dG(U) =
0 oo . t—u utv =2 k
S et [ actw) [ TaGw) [T e Y oy
o /t=0 u=0 v=0 y=u k=0
P! O \kAL
x e Alutv=y) o Pyt —u—wv,m)+ Pn(t —u—v,m) k!
! k=N-1 ’
x [u4 v — y]Fe Aty }dy =
00 00 t . t—u
Z/ B_Stdt/ G—AudGz*(u)/ 6_>\UdG(’U)
i—=0 /=0 u=0 v=0
N-—-2 )\k+1 u+v k
X{Zpk—f—l(t_u_vam) il / [u+v—y] dy
k=0 Loy
0 )\k+1 u+v k
P I T ) R
k=N-1 " YU
Poniewaz
k+1 jutv
u+v k [u +v— y] kil
D L A st 2.1.6
/y=u [U+U y] Y k+1 k41 ( )
Yy=u
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zatem (2.1.5) przyjmie forme:

X roo t , t—u N-2 ()\v)kH
efstdt/ efAudG'L* u / 67/\0
;%/to u=0 () (k+1)!

v=0

k=0
X Pyt —u—wv,m)+ Py(t —u—v,m) i (o)t dG(v) =
k41 N Ml (k+1)!
t—u N=2 k+1
Z/ —)\udGz* )/ _Stdt/ e—/\v (XU)
u=0 t=u v=0 k=0 (k + 1)'
X Pei1(t —u—wv,m)+ Py(t —u—wv,m) i (o) dG(v)
k+1 ) N ) S (k + 1)' -
X oo . 0o oo N-2 k+1
Z / e—)\udGz* (u) / e—)\vdG(U) / e—st{ ()\’U) '
i—0 u=0 v=0 t=u+v k=0 (k' + 1)-
Pt Pyt o Qo
X Ppy1(t —u—v,m)+ Py( —u—v,m)kzg\;lm =
X oo 0o 00 N-2 k+1
: Av)
—()\+s)udGz* / —()\+s)vdG / —s(t—u—v) (
; /u:O ¢ (U) v=0 c (U) t=u+v c ];0 (k? + 1)'
X Pyt —u—wv,m)+ Py(t —u—v,m) i ()\U)kH' }dt. (2.1.7)
W (B+1)!

Nastepnie w réwnaniu (2.1.7) dokonamy podstawien k = k + 1 oraz t =

t — u — v. Dla uproszczenia zapisu wzordw przyjmiemy notacje nowych
zmiennych niezawierajaca podkreslen.

S [ ctemagi i [ oeraci [ {
i—o Y u=0 v:0

X Py(t,m) 4+ Pn(t,m) i ()\]:')k }dt =
k=N ’

0 oo -1 oo
S [ g { [ 00 g [ o
i—0 u=0 0

t=0
—(A+s) vdG( )/

t=0

MZ

k

1

katmdt—i-Z/ A

—_

k

e Py(t, m)dt}

(2.1.8)

Korzystajac z wprowadzonego w Definicji 1.6 oznaczenia transformaty Laplace’a-
Stieltjesa mozemy zapisaé

> [ i) -

=0 %

Mg

g0+ 9] = (1—gr+9)"", (2.1.9)

i
o
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wobec czego rownanie (2.1.8) przyjmie postaé:

o)

(1—gA+5)) {Z/ ’(”S)“dG( )/tzoefst
X Py(t, m)dt + Z /

‘(’\+S)“dG( ) / e_StPN(t,m)dt}.

=0
(2.1.10)
Stosujac oznaczenie (2.1.4) otrzymamy
N-1 0o k
(1—g\+s)7! Pk(s,m)/ @e*kﬁ)vdG(v)
k=1 v=0 k!
) S * (A k — s)v
+ Py(s,m) > - (k!)e (A+s) dG(v)}. (2.1.11)
k=N V=
Definiujac
00 k
bi(s) 2 (1= g(\ +8))7! / ()\:')e_()‘“)”dG(v) (2.1.12)
v=0 .

dostajemy ostateczna postaé¢ pierwszego skladnika po prawej stronie wzoru
(2.1.2)

N—
Z (s,m) + Py(s,m) Z bi(s (2.1.13)
k=1 k=N

Transformata Laplace’a drugiego sktadnika catkowego po prawej stronie wzoru
(2.1.2) ma postac:

0 [e%S) t ) t
Z/ e Stdt dGl*(u)/ )\eAy{I{l <m<N—1}e MY
= Jt=0 u=0 y=u

m—1 k
At — = < At - _
R S
) k=N—1 :
ad 00 . oo t
Z dGl*(u>/ e—stdt/ )\e—Ay{I{l <m<N — 1}6—/\(t—y)
i=0 u=0 t=u y=u
m—1 k
Al — = < At - _
B > POE gy -
' k=N-—1 :
o0 t
Z dGz* / e—Sté(t — u) [I{l <m<N — ]_}/ B_At(t o y)m—l
t=u y=u
m s k+1
x dy+0my Y e (t—y) dy] dt (2.1.14)
(m—1) k=N-1 '
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7 uwagi na to,ze

t pNUL )\me—)\t t
-t m—1 m—1
t— L dy="" [ - dy =
/y:ue =) o (m1)!/y:u( vy

AT —At m

/t e Mt —y)k Almd _ e Mt —u)rt! (2.1.16)
= P Y= e ’ o

wzor (2.1.14) przyjmie postaé

Z dGZ* / e G (t — u)
t=u

s )\k+1

+6m,N Z
LN (k+1)!

1

Ak+1 ,
+ O N Z / ~(e)t 7(t — )Gt — ) | dG* (u) =
k=N-1

. AT —At(y o \m
Hi<m <N =1} —e "(t —u)
m!

[oe} Am o
I{1<m<N-1} e_(’\“)tﬁ(t —u)"G(t — u)dt
t=u !

(o9}
H{1<m<N-1} e~ (As)(t= ;
t=u m:

Z / e—(A+s)udGi* (u)
i—0 u=0

X G(t — u)dt + by Z/ e~ OHs)(t=w)
k=N-1

)\k+1
(k+1)!

(t —u)*1G(t — u)dt]

(2.1.17)

Nastepnie w réwnaniu (2.1.17) dokonamy podstawienia t = t—u. Podobnie
jak poprzednio, dla uproszczenia zapisu zrezygnujemy z notacji zawieraja-
cej podkreslenia. Uwzgledniajac dodatkowo (2.1.9), mamy

s )\m m Y
(1—g\+s)~ lm <m<N-— 1} e~ OF >t7m! tG(t)dt
—(A+s)t AR k+17~
* . 2.1.1
+5me EN 1/ S t G(t)dt] (2.1.18)
Definiujac
oam(s) - (Ani)! e~ TG (1) dt (2.1.19)
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otrzymujemy ostateczng postaé¢ drugiego sktadnika

d(s,m) < (1= g+ ) [1{1 <m <N = 1}gm(s)
+ O, N f: @G,k-&-l(s)} (2.1.20)
k=N-1

Transformata Laplace’a ostatniego sktadnika po prawej stronie wzoru (2.1.2)
ma postac:

t—o0

0o 5 2ty 5 e—(At+s)t
moe " dt = 0
=0 0¢ 0 —(A+5s)

5m,0

T A+s
t=0

(2.1.21)

Transformata Laplace’a pierwszego i drugiego skiadnika catkowego po pra-
wej stronie wzoru (2.1.3) ma postaé:

< st ¢ V& ()‘y)k Y
/ e dt/ Z Te YPyik—1(t —y,m) + Pn_1(t —y,m)
=0 y=01 k=0 '

N—n—1 k
o0 (o) >\
/ dF(y) /t [ > ) e e Py ko1 (t —y,m) + Pn_1(t — y,m)
y

(s > QY L
e dF(y) > o€ Poyk-1(t —y,m)
: .

e—s(t—y)] dt (2.1.22)

Nastepnie w réwnaniu (2.1.22) dokonamy podstawienia ¢ = ¢t — y. Dla
uproszczenia zapisu wzordw rezygnujemy z podkreslen, wprowadzajac nowsa
zmienng. Mamy

0o N—-n—1 k  roo
/ 6_()\+S)de(y) l Z ()\y') / 6_StPn+k—1 (t, m)dt
y=0 k=0 ]{i t=0

oo)\k

k=N-—-n

/ e S Py_y(t, m)dt] (2.1.23)
t=0
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Stosujac oznaczenie (2.1.4) otrzymujemy:

N—n—1

Z / ~ly ) A (y ) n+k—1(8,m)

(0.) )\ N
+ 3 / ”8)?/(5') dF (y)Py_1(s,m). (2.1.24)
k=N-n
Definiujac
ar(s) déf/ e~ (o ()‘]g) dF (y) (2.1.25)
y=0

dostajemy ostateczna postaé¢ tych dwu sktadnikéw

N—n—1

Z ar(8)Pos—1(s,m) + Py_1(s,m) i ak(s). (2.1.26)
k=0 k=N-n

Transformata Laplace’a trzeciego i czwartego skladnika po prawej stronie
wzoru (2.1.3) wyglada nastepujaco:

| e <I{n cmaN -1, 3 (Alfek)e’\tF(t)dt

( )' k=N-n

=I{n<m<N - 1} e_(’\“)twf(t)dt

(m—n)!
)’“—
+ Om.N Z / ~(As)t F(t)dt (2.1.27)
k=N-n t=0
Definiujac
de o0 )\t k _ St
orn(s) to(lf!)e M+ () dt (2.1.28)

otrzymujemy ostateczng posta¢ obydwu sktadnikéw

oo

hi(s,m) 2 Ik <m <N = 13opmi(s) +0mn > ori(s). (2.1.29)
1=N—k

Uktad réwnan liniowych dla transformat Laplace’a warunkowych prawdo-
podobienstw stanu systemu w ustalonej chwili ¢, odpowiadajacy ukladowi
réwnan catkowych (2.1.2) i (2.1.3) ma nastepujaca postac:

5m,0
Zbk Pksm+PN8mkz;vbk ) +d(s,m) + s

(2.1.30)
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N—-n—1 oo
Pn(S, m) = Z ak(S)Pn+k_1(S, m) + PN*l(Su m) Z CLk(S) + hn(S, m)
k=0 k=N-n

(2.1.31)

gdzie 1 <n < N.
W kolejnym kroku do uktadu réwnan (2.1.30) - (2.1.31) dla transformat
stosujemy podstawienie

~

Qn(s7m> = ﬁN—n(57m) (2132)

otrzymujac uktad postaci

N—-1 oo
On(sm) = 3 bie(s)On—i(s,m) + Ools.m) S bi(s) + d(s,m) + 20
k=1

= A+s
(2.1.33)
R n—1 R R o)
Qn(s,m) = Z ar(8)Qn—k+1(s,m) + Q1(s,m) Z ax(s) + hy—n(s,m)
= e (2.1.34)

gdzie0 <n < N —1.

Nastepnie w pierwszej sumie po prawej stronie wzoru (2.1.34) dokonu-
jemy podstawienia k = k — 1, otrzymujac (dla uproszczenia zapisu rezygnu-
jemy z podkreslen)

n—2 0o

Qn(s,m) = Z ap41(8)Qn_r(s,m) + Q1 (s, m) Z ar(s) + hy—n(s,m)
k=—1 k=n

~

= 3" a1 (8)Qni(s,m) — auia(8)Qols.m) + Quls,m) S axls)

k=— k=n+1
+ hn—n(s,m) (2.1.35)

Definiujac

Uu(s,m) < a1(5)Q0(s,m) — Qu(s,m) Y ar(s) = hn(s,m)
k=n+1
(2.1.36)

réwnanie (2.1.35) przeksztalcamy do postaci

n
~ ~

¢n(87m) = Z ak+1(s)ank(Sam) - Qn(87m)a 0<n<N-L
k=-1
(2.1.37)
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W celu wyznaczenia reprezentacji dla poszczegdlnych wyrazéw ciagu

funkcyjnego (@n(s, m)) zastosujemy Twierdzenie 1.4, zgodnie z ktéorym n-
ty wyraz ciagu @n(s, m) mozna wyrazi¢ za pomoca wyrazéw ciagéw (a,(s))
(gdzie ag(s) # 0) oraz (¢ (s,m)) okreslonych w (2.1.25) i (2.1.37).
W naszych dalszych rozwazaniach wyprowadzimy formute dla funkeji C'(s, m)
rownania (1.2.18) (role zmiennej y odgrywa tu zmienna m), a takze dla funk-
cji Qo(s m) i Ql(s m) wystepujacych w Definicji 2.1.36. Dokonamy tego
poprzez zapisanie C(s, m) oraz Ql(s m) jako funkcji zaleznych od Qo(s m),
a dla tej ostatniej wyznaczymy postaé jawna.

Podstawiajac n = 0 do réwnania (1.2.18), otrzymujemy

Qo(s,m) = C(s,m)Ri(s) = C(s,m) = ao(s)Qo(s,m). (2.1.38)
Analogicznie, przyjmujac n = 0 w réwnaniach (2.1.36) i (2.1.37), mamy
o(s,m) = al(s)éo(s,m) — @1(s,m) Z ax(s) — hy(s,m) =

k=1

~

ao(s)Q1(s,m) + a1(s)Qo(s,m) — Q1 (s, m) i ap(s) — hy(s,m) (2.1.39)

k=0

wo(s,m) = ao(s)Q1(s,m) + a1(s)Qo(s,m) — Qo(s, m). (2.1.40)
Poréwnujac prawe strony (2.1.39) i (2.1.40) otrzymujemy

— Qo(s,m) = (s,m Zak — hn(s,m). (2.1.41)

Poniewaz f(s) = Y. 7—gax(s), réownanie (2.1.41) mozemy przeksztalci¢ do
postaci

@1(s,m) = f_l(s)(@()(s,m) — hn(s,m)). (2.1.42)

Wprowadzmy teraz reprezentacje (2.1.38) i (2.1.42) do réwnania (1.2.18).
Otrzymujemy

Qu(s,m) = ag(s)Qo(s, m) Rur1(s) + D Rn-i(s) [%H(S)@o(& m)

k=0
—@o(s,m)f_l(s) z ai(s)—l—hN(s,m)f_l(s) Z ai(s)—hN_k(s,m)]
i=k+1 i=k+1
ot R0+ 35 Bt o)~ 170 3 o]
i=k+1
+ 3 Ruils) [hN(s,m) )Y ails) - hN_k(s,m)]. (2.1.43)
k=0 i=k+1
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Definiujac
0u(5) Y aa(s)Rusa() + 30 Rur({ana(s) - 1715) X ailo)}
k=0 i=k+1
(2.1.44)
oraz
Bu(sm) S R (s) v, m) 1) 3 aals) oyl m)|
k=0 i=k+1
(2.1.45)
otrzymujemy wygodna w zapisie postaé¢ wzoru (2.1.43)
Qu(s,m) = Qo(s,m)On(s) + By (s, m). (2.1.46)

Wyznaczenie funkcji @o(s, m) w jawnej postaci wymaga wykorzystania réw-
nania (2.1.33). Korzystajac z faktu, ze

N-1
> bi(s)Qn—k Z by —1(5)Qr(s,m) (2.1.47)
k=1
réwnanie (2.1.33) mozna zapisa¢ w postaci
Zlek (s,m) (s,m Zbk ) +d(s,m)+ 5m’0.
k=1 A+s
(2.1.48)

Alternatywny sposéb przedstawienia funkeji Q ~(s,m) daje rébwnanie (2.1.46).
Przyjmujac w nim n = N, dostajemy

Qn(s,m) = Qo(s,m)On(s) + Py(s,m). (2.1.49)
Poréwnujac teraz prawe strony wzoréw (2.1.48) 1 (2.1.49), otrzymujemy na-
stepujaca reprezentacje dla funkcji Qo(s, m) :
Oo(s. m) = Zho k()28 m) +d(s,m) + oA+ 5) ! = Puv(s,m)
’ On(s) = 05 by -k(8)Ok(s) — 272, br(s)

(2.1.50)

Wyprowadzone zaleznosci (2.1.46) i (2.1.50) w polaczeniu z podstawieniem
(2.1.32) postuza nam do uzyskania ostatecznej postaci transformaty La-
place’a rozktadu liczby zgtoszen. Mamy

ﬁn(sam) = @an(sym) = @O(S’m)@an(s) + q)an(sam) = (I)an(sa m)
Z,ivz_ll bn_k(8)Px(s,m) + d(s,m) + Smo(A + 8)7F — ®y(s,m)

+ GN—n(s) @N(S) _ Zi\;—ll bN_k(S)@k(S) - Zzozn bk(s)

(2.1.51)

Otrzymany wynik sformulujemy w postaci twierdzenia:
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Twierdzenie 2.1. W modelu kolejkowym typu M/G/1/N z regulaminem
wielokrotnych okreséw przestoju transformata Laplace’a Pp(s,m) warunko-
wego rozktadu liczby zgloszen wyraza sie nastepujgcym wzorem:

f’n(s,m) =®n_p(s,m)
ff;ll bN—k(8)Pr(s,m) + d(s,m) + Smo(A + 8)7F — Py (s, m)
ON(s) = Sny bn—k(8)Ok(s) — 332, bi(s)

+ ®N—n(3)

I

(2.1.52)

gdzie bi(s), d(s,m), Or(s), Px(s,m) zdefiniowano w (2.1.12), (2.1.20), (2.1.4/)
i (2.1.45) odpowiednio.

2.2 Zlozony proces Poissona

Rozwazmy model kolejkowy typu M*X /G/1/N, w ktérym proces wejéciowy
zgloszen naplywajacych opisany jest zlozonym procesem Poissona o inten-
sywnoéci A\: w odstepach czasu o rozktadach wyktadniczych z parametrem A
z prawdopodobienstwem py naptywajg do systemu grupy liczace k zgloszen
obstugiwalnych (3°32; pr = 1). Obsluga zgloszen jest zgodna z rozkladem
zadanym przez dystrybuante F'(-). Pojemno$¢é modelu to N zgloszen — jedno
moze by¢ obstugiwane, a maksymalnie N —1 jest zakumulowanych w buforze.

Podobnie jak w przypadku prostego procesu Poissona opisujacego stru-
mien wejSciowy zgloszen, kazdorazowo w chwili, w ktérej system zostaje
oprozniony ze zgloszen serwer rozpoczyna okres zawieszenia obstugi skla-
dajacy sie z kolejnych okreséw przestoju, bedacych zmiennymi losowymi
niezaleznymi o jednakowych rozktadach z dystrybuanta G(-).

Oznaczmy przez Y (t) liczbe zgloszen obecnych w systemie w chwili ¢,
wliczajac zgloszenie bedace ewentualnie obstugiwane w tej chwili. Podobnie
jak wezesdniej, zdefiniujmy rozktad warunkowy liczby zgloszen Y (t) w chwili ¢
przy warunku okreslonym przez poczatkowy stan systemu Y (0) (czyli liczbe
zgloszen obecnych w chwili 0):

PX(t,m)=P{Y(t)=m|Y(0)=n}, t>0,0<m,n<N. (221)

Jezeli system jest pusty w chwili ¢ = 0, w chwili tej rozpoczyna si¢ okres za-
wieszenia obshugi. Stosujac twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym
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[30] otrzymujemy wzor:

S ' . t—w (N-1 N—k—1 j
P = [ e [ aevay [ { Sh Y Y
i=0 7/ u=0 y=u =y j=0 =0
)\(u—i—v—y)r_ S s
x[ o ] e Mut y)P,fij(t—u—v,m)—I—P]{T((t—u—v,m)[Zpk

k=1 =N—-kr=

} Z dG™ (u

20“‘0

t m m—k o J
X /y:u e NG(t — u)dy{]{l <m<N -1} Zpk Z p]n;k_k[)\(t]‘y)]

—A(t=y) S S J )‘(t y)]r —A(t—y)
¢ IO SIDITES ST Sl oF i LS
k=N

k=1 j=N—-kr=0
+ Spmoe” M, (2.2.2)

gdzie 6; 5, I{A}, G(-), G™(-), p}* okreslono w Definicjach 1.1, 1.2, 1.3, 1.4,
1.5 odpowiednio.

¢

Analogicznie do wzoru (2.1.2), prawa strona wzoru (2.2.2) jest suma
pieciu sktadnikéw, a réznice pomiedzy tymi wzorami w naturalny sposéb
sprowadzaja sie do uwzglednienia przypadku jednoczesnego naptywu grupy
zgloszen w kazdym ze sktadnikéw. Ponownie pierwszy element sumy odpo-
wiada sytuacji, w ktoérej okres zawieszenia obstugi konczy sie przed chwilg ¢
i w chwili jego zakoficzenia liczba zgloszen zakumulowanych w buforze jest
mniejsza niz wynosi pojemnos¢ bufora — wowczas obstuga zgloszen rozpo-
czyna sie po zakonczeniu ostatniego okresu przestoju (w momencie u + v).
Drugi sktadnik reprezentuje stan catkowitego zapelnienia bufora w chwili za-
konczenia okresu zawieszenia obstugi, koficzacego sie réwniez przed chwila
t. Trzeci sktadnik opisuje przypadek, w ktérym pierwsze zgloszenie wpltywa
do systemu przed chwila ¢, ale okres zawieszenia obstugi konczy sie po tej
chwili, przy czym m < N — 1. Czwarty skladnik sumy reprezentuje stan
przedstawiony w trzecim, z ta roznica, ze m = N. Ostatni element sumy od-
powiada sytuacji, w ktérej pierwsze zgloszenie naptywa do serwera po chwili
t, tym samym zdarzenie losowe {Y (¢) = m} ma prawdopodobienstwo réwne
1 dla {m = 0} i 0 w pozostalych przypadkach.

W modelu kolejkowym typu M~ /G /1 momenty zakohczenia obstugi pa-
kietéw, a tym samym przechodzenia w okres bezczynnosci, sa momentami
Markowa [61]. Zalézmy, ze w systemie w momencie jego uruchomienia (¢t = 0)
znajduje sie dokladnie n zgloszen (Y (0) = n), przy czym 1 < n < N. Sto-
sujac twierdzenie o prawdopodobienstwie caltkowitym wzgledem pierwszego
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momentu zakonczenia obstugi po chwili ¢ = 0, otrzymujemy

N—n—1
* >‘ "o
P (t m / [ Z p ) € A P?iikfl(t_yam)—i_P]{?fl(t_yvm)

—>\ — (g ()‘t
r' y]dF ( n<m<N—1}7§pm_n
+ 0m.y Z Z ol )6_”F(t)- (2.2.3)

Uklad réwnan catkowych (2.2.3) jest rozwinieciem uktadu (2.1.3) uwzgled-
niajacym przypadki jednoczesnego naplywu grupy zgloszen do systemu i
réwniez sklada si¢ z sumy czterech skladnikéw. Podobnie jak w (2.2.3),
pierwszy ze skladnikéw opisuje sytuacje gdy chwila ukonczenia pierwszej
obstugi y wystepuje przed czasem t oraz do momentu y bufor nie zostal cat-
kowicie zapelniony. Drugi element sumy jest analogicznym do pierwszego, z
ta r6znica, ze do momentu y wystapito catkowite zapelnienie bufora (napty-
nelo co najmniej N —n zgloszen). Trzeci skladnik odzwierciedla przypadek,
w ktérym pierwsze ukonczenie obtogi wypada po czasie t dla kolejki o dtu-
gosci m nieprzekraczajacej pojemnosci bufora. Ostatni element sumy jest
analogicznym do trzeciego, z ta réznica, ze do systemu naptywa co najmniej
N — n pakietéw, powodujac catkowite zapelnienie bufora.

Wprowadzmy nastepujace oznaczenie dla transformaty Laplace’a roz-
ktadu liczby zgtoszen w procesie ztozonym:

PX(s,m) = / e~ PX(t,m)dt, Re(s) > 0. (2.2.4)
0

Wyznaczenie uktadu réwnan dla transformat Laplace’a dla wzoréw (2.2.2)
i (2.2.3) podzielimy na kilka etap6w w odniesieniu do iloéci zgrupowanych
pod wspdlnymi catkami sktadnikow sum. Analogicznie do podrozdziatu opi-
sujacego prosty proces Poissona rozwazymy trzy skladniki w (2.2.2) i dwa
sktadniki w (2.2.3).

Transformata Laplace’a pierwszego skladnika calkowego po prawej stronie
wzoru (2.2.2) ma postaé:
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X oo t 4 t t—u ]

Z/ e_Stdt/ dGZ*(u)/ )\e_)‘ydy/ Z Dk Zp;"*

i=0”/1=0 u=0 Yy=u v=y—u

L Plutv—y)]
7!

[ Z D+ Z i Z Z Alu+v — y)]rek(u+vy)] }dG(U) =

k=1 j=N—-kr=0

e—A(u+v—y)p,§+j(t —u—wv,m)+ Py (t —u—v,m)

N-1 N—k—1 J

S Ly Lol [ oo [ Sy S

v=0 y=u =0 =0

)\r+1 T
“ (u+v—y) 6_)\(“+U)P]gi_j(t_u_Uam)+P]§(t_u_U’m)

rl
N—-1 o0 J +1 r
AT u+v—y
% Zpk Z Zp ( . ) e~ (u+v)‘|dy
k=1  j=N—kr=0 :

—I—Zpk - PN (t —u—v,m)dG(v )/

y=u

;/t:] o=t /u:() dGi*(u){/t [ 2_: . Nzk: 1sz:p e

u+v
X 6_>‘(“+”)Pk)j_j(t —u—v,m) / (u4v—1y)"dy + Pa (t —u—v,m)
y

=u

u+v
)\e_’\ydy} =

[e’e} j )\T—l—l A u+v
< Yome X e [ y)’“dy]
i Yy

=u

0 t—u u+t+v
+ Z pk/ PY(t—u—wv, m)dG(v)/ /\e_’\ydy}
v Y

k=N =u
(2.2.5)
Nastepnie obliczamy calki:
+v
u+v [u + v — y]T+l U UT+1

utv—yl'dy=———"-2"— = ) 2.2.6

/yu[ yl dy r+1 —u r+1 ( )

utv u+v
/ e Mdy = —e M = e M1 —e M), (2.2.7)
y=u
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Kontynuujac (2.2.5) przyjmie forme:

N-1 N—k—1

gy [T Lo Qo)
Z/to dt/ufo )‘dG()/U_O{ZPk > v) (r+1)!6A

k=1 j=0 =0
X LTRSS I U0 A
X Ppi it —u—wv, m) + P (t —u—v,m) Dk Z Zpg*( +1)'e_”
k=1 j=N—kr=0 "

+ Py (t—u—v,m)(1—e ) Z pk}dG v) =
k=N

R ) t—u (N—1 N—k—1 j ()\ r+1 N
—_ udGz* / 78 dt/ U v
Z/u 0 ) t=u U:O{ —_ Pr ]z: z_:p] (T
o J +1
xP,fij(t—u—v,m)—i—P]{]((t—u Zpk Z ZP A
k=1 j=N—kr=0
+ PX(t—u—v,m)(1—e ) Z pk}dG(v) =
N-1 N—-k—1 ( )T+1
Z / e AGH (u / dG(v / ‘St{ Y Zp§* e
u=0 utv k=1 j=0 =0
. N 1 e’} J )\U r+l )
]{;:1 ]: N—kr=0 r

+ P (t—u—v,m)(1—e? Zpk}

i (A+s) —(\ts) 13 )
snd L dG<>/:0 ol 3 Sy
></ e s(tmu= ”)Pk+]( —u—v,m)dt + - e~ s(tmu=v)
u+v t=u+v
X PY(t —u—wv,m)dt Z Z }—l— Z ka/ ~OEU G ()
j=N—kr=0

0o 00
X / e *'(1— ef)‘v)dG(U)/ eis(tiuiv)Pzif((t —u—wv,m)dt (2.2.8)
= t=u-+v

W kolejnym kroku w réwnaniu (2.2.8) dokonamy podstawienia t = t—u—wv.
Dla uproszczenia zapisu przyjmiemy notacje nowych zmiennych niezawie-
rajaca podkreslen.
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2. Rozklad liczby zgloszen (dlugosci kolejki)

) v r+1 N—k-1 j
Z Pr Z/ —(A+s) udGz*( )/1):0 6—()\4-8)11 ET _3 1)'dG(v){ ;O Zp;*

r=0

0o o J 0o

x/ e*StP,fij(t,m)dt—&- > Zpg*/ e S P (L, m)dt}
=0 j=N—kr=0 /=0

+ Z ka/ )\+s)udGz*( )/

o0

e (1 — e_)‘”)dG(v)/ e 5t

v=0 t=0
X PN (t,m)dt (2.2.9)
Stosujac oznaczenie (2.2.4) oraz zalezno$é (2.1.9) otrzymujemy

N-1

0o r41 N—k—1 j
> gt [T 0 aoml S s
k=1 v=0 (r+1)! =0 =0
00 J
x PE(s,m)+ ) Zpg*sz/((S,m)}
j=N—kr=0
+3 pk(l—g()\—}—s))_l/ e (L= e )G )Y (5.m) =
k=N v=
N—1 N—k-1 j 0o (/\)()\v)r—&-l
(1- — sy (V)T
kz:lpk g(A+5)) { Z TZp /Oe (r—l—l)!dG(v)
> 4 o —(A+s)v ()‘U)rJrl
XP,H_J(S m) + Py sm]%:m;)p / i de(v)

+ i pe(1—gA+3s))7 ! /OO e*U(1 — e M) dG(v) P (s,m). (2.2.10)
k=N v=0

Wykorzystujac wprowadzone w Definicji 1.6 oznaczenie transformaty Laplace’a-
Stieltjesa dystrybuanty G(-), otrzymujemy

/ e (1 — e M) dG(v) = / e~ dG (v) — / e~ O 4G (v) =
v=0 v=0 v=0

g(s) —g(A+s). (2.2.11)
Definiujac

1

r+
bi(s) “ (1—gA+s) ZP / . e~ (Ats)v ()

] dG(v)  (2.2.12)

oraz

C(s) i g(s) =g\ +5)

Pk (2.2.13)
= =9 +s)
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2. Rozklad liczby zgloszen (dlugosci kolejki)

otrzymujemy ostateczng postaé¢ pierwszego sktadnika prawej strony wzoru
(2.2.2)

N-1 (N—k—1 o0
Zpk{ > Pkﬂsm)b()vLPNsm ) >
j=N—

b;(s }+PN (s,m)C(s).
k=1 7=0 J

(2.2.14)

k

Transformata Laplace’a drugiego sktadnika catkowego po prawej stronie wzoru
(2.2.2) ma postac:

00 o t ) t _
> / et [ et [ ae e - u>dy{f fLsm<N -1}
‘ t=0 u=0 y=u
y)]] —A(t—y) - S
sz/ﬂzpm k%Q + Om,N Zpk+zpk
_ k=1

] =
— j T [)‘(t - y)]r “A\(t—
x > > ) e -y | _
j=N—k r=0 '
00 oo A B "
Z dGl*(u)/ e S'G(t — u)dt/ )\e—/\ydy{f{l <m<N-1}
i—0 Y u=0 t=u Yy=u
m m—k N-1
X ) Pk pfn_ku A=Y 5, N[ZPk‘F Zpk:
k=1 5=0 It k=N k=1
— ’ 75k [)‘(t B y)]r “At—
j=N—kr=0 :
© o0 . 00 o m m—k
Z dGz*(u)/ e—StG(t — u)dt{]{l <m<N-— 1} Zpk Z p]rrt—k
i—g Y u=0 t=u el =
t At —y) J 00 ¢ - N-1
X /\/: B Atwder(sm,NlZpk/ A Mdy+ 3 py
e k=N YU k=1
- J 7% t — [A(t - y)]T
x Y D1 A/f e AtTdy (2.2.15)
j=N—-kr=0 y=u :

Nastepnie obliczamy calki:

t Nt — )17 Nttt .
)\/ — jly)] dy = “— / (t—y)dy=
y=u - y=u

J!
A=At . it o



2. Rozklad liczby zgloszen (dlugosci kolejki)

t At — )|’ ATt
—At[ Yy B 1
A/y:u6 R 1)!(75 —u)em (2.2.17)

t
= e M A (2.2.18)

y=u

t
)\/ e Mdy = —e N
y=u

Wrziawszy pod uwage obliczenia (2.2.16)—(2.2.18), wzér (2.2.15) przyjmie
postac

oo 00 ) 00 o m m—k
Z dG’*(u)/ e SG(t — u)dt{[{l <m<N -1} Zpk Z o
i=0 7 u=0 t=u k=1  j=0
)\j+1 ) o) N-1
X — '(t _ u)]-i—le—/\t + 5m,N Z pk(e—/\u o e—)\t) + Z i
(G +1)! k=N k=1
i i >\T+1 +1 _—At
X pir (t—u)""e” ] } =
Pyl T o(r+1)!

o0

o9] . m m—k ) 0o j+1
Z dGz*(u){I{l <m< N -1} Zpk Z p]ni—k/ 6(A+s)t(%\
k=1 j=0 l=u

= u=0 Jj+ 1!

X (t— u) LGt — w)dt + omy S D / e~ (e — e M)t — w)dt
k=N Jt=u

N-1 — Ot )\r+1 1=
+ (Sm,N Z Pk Z Z / s m(t — U)T+ G(t — u)dt} =
=1

j=N—kr=0

)\j—l—l

k
Z/ e—(/\+8)udGl*(u){I{1 <m<N-13Yp Y P]rff—k/
i—0Ju=0 k=1 j=0 '

G+ D)

x e~ OFN=0) (¢ — VG — w)dt + Gy S pi / (e=5t=w)
k=N  Jt=u
J

— OOV — )t + 6y Z o Z S / —(Ms)(t—u)

k=1 j=N—-kr=0
)\r—f—l

)

(t —u) TGt - u)dt}. (2.2.19)

W réwnaniu (2.2.14) dokonamy podstawienia ¢ = ¢ — u oraz podobnie
jak uprzednio, dla uproszczenia zapisu zrezygnujemy z notacji zawierajacej
podkreslenia. Uwzgledniajac dodatkowo (2.1.9), mamy
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2. Rozklad liczby zgloszen (dlugosci kolejki)

m m—Fk 00
(l—g()\—l—s))_l{l{l <m<N—1}Zpk pr:_k/ e~ (A ta)t
k=1 j=0 =0

AL oo o0 _
X ‘715]"1‘16( t dt+ 5m / e—st o e—(A-‘rS)t G t dt
G+ (t) ,ng;vpk t:O( )G (1)
= = et AT +17A
+ o N Dk pr*/ e VTt ¢ G(t)dt} (2.2.20)
R B ]
Definiujac
l o] r4+1
def r*/ (st A r17S
s) = e ——— " G()dE 2.2.21
(PGJ( ) ,,;pl 0 (T+ 1)| ( ) ( )
oraz
oals) ™ [ (et — e OFING (1)t (2.2.22)
t=0

otrzymujemy ostateczng posta¢ drugiego sktadnika

de _ m
d(s,m) = (1—g(A +5)) 1{1{1 <m <N =1} procm—i(s)
k=1
00 N-1 00
+0mN Y Phpc(s) + OmN D Pk D apc,j(s)}. (2.2.23)
k=N k=1  j=N-k

Transformata Laplace’a trzeciego sktadnika catkowego po prawej stronie wzoru
(2.2.2) jest taka sama jak we wzorze (2.1.2) dla prostego procesu Poissona.
Wyznaczylismy ja w (2.1.21) otrzymujac w wyniku

5m,0
A+ s

(2.2.24)

Transformata Laplace’a pierwszego i drugiego sktadnika catkowego po pra-
wej stronie wzoru (2.2.3) ma postaé:

o1



2. Rozklad liczby zgloszen (dlugosci kolejki)

gy [ [ L)
e’ dt/ I e P 1(t—y,m
L. yol W ot —vom)
X - i 7k ()\y)r -y o
+PY (t—y,m) > > € dF(y) =
k=N—nr=0 :
N—-n—1 k
o0 00 . ) .
/ dF(y)/ [ ZPZ ( y‘) e~ tp,ﬁ_ _(t—y,m)
y=0 t=y k=0 =0 r!
X S a 7 ()‘y) —Ay—st
+ PR (t—yom) Y > Pk dt
k=N—nr=0 r
—(A+s)y o e 7% ()\y)r —s(t—y) pX
[ map() [0S S g e B (- yom)
¥=0 =yl k=0 =0 r
X - b (& ()\y>T —s(t—y)
+ PNt —ym) o Y P ye dt (2.2.25)
k=N-nr=0 :

W réwnaniu (2.2.25) takze dokonujemy podstawienia t = ¢ — y dla uprosz-
czenia zapisu rezygnujac z podkreslen i wprowadzajac nowa zmienng. Mamy

o0 N-n—1 k 0
/ “AEAR(y l Z Z e Py (t,m)dt
?JZO -0
[e's) k
+ > Z Stva(l(tm)dt]. (2.2.26)
k=N-nr= —0

Stosujac oznaczenie (2.2.4) otrzymujemy:

METE Lo <Ay>

S S a [ e O ar ) P ()

k=0 r=0 y=0

[e'¢) k 00 ) N
+ > D e / e*‘“"‘)y%dF(y)Pg,l(s,m). (2.2.27)
k=N—nr=0 y=0 r
Definiujac
k Tzopk; y:(] T! y Y =

dostajemy ostateczna postaé¢ tych dwu skladnikéw

N—-n—1 00
Z ap(s) P j_1(s,m) + Py_,(s,m) Z ak(s). (2.2.29)
k=0 k=N-n
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Transformata Laplace’a trzeciego i czwartego skladnika po prawej stronie
wzoru (2.2.3) ma postaé:

/t(x; St<I{n m < —1}Zp
+ Om,N Z Z )e"\tF(t)dt:

k=N-nr=0

' 0 )T —
t=0

(& —(As)t (Awr*
Loy S Yk / FF(at

k=N —nr=0 r
(2.2.30)
Definiujac
o0 At)—
o) S [0 M B 22
r=0 t=0 !
otrzymujemy ostateczng postaé ostatnich dwu skladnikow
def >
hi(s,m) = I{n <m <N = 1}opm_i(s) + 6mn > ri(s). (2.2.32)

k=N-l

Wyznaczony uklad réwnan dla transformat Laplace’a dla wzoréw (2.2.2) i
(2.2.3) ma nastepujaca postac:

N—-1 [N—k-1 o0
m):Zpk Z Pk+]sm)b()+PNsm Z bi(s
k=1 j=0 j=N—k
pX 6m0
+ Py (s,m)C(s) +d(s,m) + —— (2.2.33)
A+s
R N—n—1 R 0o
PX(s,m) = > a(s)Ppy(s,m) + P ) > k(s (s,m)
k=0 k=N-n

(2.2.34)

gdzie 1 <n < N.
W kolejnym kroku do réwnan (2.2.33)—(2.2.34) stosujemy podstawienie

QX (s,m) = P¥_, (s,m), (2.2.35)
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otrzymujac uktad postaci

N-1 N—k-1 _ R 00
=D | D QNok—j(s,m)bi(s) + Q3 (s,m) D by(s)
k=1 j=0 j=N—k
. O

+ Q¥ (s,m)C(s) + d(s,m) + \ 408 (2.2.36)

R n—1 R 00

Qf(s,m) = Zak(s)Qf pr1(s,m) —i—QX (s,m Zak )+ hn—n(s,m)
k=0 k=n

(2.2.37)

gdzie 0 <n < N — 1.

Nastepnie w pierwszej sumie (2.2.37) wykonujemy podstawienie k =
k — 1. Kolejny raz dla uproszczenia notacji wzorow przyjmiemy zapis no-
wej zmiennej niezawierajacy podkreslen.

o0

QX (s, m) Z apg1(8)QX 1 (s,m) +Q1 (s,m) Z a(s) + hn—n(s,m)
k=—1 k=n
= " ar1(8)Qn_p(s,m) — ant1()Qg (s.m) + QF (s,m) > a(s)
k=-—1 k=n
+ hn—n(s,m) (2.2.38)
Definiujac
P (s.m) def an+1@é{(s,m) — @{{(s, m) Z ar(s) — hy—n(s,m) (2.2.39)
k=n+1

réwnanie (2.2.38) przeksztalcamy do postaci

Z ak-‘rl n k(s ’I’)’L) @5(57”’07 0<n<N-L
k=—1
(2.2.40)

W celu wyznaczenia kolejnych wyrazow ciagu (@ff (s, m)) stosujemy Twier-
dzenie 1.4, zgodnie z ktérym, majac okreslone ciagi (a,(s)) (gdzie ag(s) # 0)
oraz (wn(s m)) (wzory (2.2.28) 1 (2.2.40), odpowiednio), mozemy zapisaé n-
ty wyraz Qn (s, m) w nastepujacej postaci:

n

QX (s,m) = C(s,m)Rny1(s) + 3 Ru_p(s)tu(s,m), n>0 (2.241)
k=0
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gdzie C(s,m) nie zalezy od n oraz

Ro(s) =0, Ri(s) = ay'(s), Res1(s) = Ri(s Zaerl JRi—i(s)]

(2.2.42)

dlak>1

W odniesieniu do metodyki postepowania zaprezentowanej dla prostego
procesu Poissona, w réwnaniach (2.1.38)—(2.1.40), réwniez tutaj celem na-
szych dalszych rozwazan jest wyprowadzenie formut dla skladnika C(s,m)
réwnania (2.2.41) oraz dla funkeji @g(s,m) i Q{{(s,m) wystepujacych w
réwnaniu (2.2.39). Dla zlozonego procesu Poissona dokonamy tego poprzez
zapisanie C(s, m) oraz @f{(s,m) jako funkcji zaleznych od @é((s,m), a dla
tej ostatniej wyznaczymy postaé jawna.
Podstawiajac n = 0 do réwnania (2.2.41), otrzymujemy

Qi (s,m) = C(s,m)Ri(s) = C(s,m)=ao(s)Qf (s,m),  (2.2.43)

Analogicznie, przyjmujac n = 0 w réwnaniach (2.2.39) i (2.2.40), mamy

Yo(s,m) = ar ()X (s.m) — OF (s.m) S an(s) — hy(s.m) =
k=1

ao(s)QF (5,m) + a1 (5)Qg (s,m) — QF (5,m) > ar(s) — hy(s,m) (2.2.44)
k=0

%(8, m) = aO(s)@{((Sv m) + al(S)@é((S, m) - Qg((sv m) (2'2‘45)

Poréwnujac prawe strony (2.2.44) i (2.2.45), otrzymujemy
R [ee]
— QX (s,m) = —Q (s, m Z — hy(s,m). (2.2.46)

Korzystajac z faktu, ze f(s) = > 7 ax(s) réwnanie (2.2.46) przeksztalcamy
do postaci

O (s,m) = £~1()(QX (5,m) — hiv(s,m)). (2.2.47)
Nastepnie podstawiamy zaleznosci (2.2.39), (2.2.43) i (2.2.47) do réwnania
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(2.2.41), otrzymujac

~

Qn (5,m) = ao(5)Q5 (s,m) Ruy1(s) + D Roi(s) [%H(S)Qé((& m)

k=0
— @é((s,m)ffl(s) Z ai(s) + hy(s,m)f1(s) Z a;(s) — hN_k(s,m)l
i=k+1 i=k+1
= Q' (s,m) [ao Ryta(s) + ZRn k {ak+1(3) — 7)Y az‘(s)}]
i=k+1
+ ZRn i [hN (s,m)f(s) > ai(s) —hN_k(s,m)]. (2.2.48)
i=k+1
Definiujac
0u(5)  a(s) Rusa(5) + Y- B9 ana() = 76 3 ailo)}
k=0 i=k+1
(2.2.49)
Bu(sm) 50 R (9) | Biv(s.m) 1) D aals) = hov-i(svm)|
k=0 i=k+1
(2.2.50)
réwnanie (2.2.48) mozemy zapisa¢ w wygodnej postaci
QX (s,m) = QY (s,m)On(s) + B, (s,m). (2.2.51)

Do wyznaczenia jawnej postaci funkcji @5( (s, m) wykorzystamy réwnanie
(2.2.36).
Korzystajac z faktu, ze

—k— N—k
Z $)QN i _j(s,m) = bn—k—j( (S,m) (2.2.52)
j=0 j=1
réwnanie (2.2.36) przyjmie postaé
N— - 00
Qn(s,m) = Z szvkg Q¥ (s,m) + Q¢ (s,m) Zb]
k=1 i=1 JoNE
. Smo
+ Qg (5, m)C(s) + d(s,m) + T (2.2.53)

A+s

56



2. Rozklad liczby zgloszen (dlugosci kolejki)

Nastepnie do réwnania (2.2.53) wstawiamy zalezno$é¢ (2.2.51). Mamy

R N-1 N—k
Q (5, m)@n (5) + P (5,m) = pk[ (@ (5, m)05(s) + B (s5,m))

k=1 Jj=1
X by_p_j(s) + Qi (s,m) Z bj(s)] + Qi (5,m)C(s) + d(s,m) + )(\Srlo
j=N—k °
(2.2.54)

Z réwnania (2.2.54) eliminujemy teraz funkcje @{f(s, m), otrzymujac

Q3 (s,m) =
Z pkzj 1 Fon i(8)®;(s,m) +d(s,m) + Smo(A+s)~1 — P (s,m)
ON(s) = C(s) = Za5 e 2N  bvr(8)05(5) + L3 o by (s)]

(2.2.55)

Wyprowadzone zaleznosci (2.2.51) i (2.2.55) w polaczeniu z podstawieniem
(2.2.35) pozwalaja nam teraz uzyskaé nastepujaca ostateczng postaé trans-
formaty Laplace’a rozktadu liczby zgloszen:

~

]375((87m) = @])\(f—n(&m) = Qéc(&m)@N—n(s) + CI)N—n(S7m)
=DOn_pn(s,m) +On_pn(s)
Z ka bN—k—j(S)(I)j(Svm) +d(svm) +5m,0(>‘+5)_1 _(I)N(Svm)
ON(s) = Os) = X5 i 05" v (5)0; () + 52 v b (5)]
(2.2.56)

Otrzymany wynik sformulujemy w postaci twierdzenia:

Twierdzenie 2.2. W modelu kolejkowym typu M /G/1/N z requlaminem
wielokrotnych okresow przestoju transformata Laplace’a ]375((3, m) warunko-
wego rozkladu liczby zgloszen w ustalonej chwili t wyraza sie nastepujgcym
wzorem:

PX(s,m) =®y_ n(s m) + On_n(s)
Z L e N bk ()@ (5,m) + d(s,m) 4 Smo(A + 5) 7! — B (s,m)

On(s) - <> SR e S0 bk (5)0;(5) + 3 i (5)]
(2.2.57)

gdzie bi(s), C(s), d(s,m), Ok(s), ®r(s,m) zdefiniowano w (2.2.12), (2.2.13),
(2.2.23), (2.2.49) i (/4 2.50) odpowiednio.
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2. Rozklad liczby zgloszen (dlugosci kolejki)

2.3 Analiza numeryczna i symulacje

W tym podrozdziale przyjrzymy si¢ wynikom obliczen numerycznych, ktore
prezentujg rozklady prawdopodobienstwa dtugosci kolejki w stanie nieusta-
lonym (tzn. w dowolnej chwili t) w zaleznosci od przyjetych w poszcze-
gblnych eksperymentach parametréw poczatkowych. W wiekszosci naszych
rozwazan ograniczymy sie do zlozonego procesu Poissona, ktory w modelo-
waniu strumienia wejSciowego zgloszen naplywajacych pozwala na bezpo-
Srednie uwzglednienie ich rozmiaréw. W celu otrzymania rozktadu praw-
dopodobienstwa dlugosci kolejki, do wzoru (2.2.57) zastosowano algorytm
numerycznego odwracania transformaty Laplace’a opisany m.in. w [4] 1 [5],
ktéry od nazwisk twércow jest nazywany algorytmem Gavera-Stehfesta i
stanowi kombinacje dwdch sposobéw podejécia do zagadnienia prezentowa-
nych we wezesniejszych pracach [47] oraz [150] ich autorstwa. Na poczatku
oméwimy wspdélne dla wszystkich rozwazanych w obliczeniach numerycznych
scenariuszy cechy modelu kolejkowego:

» rozktad prawdopodobiefistwa czasu obstugi zgloszen jest mieszanym
rozkladem wykladniczym (ang. mixed exponential distribution) o dystry-
buancie postaci

Ft)=a-(1—e ™Y+ (1—-a) - 1—e*), t>0, (2.3.1)
gdzie o € (0,1), parametry 1, pu2 sa okreslone oddzielnie dla kazdego eks-
perymentu. Sredni czas obstugi pojedynczego pakietu wynosi

1 1-
=2 e (2.3.2)
wep 2

co odpowiada intensywnosci obstugi (Sredniej liczbie pakietéw obstuzonych
w jednostce czasu w czasie pracy serwera) réwnej

H1p2
1—a)uy + aug’

= ( (2.3.3)

» dystrybuanta G(-), okreslajaca dlugo$é trwania pojedynczego okresu
zawieszenia obstugi, jest dystrybuanta rozkladu Erlanga drugiego rzedu i
ma, postaé

Git)=1—e*(14¢t), t>0, (2.3.4)

gdzie £ (odwrotnosé parametru skali) jest parametrem o wartosci okreslonej
oddzielnie dla kazdego eksperymentu;

» rozmiary pakietow naplywajacych do systemu beda wyrazane w baj-
tach. Ustalmy jako podstawowa jednostke objetosci pakietu (okreslona w
Definicji 1.7) wartos¢ v = 100 B. Stosowane w rozprawie podejscie, odno-
$nie do sposobu rozumienia réznicy pomiedzy strumieniami wej$ciowymi
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2. Rozklad liczby zgloszen (dlugosci kolejki)

pakietéow w prostym i ztozonym procesie Poissona, jest nastepujace: w pro-
stym procesie wystepuja wylacznie pakiety o rozmiarze 100 B, w procesie
zlozonym natomiast beda to pakiety naplywajace do systemu o objeto-
Sciach réwnych wielokrotnosci jednostki podstawowej (100 B, 200 B, 300
B, ...). Jak zostalo to okreslone w podrozdziale 1.2 — kazde zgloszenie o
objetosci k - v, k = 2,3, ...; jest utozsamiane z grupa k zgloszen obstu-
giwalnych. Modelowanie sredniego rozmiaru pakietu w systemie omoéwimy
analizujac nastepujacy przyktad:

Przyktad 1. Zalézmy, iz w modelu chcemy przyjac, ze $redni rozmiar
naplywajacych pakietow wynosi B = 180 B. Wéwczas, majac na uwa-
dze zaltozenie, iz pakiety posiadaja rozmiary bedace wielokrotnosciami jed-
nostki podstawowej, ciag prawdopodobienstw (py) moze mie¢ nastepujaca
przykladowa postaé: (pr) = {0.5,0.2,0.3,0,...}, gdzie p; oznacza praw-
dopodobienstwo naptywu pakietu o rozmiarze 100 B, po — prawdopodo-
bienstwo naptywu pakietu o rozmiarze 200 B itd. Otrzymujemy teraz ¢ =
0.5-140.2-2+0.3-3 = 1.8 co, wziawszy pod uwage podstawows, jednostke
objetosci pakietu v, daje pozadana wartos¢ B, = 1.8 - 100 B = 180 B.

W analogiczny sposéb zamodelowano przyjete w poszczegdlnych ekspery-
mentach warto$ci parametréw e, B, (okreslonych w Definicjach 1.101 1.11)

oraz ciagu (pg)-

Naszym podstawowym celem jest zbadanie wplywu zmian w wartosciach
poszczegdlnych parametrow poczatkowych na rozktad prawdopodobienstwa
dtugosci kolejki w systemie w chwili t. Dodatkowo wybrane wyniki obli-
czen numerycznych, przeprowadzonych na wzorach analitycznych, zostana
zestawione z wynikami symulacji modelu kolejkowego zaprogramowanej w
symulatorze zdarzen dyskretnych OMNeT++ [163].

We wszystkich przeprowadzonych obliczeniach jako pojemno$é modelu N
przyjeto wartos¢ 10 pakietow, a bufor akumulujacy moze pomieséci¢ do 9
pakietéw.

2.3.1 Trzy wybrane scenariusze dla prostego procesu Pois-
sona

W pierwszym eksperymencie przyjrzymy sie rozktadom prawdopodobienstw
dlugosci kolejki (2.1.1) w zaleznosci od wybranych wartosci intensywnosci
naplywu pakietéw oraz ich czasu obstugi. Rozwazmy trzy scenariusze, w kto-
rych pary parametréw (n,m) € {(1,1);(3,8);(5,10)} opisuja odpowiednio
poczatkowy stan bufora oraz liczbe zgloszen obecnych w systemie, dla ktorej
wyznaczane bedzie prawdopodobienstwo w funkcji czasu t, przy czym roz-
pietos$é czasu w ktérym wyznaczamy rozklad prawdopodobienstwa diugosci
kolejki (liczby zgloszen obecnych w systemie) jest przedziatem (0s, 0.06s).
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2. Rozklad liczby zgloszen (dlugosci kolejki)

Poniewaz w prostym procesie Poissona zdarzenia pojawiaja sie pojedyn-
czo, zatem (pi) = {1,0, ...}, przy czym nadchodzace pakiety maja stale roz-
miary réwne 100 B (jest to réwnoczesnie sredni rozmiar pakietu Be). Inten-
sywnos$¢ naplywu zgloszen A\ = 600 pakietow /s jest stala i odpowiada pred-
kosci przesytu danych rzedu 480 kb/s. Parametrami dystrybuanty (2.3.1) sa
a = 2/3 oraz para (ui,p2) = (650,520) dla ktérej intensywnos$é obstugi p
jest réwna 600 pakietow /s, wobec czego uzyskujemy obciazenie oraz $red-
nie zapelnienie systemu (okreslone w Definicjach 1.12 i 1.13) na poziomie
0 = kp = 1. Rysunek 2.1 prezentuje otrzymane wyniki obliczeni numerycz-
nych.

o
o

e ———————

o
o

——

prawdopodobienstwo
o
~

= Lo~ a-a S —ru-ya—

0.04 0.05 0.06

0.03
czas|s|

0.00 0.01 0.02

Rysunek 2.1: Charakterystyka wybranych scenariuszy rozktadu prawdopo-
dobienstwa P{X (t) = m| X (0) = n} dla prostego procesu Poissona.

Poniewaz obciagzenie systemu jest bardzo duze, mozemy zauwazy¢ szybka
stabilizacje wykresow dla wszystkich trzech scenariuszy ,wokol” wartosci
prawdopodobienstwa odpowiadajacej stanowi ustalonemu (stacjonarnemu).

2.3.2 Analiza por6éwnawcza obliczen numerycznych i symu-
lacji.

Naszg analize rozpoczniemy od zapoznania sie ze srodowiskiem symulacyj-
nym OMNeT++ [163]. Ponizszy skrécony opis tego srodowiska pochodzi z
[127].

OMNeT++ (Objective Modular Network Testbed in C++) jest zintegro-
wanym srodowiskiem do tworzenia symulacji zdarzen dyskretnych, opraco-
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wanym 1 rozwijanym przez Andreasa Varge, poczatkowo na Uniwersytecie
Technicznym w Budapeszcie. Pakiet symulacyjny OMNeT++ udostepniany
jest za darmo do celéw niekomercyjnych, sklada sie ze zbioru bibliotek i
plikéw nagtéwkowych w jezyku C++, zestawu programéw wspomagajacych
tworzenie modeli i analize wynikéw symulacji oraz srodowisk uruchomie-
niowych: graficznego (wizualizacja przebiegu symulacji wraz z animacja) i
tekstowego (szybka realizacja symulacji). Tworzenie modelu symulacyjnego
polega na zdefiniowaniu elementéw modelu i opisu topologii potaczen pomie-
dzy nimi w jezyku NED oraz zaprogramowania dziatania poszczegdlnych
elementéw w jezyku C++. Srodowisko zostalo zaprojektowane z mysla o
symulacji sieci komputerowych (zob. np. [141]), lecz mozliwe jest jego wyko-
rzystanie do badan nad modelami kolejkowymi (przyktadowy prosty model
kolejkowy z dyscypling FIFO jest dostarczony wraz ze srodowiskiem w trak-
cie jego pobierania i instalacji na komputerze)

Do poréwnania wynikéw otrzymanych numerycznie z wynikami symu-
lacji zestawione zostaly nastepujace dwa wybrane rozklady prawdopodo-
bienstw dtugosci kolejki:

1. rozklad (2.1.1) dla prostego procesu Poissona (Rysunek 2.2) wedlug
pierwszego scenariusza, opisanego w poprzednim podrozdziale 2.3.1;

2. rozklad (2.2.1) dla zlozonego procesu Poissona (Rysunek 2.3) wedlug
pierwszego scenariusza (dokladniejszy jego opis znajduje sie w podroz-
dziale 2.3.5 w sz6stym eksperymencie).

Parametry modelu kolejkowego sa nastepujace: poczatkowa liczba zgto-
szen w systemie n = Y (0) = 0, liczba zgloszen obecnych w systemie
m = Y(t) = 1 w chwili ¢, intensywno$ci naptywu zgloszen oraz ich
obstugi posiadaja taka sama warto$¢ A = u = 600 pakietéw/s usta-
lajaca obciazenie systemu na poziomie ¢ = 1, odwrotno$¢ parametru
skali £ = 1000 (wéwczas pojedynczy okres przestoju wynosi $rednio
t, = 0.002 s), $redni rozmiar grupy € = 1.75, ciag prawdopodobienistw
(pr) = {0.5,0.25,0.25,0, ...}, wobec czego Srednie zapelnienie systemu
wynosi kp = 1.75.

Symulacje wybranych dwéch modeli kolejkowych zostaly wykonane w opar-
ciu o przedstawione parametry obliczen numerycznych uzupetnione o krok
czasu wynoszacy t. = 0.0005 sekundy i opisujacy chwile czasu k-t =t €
[0,0.06] dla k& = 0;1;2;...;60, w ktérych nastepuje pomiar liczby zgloszen
obecnych w systemie. Proces symulacji obejmuje 10 tysiecy pojedynczych
prob. Kazda préba stanowi odrebny okres czasu t € [0,0.06], w ktérym na-
stepuje symulacja losowego naptywu i obstugi pakietéw zgodna z zalozonym
w modelu kolejkowym mechanizmem zawieszenia obstugi typu ,,multiple va-
cation”. Dla kazdej préby losowane jest unikalne ziarno (liczba naturalna)
uzywane do inicjalizacji generatora liczb pseudolosowych stanowiacych lo-
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Rysunek 2.2: Poréwnanie rozkladu prawdopodobienstwa P{Y(t) =
11Y(0) = 1} dla prostego procesu Poissona, otrzymanego: 1) poprzez nume-
ryczne obliczenia wykorzystujace wzor (2.1.52) — czarna linia na wykresie; 2)
jako statystyczny wynik dziesieciotysiecznej proby losowej — czerwone kwa-
draty na wykresie.

sowe momenty naptywu i obshugi wiadomosci, a takze dlugosci pojedynczych
okres6w przestoju.

Wykresy przedstawione na Rysunkach 2.2 i 2.3 potwierdzaja wysoka
zgodnosé¢ obliczen numerycznych z wynikami symulacji. Maksymalna roz-
nica w warto$ciach prawdopodobienstw miedzy obliczeniami numerycznymi
a wynikami symulacyjnymi mierzona w chwilach k - ¢, wynosi 0.00599106.

2.3.3 Badanie wplywu zmian czasu obslugi zgloszen w zlo-
zonym procesie Poissona

W kolejnym eksperymencie przyjrzymy si¢ rozktadom prawdopodobienstwa
dlugosci kolejki (2.2.1) w zaleznosci od zmiennych wartosci czasu obstugi pa-
kietéw. Rozwazmy trzy scenariusze, w ktérych parametrami dystrybuanty
(2.3.1) sa a« = 0.4 oraz pary (u1,pu2) € {(960,720); (780, 520); (320, 720)},
dla ktérych intensywnos$é obstugi p jest réwna 800, 600 i 480 pakietéw/s,
co odpowiada predko$ciom przetwarzania danych rzedu 640, 480 i 384 kb/s,
odpowiednio. Intensywno$é naplywu zgloszen A = 600 pakietéw/s jest stala,
wobec czego uzyskujemy obciazenie systemu na poziomie g € {0.75;1;1.25}
wzgledem poszczegdlnych intensywnosci obstugi pakietéw. Pozostate para-
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Rysunek 2.3: Poréwnanie rozkladu prawdopodobienstwa P{Y(t) =
11Y(0) = 0} dla zlozonego procesu Poissona, otrzymanego: 1) poprzez nu-
meryczne obliczenia wykorzystujace wzér (2.2.57) — czarna linia na wykre-
sie; 2) jako statystyczny wynik dziesieciotysiecznej proby losowej — czerwone
kwadraty na wykresie.

metry poczatkowe majg nastepujace wartosci: poczatkowa liczba zgloszen w
systemie n = Y (0) = 0, liczba zgloszen obecnych w systemie m =Y (t) =1
w chwili ¢, odwrotno$¢ parametru skali £ = 1000 (wéwezas pojedynczy okres
przestoju wynosi rednio ¢, = 0.002 s), Sredni rozmiar grupy € = 1.5, ciag
prawdopodobienstw (pg) = {0.5,0.5,0, ...}, wobec czego otrzymujemy Sred-
nie zapelnienie systemu na poziomie s, € {1.125;1.5;1.875} wzgledem po-
szczegblnych intensywnodci obstugi pakietow. Rysunek 2.4 prezentuje otrzy-
mane wyniki obliczen numerycznych.

Analizujac otrzymany wykres mozemy zauwazy¢, iz prawdopodobien-
stwo obecnosci jednego zgloszenia w systemie jest najwieksze w poczatko-
wych chwilach czasu t > 0 bezposrednio po rozpoczeciu pracy systemu. Wy-
nika to z faktu, ze po starcie serwer od razu przechodzi w tryb bezczynno$ci
z powodu braku pakietéw do obstuzenia (Y (0) = 0). Sredni czas pomiedzy
momentami wpltywu zgtoszen to t,, = 0.00167 s i wladnie dlatego w okresie
pomiedzy t,, i t, obserwujemy osiggnigcie maksymalnej wartosci prawdopo-
dobienstwa wynoszacej niespetna 0.19. Wartos¢ maksimum jest niezalezna
od przyjetych scenariuszy, gdyz nie zalezy ona od intensywnosci obstugi pa-
kietéw. W kolejnych chwilach czasu nastepuje spadek wartosci prawdopodo-
biefistwa az do czasu osiagniecia przez system stanu réwnowagi widocznego
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Rysunek 2.4: Wplyw zmian intensywnoéci obstugi zgloszen p na rozktad
prawdopodobienstwa P{Y () = 1] Y (0) = 0} dla A = 600 pakietéw/s.

w koncowej czesci wykresu. Charakter malejacego prawdopodobienstwa jest
zalezny od parametru intensywnosci obstugi — im mniejsze obcigzenie sys-
temu g, tym wicksza szansa, ze w pozniejszej chwili t tez bedzie tylko jeden
pakiet zakumulowany w systemie.

2.3.4 Badanie wplywu zmian intensywnosci napltywu zglo-
szen w zlozonym procesie Poissona

W kolejnym eksperymencie przyjrzymy sie rozkladom prawdopodobienstwa
dlugosci kolejki (2.2.1) w zaleznosci od zmiennych wartosci intensywnosci
naplywu pakietéw. Rozwazmy trzy scenariusze, w ktérych parametr A przyj-
muje wartosci 450, 600 i 750 pakietéow /s, co odpowiada predkosciom prze-
sylu danych rzedu 360, 480 i 600 kb/s. Parametrami dystrybuanty (2.3.1)
sa o = 0.6 oraz para (ui,p2) = (680,510), dla ktérych intensywnos$é ob-
stugi p jest réwna 600 pakietéw /s, wobec czego uzyskujemy obciazenie sys-
temu na poziomie o € {0.75;1;1.25} wzgledem poszczegdlnych intensyw-
noéci naptywu pakietéw. Pozostale parametry poczatkowe maja nastepu-
jace wartosci: poczatkowa liczba zgloszen w systemie n = Y (0) = 0, liczba
zgloszen obecnych w systemie m = Y (t) = 1 w chwili ¢, odwrotno$¢ pa-
rametru skali £ = 1000 (wéwcezas pojedynczy okres przestoju trwa Sred-
nio ¢, = 0.002 s), $redni rozmiar grupy € = 1.75, ciag prawdopodobienstw
(pr) = {0.5,0.25,0.25,0, ...}, wobec czego otrzymujemy S$rednie zapelnienie
systemu na poziomie kp € {1.3125;1.75;2.1875} wzgledem poszczegdlnych
intensywno$ci naplywu pakietow. Rysunek 2.5 prezentuje otrzymane wyniki
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Rysunek 2.5: Wplyw zmian intensywnosci naptywu zgloszen A na rozktad
prawdopodobienstwa P{Y (t) = 1| Y (0) = 0} dla u = 600 pakietéw/s.

Analizujac otrzymany wykres mozemy zauwazy¢, iz prawdopodobien-
stwo obecnosci jednego zgloszenia w systemie jest najwicksze w poczatko-
wych chwilach czasu t > 0 bezposrednio po rozpoczeciu pracy. Wynika to z
faktu, ze po starcie serwer od razu przechodzi w tryb bezczynnoéci z powodu
braku pakietéw do obstuzenia (Y (0) = 0). Sredni czas pomiedzy momentami
wplywu zgloszen t,, jest uzalezniony od wybranych trzech intensywnosci
naptywu pakietéw i wynosi 0.00222 s, 0.00167 s i 0.0013(3) s, odpowied-
nio. Obserwowane osiagniecie maksymalnej wartosci prawdopodobienstwa,
wynoszacej okoto 0.18, wystepuje w odpowiednich dla kazdej intensywnosci
przedziatach czasu (ty, tp) lub (¢, t,,). W kolejnych chwilach czasu nastepuje
spadek wartosci prawdopodobienstwa az do czasu osiagniecia przez system
stanu réwnowagi widocznego w koncowej czeéci wykresu. Charakter male-
jacego prawdopodobienstwa jest zalezny od parametru A — im intensywniej
zgloszenia naplywajg do systemu, tym szybciej maleje szansa, ze w pdzniej-
szej chwili ¢ tez bedzie tylko jeden pakiet zakumulowany w systemie.

2.3.5 Badanie wplywu zmian wartosci poczatkowej liczby
zgloszen obecnych w systemie w zlozonym procesie Po-
issona

W piatym, széstym oraz siddmym eksperymencie przyjrzymy sie rozkta-
dom prawdopodobienstwa diugosci kolejki (2.2.1) w zaleznosci od zmiennych

65



2. Rozklad liczby zgloszen (dlugosci kolejki)

wartosci poczatkowej liczby pakietow obecnych w systemie. Rozwazmy trzy
scenariusze (takie same dla kazdego eksperymentu), w ktérych parametr n
przyjmuje wartosci 0, 5 i 10 pakietéw. Kazdy eksperyment ma przyporzad-
kowany parametr A\ o odmiennej wartosci 450, 600 i 750 pakietéw /s, co odpo-
wiada predko$ciom przesytu danych rzedu 360, 480 i 600 kb/s. Parametrami
dystrybuanty (2.3.1) sa o = 0.8 oraz pary (u1, u2) € {(800,300); (720, 360);
(960, 240)}, dla ktérych intensywnos$é obstugi p jest zawsze réwna 600 pa-
kietéw/s, wobec czego uzyskujemy obciazenie systemu na poziomie o €
{0.75;1;1.25} wzgledem poszczegblnych intensywnosci naplywu pakietéw
kazdego z opisywanych eksperymentéw. Pozostale parametry poczatkowe
maja nastepujace wartosci: liczba zgloszen obecnych w systemie m = Y (¢) =
1 w chwili ¢, odwrotnosé parametru skali & = 1000 (wéwczas pojedynczy
okres przestoju trwa srednio ¢, = 0.002 s), Sredni rozmiar grupy ¢ = 1.75,
ciag prawdopodobienstw (px) = {0.5,0.25,0.25,0,...}, wobec czego otrzy-
mujemy $rednie zapelnienie systemu na poziomie x; € {1.3125;1.75;2.1875}
wzgledem poszczegdlnych intensywnosci naptywu pakietéw. Rysunki 2.6, 2.7
i 2.8 prezentuja otrzymane wyniki obliczen numerycznych dla kazdego eks-

perymentu osobno.
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Rysunek 2.6: Wpltyw zmian wartoéci liczby zgloszen n obecnych wewnatrz
systemu w chwili ¢ = 0 na rozklad prawdopodobienstwa P{Y (t) = 1| Y (0) =
n} dla A = 450 pakietow/s.

Analizujac otrzymane wykresy mozemy zauwazy¢, iz charakter rozktadu
prawdopodobienstwa obecnosci jednego zgloszenia w systemie znaczaco rézni
sie pomiedzy wykresami, jednakze zawiera tez pewne cechy wspoélne. Mo-

zemy tutaj wyrézni¢ dwie kategorie:
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Rysunek 2.7: Wplyw zmian wartosci liczby zgloszen n obecnych wewnatrz
systemu w chwili ¢ = 0 na rozklad prawdopodobienstwa P{Y (t) = 1|Y(0) =
n} dla A = 600 pakietow/s.
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Rysunek 2.8: Wplyw zmian wartosci liczby zgloszen n obecnych wewnatrz

systemu w chwili ¢ = 0 na rozktad prawdopodobienstwa P{Y (t) = 1| Y (0) =
n} dla A = 750 pakietow/s.
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2. Rozklad liczby zgloszen (dlugosci kolejki)

1. 0 =n < m =1 w tej kategorii obserwujemy poczatkowy wzrost praw-
dopodobienstwa i p6zniejszy jego spadek az do czasu osiggniecia przez
system stanu réwnowagi (w istocie wyniki zaczerpnieto z eksperymentu
opisanego w podrozdziale 2.3.4 w celu poréwnania z wynikami obliczen
drugiej kategorii);

2.1 =m < n € {510} w tej kategorii obserwujemy powolny wzrost
wartosci prawdopodobienstwa do momentu osiggniecia przez system
stanu réwnowagi.

Zgodnie z oczekiwaniami, im wieksza jest poczatkowa liczba n pakietow
obecnych w systemie w chwili ¢ = 0, tym mniejsze jest prawdopodobien-
stwo wystepowania doktadnie jednego pakietu w dowolnym momencie czasu
t > 0. Rownoczesnie zaobserwowaé¢ mozna wyrazny wpltyw wartoéci n na
poczatkowy przebieg wykreséw prawdopodobienstwa. Oczywiscie, rozktad
dtugosci kolejki w stanie stacjonarnym bedzie juz niezalezny od poczatko-
wego stopnia zapelnienia bufora akumulujacego, stad (dla ustalonej wartosci
m) wszystkie krzywe w dlugookresowej perspektywie czasowej ,ustabilizuja
si¢” na tym samym poziomie.

2.3.6 Poréwnanie charakterystyk rozkladéw prawdopodobien-
stwa dlugosci kolejki wzgledem zmiennej liczby zgto-
szen obecnych w systemie w chwili t dla ztozonego pro-
cesu Poissona

W 6smym, dziewiatym oraz dziesiatym eksperymencie rozwazamy trzy sce-
nariusze (takie same dla kazdego eksperymentu), w ktérych parametr m
przyjmuje wartosci 1, 5 i 9 pakietow. Kazdy eksperyment ma przyporzadko-
wany parametr A o odmiennej wartosci 450, 600 i 750 pakietéw /s, co odpo-
wiada predkosciom przesytu danych rzedu 360, 480 i 600 kb/s. Parametrami
dystrybuanty (2.3.1) sa o = 0.2 oraz pary (u1, p2) € {(440,660); (480, 640);
(760,570)}, dla ktérych intensywnos$é obstugi p jest zawsze réwna 600 pa-
kietéw/s, wobec czego uzyskujemy obciazenie systemu na poziomie o €
{0.75;1;1.25} wzgledem poszczegblnych intensywnosci naplywu pakietéw
kazdego z opisywanych eksperymentéw. Pozostale parametry poczatkowe
maja nastepujace wartosci: liczba zgloszen obecnych w systemie n = 0 w
chwili ¢ = 0, odwrotnos$é¢ parametru skali £ = 1000 (wéwcezas pojedynczy
okres przestoju trwa Srednio ¢, = 0.002 s), $redni rozmiar grupy € = 1.75,
ciag prawdopodobienstw (px) = {0.5,0.25,0.25,0,...}, wobec czego otrzy-
mujemy $rednie zapelnienie systemu na poziomie x; € {1.3125;1.75;2.1875}
wzgledem poszczegdlnych intensywnosci naptywu pakietéw. Rysunki 2.9,
2.101 2.11 prezentuja otrzymane wyniki obliczen numerycznych dla kazdego
eksperymentu osobno.

W zaprezentowanym poréwnaniu, podobnie jak w poprzednich bada-
niach, mozemy zaobserwowa¢ dwa etapy w przebiegu wykreséw charaktery-
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Rysunek 2.9: Wplyw zmian wartosci pozadanej liczby zgloszen m obecnych
w systemie w chwili ¢ na rozklad prawdopodobienstwa P{Y (t) = m | Y (0) =

0} dla A = 450 pakietow/s.
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Rysunek 2.10: Wptyw zmian wartosci pozadanej liczby zgtoszen m obecnych

w systemie w chwili ¢ na rozklad prawdopodobienstwa P{Y (t) = m|Y (0) =
0} dla A = 600 pakietéw/s.
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Rysunek 2.11: Wptyw zmian wartosci pozadanej liczby zgtoszen m obecnych
w systemie w chwili ¢ na rozklad prawdopodobienstwa P{Y (t) = m|Y (0) =
0} dla A = 750 pakietéw/s.

styk rozkladu liczby zgloszen:

1. wzrost wartosci prawdopodobienstwa (nagly badz tagodny) P{Y (t) =
m|Y (0) = 0} do poziomu maksymalnej mozliwej w danym przypadku
wartosci, ktérego tempo jest bezposrednio zwigzane z pozadang liczba
pakietéw m;

2. spadek wartosci prawdopodobienstwa (takze nagly badz lagodny) do
poziomu stanu réwnowagi systemu.

2.3.7 Badanie wplywu zmian dlugosci pojedynczego okresu
przestoju w zlozonym procesie Poissona

W dziewiatym, dziesigtym oraz jedenastym eksperymencie rozwazamy trzy
scenariusze (takie same dla kazdego eksperymentu), w ktérych parametr
£ = A\, przyjmuje wartosci 500, 1000 oraz 1500 — wéwczas pojedynczy okres
przestoju t, trwa érednio 0.004, 0.002 i 0.0013(3) sekundy, odpowiednio.
Kazdy eksperyment ma przyporzadkowany parametr A o odmiennej warto-
Sci 450, 600 i 750 pakietéw/s, co odpowiada predkosciom przesylu danych
rzedu 360, 480 i 600 kb/s. Parametrami dystrybuanty (2.3.1) sa o = 2 oraz
pary (u1,u2) € {(500,1000); (560, 700);

(650,520)}, dla ktérych intensywnosé obstugi p jest zawsze réwna 600 pa-
kietéw /s, wobec czego uzyskujemy obciazenie systemu na poziomie p €
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{0.75;1;1.25} wzgledem poszczegdlnych intensywnosci naplywu pakietéw
kazdego z opisywanych eksperymentéw. Pozostale parametry poczatkowe
maja nastepujace wartosci: liczba zgloszen obecnych w systemie n = 0
w chwili t = 0, liczba zgloszen obecnych w systemie m = Y (t) = 1 w
chwili ¢, éredni rozmiar grupy ¢ = 1.75, ciag prawdopodobienstw (pg) =
{0.5,0.25,0.25,0, ...}, wobec czego otrzymujemy Srednie zapelnienie systemu
na poziomie kp € {1.3125;1.75;2.1875} wzgledem poszczegdlnych intensyw-
noéci naptywu pakietow. Rysunki 2.12, 2.13 i 2.14 prezentuja otrzymane
wyniki obliczen numerycznych dla kazdego eksperymentu osobno.
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Rysunek 2.12: Wplyw zmian wartosci odwrotnodci skali € = A\, na rozktad
prawdopodobienstwa P{Y (f) = 1Y (0) = 0} dla A = 450 pakietéw/s.

Sredni czas pomiedzy momentami wplywu zgloszen t,, jest uzalezniony
od wybranych trzech intensywnosci naptywu pakietéow i wynosi 0.00222 s,
0.00167 s 1 0.0013(3), odpowiednio. Obserwowane osiagniecie w chwili £,,4,p
maksymalnej wartosci prawdopodobienstwa, wynoszacej okoto 0.18, wyste-
puje w odpowiednich dla kazdej intensywnosci przedziatach czasu (ty,tp)
lub (tp,tw). Zgodnie z oczekiwaniami, im dluzszy jest okres pojedynczego
przestoju t, (a tym samym mniejsza warto$¢ parametru A,), tym mniej-
sze jest prawdopodobienstwo wystepowania doktadnie jednego pakietu w
momentach czasu t > t,,4.p. Zjawisko to jest najlepiej widoczne przy ob-
ciazeniu systemu na poziomie ¢ = 0.75, a tym samym Srednim zapelnieniu
Kkp = 1.3125, i jego sita maleje wraz ze wzrostem poziomu obcigzenia. Diuz-
sze okresy przestoju sprzyjaja nagromadzeniu sie wiekszej ilosci pakietéw w
buforze przed rozpoczeciem obstugi tych zgloszen.
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Rysunek 2.13: Wplyw zmian warto$ci odwrotnosci skali £ = A, na rozktad
prawdopodobienstwa P{Y () = 1] Y (0) = 0} dla A = 600 pakietéw/s.
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Rysunek 2.14: Wplyw zmian wartosci odwrotnoéci skali & = A\, na rozktad
prawdopodobienstwa P{Y () = 1] Y (0) = 0} dla A = 750 pakietéw/s.
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2. Rozklad liczby zgloszen (dlugosci kolejki)

2.3.8 Badanie wplywu zmian wartosci Sredniego rozmiaru
pakietu w zlozonym procesie Poissona

W ostatnim eksperymencie rozwazamy trzy scenariusze, w ktorych sredni
rozmiar pakietu B. przyjmuje wartosci 175, 200 oraz 225 bajtéw — wow-
czas Sredni rozmiar grupy € wynosi 1.75, 2 i 2.25 pakietu, a ciagi prawdo-
podobienstw (py) maja wartosci {0.5,0.25,0.25,0, ...}, {0.25,0.5,0.25,0, ...}
oraz {0.25,0.25,0.5,0,...} odpowiednio dla kazdego scenariusza. Intensyw-
no$¢ naplywu zgloszen A = 600 pakietéw/s jest stala i odpowiada predko-
Sci przesytu danych rzedu 480 kb/s. Parametrami dystrybuanty (2.3.1) sa
a = 2/3 oraz para (ui,u2) = (650,520), dla ktérej intensywnosé obstugi
w jest réwna 600 pakietéw /s, wobec czego uzyskujemy obciazenie systemu
na poziomie g = 1, a tym samym otrzymujemy Srednie zapelnienie systemu
na poziomie k € {1.75;2;2.25} odpowiednio dla kazdego scenariusza. Po-
zostate parametry poczatkowe maja nastepujace wartoéci: liczba zgloszen
obecnych w systemie n = 1 w chwili t = 0, liczba zgloszen obecnych w sys-
temie m = Y (t) = 6 w chwili ¢. Rysunek 2.15 prezentuje otrzymane wyniki
obliczenn numerycznych.
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Rysunek 2.15: Wplyw zmian wartosci sredniego rozmiaru grupy € na rozktad
prawdopodobienstwa P{Y ({) = 6| Y (0) = 1} dla obciazenia systemu o = 1.

Zgodnie z oczekiwaniami, im liczniejsze grupy zgloszen naplywaja do
systemu, tym szybciej nastepuje moment nagromadzenia dokladnie szesciu
pakietow, co przekltada sie na tempo poczatkowego wzrostu wartosci prawdo-
podobienstwa P{Y (t) = 6|Y (0) = 1}. Jednakowoz intensywniejszy naptyw
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zgloszen w wymiarze iloSciowym skutkuje malejaca wraz z czasem wartoécia
naszego prawdopodobienstwa, az do momentu osiggniecia stanu rownowagi
systemu znajdujacego sie na nizszym pulapie wartosci prawdopodobienstwa.

2.4 Podsumowanie rozdziatu

Otrzymane rozktady prawdopodobienstwa dla liczby zgloszen w systemie
w chwili t (czyli w stanie nieustalonym) umozliwily nam wglad w cha-
rakterystyke kolejkowania pakietow w rozwazanym modelu kolejkowym z
dyscypling zawieszenia obstugi. Badanie postaci przyktadowych rozktadow
ze wzgledu na zmienne wartosci poszczegdlnych parametréw poczatkowych
umozliwito nam na okreslenie, w jak duzym stopniu zmiana konkretnego pa-
rametru wplywa na zmiane prawdopodobienstwa diugosci kolejki P{Y (¢) =
1Y (0) = 0}. Mozemy stwierdzié¢, iz najmniejszy wplyw na ksztalt krzy-
wej prawdopodobienstwa wykazuje wartos¢ odwrotnosci parametru skali roz-
ktadu pojedynczego okresu przestoju £&. W dalszej kolejnosci intensywnosci
naptywu A i obstugi p zgloszen wykazuja znaczaco wiekszy wplyw, nato-
miast najwiekszy wplyw wykazala przyjeta warto$é n poczatkowej liczby
pakietow obecnych w systemie. Ostatni eksperyment wykonany dla rozktadu
prawdopodobienstwa P{Y (t) = 6| Y (0) = 1} pokazal znaczacy wplyw sred-
niego rozmiaru grupy € na poziomie poréwnywalnym do wplywu parame-
tréw A i p, co, zwazywszy na bezposredni zwiazek miedzy intensywnosciami
a liczbg pakietow w grupie, jest calkowicie uzasadnione. Potwierdzona dla
dwdch rozkladéw (podrozdzial 2.3.2) duza zgodno$é obliczen numerycznych
i symulacyjnych potwierdza stuszno$é Twierdzen 2.1 i 2.2. Zaprezentowane
w nich wzory stanowig swoiste uzupelnienie informacji o rozktadzie liczby
zgloszen w rozwazanym typie modelu kolejkowego, na ktérego temat wiedze
zaczerpnieto m. in. z wymienionych ponizej publikacji.

Rozpocznijmy od opracowan dotyczacych zlozonego procesu Poissona.
W artykutach [133] i [157] autorzy opisali funkcje tworzaca rozkladu praw-
dopodobienstwa dtugosci kolejki oraz jej warto$¢ oczekiwang. Wzory zostaly
wyprowadzone wykorzystujac konstrukcje wlozonego tancucha Markowa dla
procesu stochastycznego opisujacego liczbe zgloszen obecnych w systemie
w stanie ustalonym. W pracy [63] do wyznaczenia funkcji tworzacej roz-
ktadu liczby zgloszen w stanie stacjonarnym systemu wykorzystano technike
zmiennych dodatkowych (ang. supplementary variables’ technique). Cyto-
wana praca stanowi rozwiniecie koncepcji przedstawionej w [117], w kto-
rej rozwazany jest model kolejkowy MX /G /1 z opcjonalnymi pojedynczymi
okresami przestoju stacji obstugi, w ktérym obstuzone zgloszenie moze ,,do-
magacé si¢” powtdrnej obstugi — wraca woéwczas do kolejki (ang. feedback).
Jako najwazniejszy wynik otrzymano funkcje tworzaca rozktadu prawdopo-
dobienstwa dlugoéci kolejki w stanie ustalonym. W artykule [87] opisano
modyfikacje systemu M*/G/1 polegajaca na zastosowaniu progowej dys-
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cypliny ponownego uruchamiania stacji obstugi po okresie jej bezczynnosci
(ang. N-policy), przy czym pierwsza obsluga nastepujaca po zakonczeniu
okresu zawieszenia obstugi jest dodatkowo poprzedzona okresem rozruchu
serwera (ang. setup time), w ktérym osiaga on pelna gotowosé do przetwa-
rzania zgloszen. Uzyskane wyniki dotycza stanu tranzytywnego. Inna intere-
sujaca modyfikacja zostala opisana w pracy [124], w ktérej model M~ /G /1
zostal poszerzony o scenariusz awarii oprdzniajacej bufor z pakietéw i wpro-
wadzajacej okres naprawy serwera obstugujacego. Zaprezentowane w arty-
kule wyniki zostaly uzyskane jedynie dla stanu ustalonego. Kolejne przyto-
czone artykuly opisuja prosty proces Poissona. Pierwszy prezentuje wyniki
dla stanu stacjonarnego, drugi za$ dla stanu tranzytywnego. [58] i [88] przed-
stawiaja modele M /M /1 oraz M/G/1 z wielokrotnymi okresami przestoju
rozszerzone o mozliwosé przerwania okresu zawieszenia obstugi w przypadku
gdy w buforze zostanie zakumulowanych okreslona ilos¢ X pakietow. Rozwi-
niecie tej koncepcji dla systemu M /M /1 jest zawarte w [151], gdzie oprocz
mozliwodci awarii serwera wprowadzono koncepcje ,niecierpliwych” klien-
toéw z pewnym ograniczonym maksymalnym czasem oczekiwania na obstuge.
Ponadto wzér dla $redniego rozmiaru kolejki typu M/G/1 z wielokrotnymi
okresami przestoju zostal wyprowadzony w [18] dla stanu ustalonego.
Innym ciekawym podejsciem do problemu wyznaczenia rozkladu praw-
dopodobienistwa liczby zgloszen w stanie ustalonym jest koncepcja wyko-
nania obliczen rekurencyjnych w systemie M/M/1/N na bazie ,poprzed-
niego”modelu M /M /1/(N —1) opisana w pracy [6]. Przytoczony w tej pracy
model nie zawiera mechanizmu zawieszenia obstugi. Kolejne cytowane w tym
rozdziale artykuly poruszaja kwestie praktycznego wykorzystania omawia-
nego w podrozdziale 2.1 modelu. [175] stosuje model M/G/1/N z ,waka-
cjami” do rozwiazania problemu przesylu przez sie¢ sensorowa dwoch roz-
nych typéw pakietéw kolejkowanych w oddzielnych buforach. Obstuga zglo-
szen pochodzacych z obydwu buforéw jest wykonywana przez jedno wspdlne
stanowisko obstugi, a prezentowane wyniki osiggnieto w stanie ustalonym
systemu. [174] opisuje zastosowanie modelu kolejkowego w procesie two-
rzenia protokolu wykorzystywanego w wojskowych taktycznych bezprzewo-
dowych mobilnych sieciach ,ad hoc”, posiadajacych kooperujace terminale
przekaznikowe (ang. cooperative relay terminal). Czas trwania ,wakacji” w
rozpatrywanym w artykule modelu kolejkowym M/G/1/N jest uznawany
jako czas ,wspoélpracy”, w trakcie ktorego terminal zawieszajacy obstuge z
powodu braku pakietéw nawiazuje ,wspdlprace” z terminalem obcigzonym
obstuga pakietéw (na zasadach okreslonych przez twércéw protokotu).
Wigkszosé cytowanych do tej pory prac dotyczy stanu stacjonarnego.
W literaturze problemu istnieje dos¢ wyrazna réznica w liczbie opracowan
przedstawiajacych wyniki uzyskane w stanach ustalonym oraz nieustalonym,
z przewaga liczebna po stronie pierwszego wymienionego stanu. Prezento-
wana w dalszej czeSci analiza stanu wiedzy o dlugoéci kolejki réwniez po-
twierdza ten wyrazny podzial, eksponujac zasadnosé dokonanej w rozprawie
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tranzytywnej analizy omawianej charakterystyki kolejkowania.

Kolejna grupa artykutéow, opisujacych stacjonarng analize dlugosci ko-
lejki, prezentuje réznorodnosé uzytych w badaniach metod oraz szerokiego
spektrum typoéw modeli kolejkowych, dla ktérych wyprowadzona zostala ta
charakterystyka. Starsze opracowania badajg bardziej ogbélne modele, przy-
ktadowo [111] opisuje najogdlniejszy model GI/G/1 (wzory wyprowadzono
przy uzyciu rekurencyjnych réwnan stochastycznych), [19] model G/M/s/r
(uzyto rozwiniecia funkcji Laguerre’a wobec rozkladu czasu oczekiwania),
a [158] model GI/M/c z niezaleznym mechanizmem zawieszenia obsltugi
wobec kazdego stanowiska obstugi z osobna (wykorzystano modelowanie
wlozonych tancuchow Markowa, uzyskujac rozwiazanie metoda macierzowo-
geometryczna (ang. matriz geometric solution). Z kolei nowsze opracowa-
nia ukierunkowane sa w strone wiekszego uszczegdlowienia parametréw i
cech badanych modeli kolejkowych. [32] opisuje model GIX /MY /1 z gru-
powym naplywem i grupowa obstuga zgtoszen. W badaniach autorzy wyko-
rzystuja m. in. funkcje tworzaca prawdopodobienstwa, metode pierwiastkéw
oraz analize zalezno$ci pomiedzy rozkladami prawdopodobienstwa w chwi-
lach wejécia zgtoszen do systemu oraz w dowolnych chwilach czasu. Uszcze-
gblowienie modelu zaprezentowano w [132], gdzie zbadano model M/GY /1
z pojedynczym naplywem pakietéw i losowa pojemnoscia serwera i czasem
obstugi zaleznym od rozmiaru grupy obstugiwanych w jednej chwili zgtoszen.
Artykul [145] i jego rozszerzenie [49], prezentuja model M AP/G/1/N z re-
gulaminem zawieszenia obstugi, a wykonana analiza analityczna oparta jest
na wlozonych tancuchach Markowa. Kolejne trzy artykuly koncentruja sie
na analogicznym modelu, posiadajacym grupowy naplyw pakietéw do sys-
temu. Model BM AP/G/1 opisany jest w pracach [154] i [120], gdzie pierw-
sza z nich prezentuje opracowana przez autora formute rekurencji do obli-
czania rozkladu dtugosci kolejki w losowym momencie stacjonarnej kolejki,
natomiast druga wykorzystuje ku temu teorie odnowy, wlozone tancuchy
Markowa oraz funkcje tworzaca prawdopodobienstwa. Trzeci artykul [139]
analizuje model BMAP/R@Y /1, w ktérym serwer obstuguje zgloszenia w
grupach o maksymalnej wielkosci ,b” oraz minimalnej liczbie ,a” zgloszen.
Czas obstugi kazdej grupy jest zgodny z rozktadem typu ,,R”, gdzie rozktad
ten reprezentuje klase rozktadéw, ktérych transformata Laplace’a-Stieltjesa
jest wymierng lub przyblizong funkcjg wymierng.

Ostatnia grupa artykuléw, opisujacych tranzytywna analize dtugosci ko-
lejki, réwniez nacechowana jest réznorodnoscia uzytych w badaniach metod
oraz typéw modeli kolejkowych. [162] prezentuje rozklad dlugosci kolejki
typu D — MAP/PH/1 (gdzie D oznacza dyskretny czas naptywu zgloszen)
uzyskany numerycznie poprzez odwrédcenie dwuwymiarowej funkcji tworzg-
cej opdznienia kolejkowania dla n-tego zgloszenia naplywajacego do systemu
(wykorzystano Twierdzenie 1 z pracy [52]). Obliczenia numeryczne prze-
prowadzono z uzyciem programu MATLAB poprzez implementacje metody
zaprezentowanej w pracy [25]. W [115] opisano model Geo/G /1 z czasem na-
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2. Rozklad liczby zgloszen (dlugosci kolejki)

plywu kolejnych zgloszen opisanym rozkladem geometrycznym Geo(p). Za
pomoca techniki rozktadu prawdopodobienstwa i teorii proceséw odnowy,
omawiana jest tranzytywna dlugosé kolejki o stanie poczatkowym i(i > 0).
Artykut [142] opisuje wyprowadzenie jawnego rozkladu dlugosci kolejki dla
systemu GI°/M/1 poprzez kombinatoryke éciezek kratowych (ang. lattice
paths). Dwie ostatnie przytoczone prace traktuja o modelu M /G/1, beda-
cym uogolnieniem omawianego w rozprawie modelu z uwagi na nieskoniczona
pojemnos$é¢ bufora. Autorzy [23] badaja model bez mechanizmu zawieszenia
obstugi, otrzymujac tranzytywny rozktad dlugosci kolejki w czasie. Z kolei
w artykule [155] badany jest model zawierajacy tenze mechanizm zawiesze-
nia obstugi, a przedstawione rezultaty opieraja sie takze na wyprowadzeniu
transformaty Laplace’a dlugosci kolejki.

Wyniki zaprezentowane w niniejszym rozdziale, obejmujace zwarte po-
stacie transformat Laplace’a dlugosci kolejki oraz przyktady wykonanych
numerycznych obliczen, zostaly opublikowane w nastepujacych artykutach:

e [73] — w publikacji opisano wyniki osiagniete dla prostego procesu Po-
issona (podrozdzial 2.1);

e [85] — w artykule zaprezentowano wyniki osiagniete dla ztozonego pro-
cesu Poissona (podrozdzial 2.2);

e [79] — w pracy przedstawiono model typu M*X/G/1/N, dla ktérego
wyznaczono charakterystyke dlugosci kolejki przy zalozeniu, iz kazdy
okres zawieszenia obstugi sktada sie z kolejnych okreséw przestoju,
kazdy o takiej samej ustalonej dtugosci.

Konczac rozdzial prezentujacy rozktady liczby zgloszen w stanie tran-
zytywnym warto rowniez wspomnieé, iz postaé uzyskanych transformat La-
place’a umozliwia w prosty sposéb otrzymanie odpowiedniego wyniku w
stanie stacjonarnym. Wykorzystujac Twierdzenie (Taubera) 1.6 (przyktady
stosowania tego twierdzenia mozemy znalezé¢ m. in w [31], [98], [125], [75])
wobec transformaty Laplace’a (2.2.4) warunkowego rozktadu liczby zgloszen
w ustalonej chwili ¢ (Twierdzenie 2.2) otrzymujemy nastepujaca zaleznos¢,
umozliwiajaca obliczenie prawdopodobienstw, iz w systemie w stanie usta-
lonym znajduje si¢ doktadnie m zgloszen:

pm = P{X =m} = lim PX(t,m) =lims- PX(s,m). (2.4.1)

t—o0 s]0
Prawdopodobienstwa (2.4.1) oczywiscie nie zaleza od poczatkowego stanu
bufora. Analiza stanu stacjonarnego nie byla zasadniczym celem rozprawy,

wobec czego ograniczono sie do prezentacji wynikéw w stanie niestacjonar-
nym.
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Rozdziat 3

Rozklad prawdopodobienstwa czasu do
przepelnienia bufora

Druga charakterystyka kolejkowania omawianego w rozprawie modelu jest
rozklad prawdopodobienstwa czasu do przepelnienia bufora (dokladniej: czasu
do wystapienia pierwszego momentu przepetnienia od chwili uruchomienia
systemu). Analogicznie jak w Rozdziale 2 rozpoczniemy od wyprowadzenia
w zwarte] postaci wzordéw (zapiszemy je w postaci odpowiednich twierdzen)
dla prostego (podrozdzial 3.1) oraz zlozonego procesu Poissona (podrozdzial
3.2), aby w kolejnym etapie (podrozdzial 3.3) poréwnaé i zobrazowaé na wy-
kresach wyniki obliczen numerycznych oraz statystyki badan symulacyjnych
uzyskanych na probie dziesieciu tysiecy powtoérzen startu procesu kolejkowa-
nia pakietéw w systemie z wtaczona rejestracja momentu wystapienia pierw-
szego przepelnienia bufora. Na koniec (podrozdzial 3.4) oméwimy otrzymane
wyniki zestawiajac je z krotka nota biograficzng omawiajaca inne prace po-
ruszajace tematyke rozkladu prawdopodobienstwa czasu do przepelnienia
bufora.

3.1 Prosty proces Poissona

Ponownie rozwazmy model kolejkowy typu M/G/1/N, w ktérym do sys-
temu naptywaja, zgodnie z prostym procesem Poissona o intensywnosci A,
kolejne buforowane zgloszenia (pojemnos$é bufora wynosi N —1 zgloszen, zas
maksymalna pojemnos¢ systemu to IV zgloszen — uwzgledniajac jedno miej-
sce dla zgloszenia aktualnie obstugiwanego. Obshuga zgloszen odbywa sig
zgodnie z dyscyplina FIFO z rozkladem zadanym przez dystrybuante F'(-).
Okres bezczynnosci serwera sktada sie z nastepujacych po sobie okreséw
przestoju (pojedynczego lub wystepujacego wielokrotnie), ktérych dlugosé
trwania jest okreslona rozkladem zadanym przez dystrybuante V (-). Rozpo-
czyna sie on za kazdym razem, gdy zgloszenie zostanie obstuzone i w buforze
brakuje zgtoszen oczekujacych.

Niech powtérnie X (t) wyraza liczbe zgloszen obecnych w systemie w
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3. Rozktad prawdopodobienstwa czasu do przepelnienia bufora

chwili t. Oznaczmy przez 3, czas, po ktérym nastepuje pierwsze od momentu
uruchomienia systemu przepetnienie bufora kolejkujacego zgloszenia, przy
zalozeniu, iz w momencie uruchomienia obstugi w czasie t = 0 bufor zawierat
doktadnie n pakietow. Innymi stowy (3, mozemy zdefiniowa¢ w nastepujacy
sposob:

B =inf{t >0: X(t) = N|X(0) =n}, gdzie 0<Kn<N-1. (3.1.1)

Wprowadzmy rowniez definicje ogona dystrybuanty czasu do pierwszego
przepelnienia bufora A, (), tozsama z prawdopodobiehstwem iz pierwsze
przepetnienie bufora od chwili uruchomienia obstugi zgloszen nastapi po
czasie t:

An(t) D P{B, > 1}, t>0,0<n<N-1. (3.1.2)

Przy zalozeniu, iz w momencie uruchomienia ¢ = 0 system jest pusty (n = 0),
w tejze chwili rozpoczyna sie okres zawieszenia obshtugi zgtoszen. W takiej
sytuacji mozemy wyrdzni¢ nastepujace trzy niezalezne od siebie zdarzenia
losowe, tworzace ukltad zupelny zdarzen wzgledem ustalonej chwili ¢:

1. pierwsze zgloszenie wchodzi do systemu przed uptywem czasu t i zara-
zem okres zawieszenia obstugi réwniez konczy sie przed uptywem tego
czasu (oznaczmy to zdarzenie przez Li(t));

2. pierwsze zgloszenie wchodzi do systemu przed uplywem czasu ¢, lecz
okres zawieszenia obstugi konczy sie po upltywie czasu ¢ (oznaczmy to
zdarzenie przez Ly(t));

3. pierwsze zgloszenie wchodzi do systemu po uplywie czasu ¢ (oznaczmy
to zdarzenie przez Ls(t)).

Definiujac
A07i(t) = P{ﬁo >1t, Ll(t)}, 7= 1, 2, 3, (313)

otrzymujemy w ten sposob zaleznosé

3
Ag(t) = > Ag,(t), (3.1.4)
=1

Dla funkcji Ag;(t), analogicznie jak to zostalo zrobione dla réwnania
(2.1.2) w Rozdziale 2, mozemy wyprowadzi¢ nastepujace réwnania catkowe:

t © . t—y N=21\(y _ 1k
Ao,l(t)ZALZOe_AIdxg/?J:OdVZ*(y)/lt Y 3 [A( +ky! )]

=T7Y k=0

x e AUFVTRIN L (E—u— y)dV (u), (3.1.5)
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N2 k

! — [ At — z)] )
AO,Q(t) = >\/ eikxdl‘ / *)\(tfx)dvl* (y)7
=0 ; y=0 kE:O k!
(3.1.6)
Ag(t) = e, (3.1.7)
gdzie
Vie) ¥ 1- V(). (3.1.8)

a V¥*(-) zdefiniowano w Definicji 1.4.

Zatem prawdopodobienstwo Ag(t) wystapienia pierwszego przepelnienia bu-
fora po chwili ¢, w przypadku gdy system jest pusty w chwili uruchomienia
obstugi zgloszen, jako suma sktadnikéw (3.1.4), przyjmuje nastepujaca po-
staé:

k
t —\z ad * z* u—i—y—x)
Ag(t) = A e)‘de:/i av /u 5 ]

z=0 i=0 =y k 0

x e AUFYTDN L (E—u — y)dV (u)

-2

t 0 T
+A/ e‘”de/ Vit—y Z S T e AR gy () e M
=0 i=07Yy=0 k=0 k!t
(3.1.9)

W ogdlniejszym przypadku, gdy w momencie uruchomienia systemu w bufo-
rze znajduje sie doktadnie n zgloszen (n > 0), analogicznie do sytuacji wyste-
pujacej w (2.1.3) w Rozdziale 2, wykorzystujemy twierdzenie o prawdopodo-
bienstwie calkowitym ze wzgledu na pierwszy moment zakonczenia obshtugi
zgloszen po starcie systemu. W tym miejscu po raz kolejny uwzgledniamy
fakt, iz momenty przechodzenia w stan zawieszenia obstugi sa momentami
Markowa, co jest konsekwencjg wtasnosci ,,braku pamieci” rozktadu wyktad-
niczego czasoéw pomiedzy pojawianiem sie kolejnych zgloszen w systemie. W
rezultacie zastosowania tego twierdzenia, otrzymujemy nastepujacy uktad
rownan catkowych:

A o) N ()
Aty = 3 / R )y
i=0 YT ) i=0 !
(3.1.10)
gdzie 1 <n < N —1 oraz
F(z) ™ 1- F(a). (3.1.11)

Pierwszy skladnik po prawej stronie (3.1.10) odnosi sie do sytuacji w ktérej
pierwsze obsltuzone zgloszenie opuszcza system przed chwilg ¢, natomiast
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drugi skladnik reprezentuje sytuacje, w ktérej ma to miejsce dopiero po
chwili t.

W spdjnosci ze stosowanym w Rozdziale 2 (wzér (2.1.4)) sposobem oznacza-
nia transformat Laplace’a, wprowadZmy analogiczne oznaczenie dla trans-
formaty Laplace’a rozktadu czasu do przepelnienia bufora w systemie:

oo

An(s) = / e~ A, (t)dt, Re(s) > 0. (3.1.12)
0

Wyznaczenie ukladéw réwnan dla transformat Laplace’a wzoréw (3.1.9) i

(3.1.10) oméwimy w nastepujacych czterech etapach:

Transformata Laplace’a skladnika Ag(t) wzoru (3.1.9) ma postaé:

0 t Xz , t—y N=2 [)\(u +y— x)]k
—st -z ik
/tzoe dt/mzo)\e da:Z/ OdV (y)/u: Z X

i=0"Y= 7Y k=0
x e MHYTINL L (t— u— y)dV (u) =

=y N2 ANty —a)]”

o0 [e'S) t ) t

> / e sldt / dV™(y) e M dg /

i—0 t=0 y=0 =y u k!

x e AMUFVTDA L (E— 0 — y)dV (u) (3.1.13)

=TT k=0

Powyzszy wzér jest podobny do wzoru (2.1.5) (pierwsze dwie linijki) z
ta réznica, ze funkcja Api1(t — u — y) wystepuje w nim zamiast funkcji
Pii1(t — u — v, m) zwiazanej z rozkltadem dlugosci kolejki. Przeklada sie
to w prosty sposéb na analogiczna metodyke prowadzenia przeksztatcen z
wykorzystaniem zamian granic catkowania oraz zalezno$ci wyprowadzonej
w (2.1.6), w rezultacie czego (3.1.13) przyjmie postaé:

oo 00 N-2 oo
> e~ ATy (y) > M e~ Ok I+ 17 ()
i=0 7/ ¥=0 ! im0 (b + 1D u=o

o0

X / e STV TIAL L (E—u — y)dt. (3.1.14)
t=u+y

Nastepnie korzystamy ponownie z Definicji 1.6, oznaczajac przez v(-) trans-

formate Laplace’a-Stieltjesa dystrybuanty V(-), co w polaczeniu z (2.1.9),

podstawieniem t = ¢ — u — y oraz oznaczeniem (3.1.12) sprowadza (3.1.14)

do postaci

1 N=2 3\k+l oo sy, b1 N
e~ WUV (u) X Agyr(s). (3.1.15
1—v(A+3s) = (k—i—l)!/u:o ) +1( )
Definiujac
ef N[> ;
9i(s) = j'/ e~ AT qv (u), (3.1.16)
< Ju=0
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otrzymujemy ostateczna postaé¢ sktadnika (3.1.15)

1 N-2
1—ov(A+s) > gk41(5) B (s). (3.1.17)
k=0

Transformata Laplace’a skladnika Ag2(t) wzoru (3.1.9) ma postaé:

0o t ) r N—-2 At — k )
/t—o e tdt )\e_)‘xdazZ/ Vit—1y) Z [(k!ac)]e_)‘(t_m)dV”(y) =

=0 i=07y=0 k=0

N—-2 oo )\k+1 0o t x .
Z Z / e_Stdt/ e_’\”dzrr/ V(t—y)(t — z)fe X2 qyic(y) =
‘ k! = =0 y=0

N=2 o yk+1 roo t ) t
Z / e_()‘+3)tdt/ V(t— y)dV’*(y)/ (t — x)Fda
i0izo K Ji=0 y=0 a=y
(3.1.18)
Poniewaz
t
f e M N (ot
b aVedr — — = 3.1.19
/H( z)'de k+ 1 k+1 (8.1.19)
y
wzér (3.1.18) mozna zapisaé jako
& ARt o (A+s)t b )( )k—‘rl i )
—_— e Sdt/ Vt—y)(t—y)" " dV*™(y) =
S e, Ny (
N R N Sy k1
s deZ* e STV (t —y)(t — dt.
> DY G (t=y)(t~v)
(3.1.20)

Nastepnie w réwnaniu (3.1.20) dokonamy podstawienia u = t — y. Korzy-
stajac ponownie z Definicji 1.6 i wzoru (2.1.9) otrzymujemy

1 N-2 A\k+1 0o Ovs)utr 1
~Otsjuyy du. 3.1.21
I—o(A+s) 2= (k+ 1) /u:oe (W™ du (3.121)
Definiujac
or N oo _
g,(s) Y o / e () (3.1.22)

otrzymujemy ostateczna postaé tego skladnika (czyli wzoru (3.1.18))

1 N—Qi
=00ty k; Trer1(5)- (3.1.23)

82



3. Rozktad prawdopodobienstwa czasu do przepelnienia bufora

Transformata Laplace’a skladnika Ag3(t) wzoru (3.1.9) ma postaé:

t—o0

00 7()\+s)t 1
/ et Mg = | = (3.1.24)
t=0 —(A+3) -0 A+ s
Transformata Laplace’a wzoru (3.1.10) ma postac:
N-n—1 ;
A 1
Z / _Stdt/ Anyica(t — y)%f@dﬂy)
t=0 y=0 2!
N—-n—1 i
- (A" i
+ W : dt =
Cern Y
N—-n—1 ]
“(nts)y (AY)*
Z / o )y( i') dF(y)/t ( y)An-H 1(t —y)dt
i= - ’ =Y
00 N—-n— 1 i
+ [ e (e Z (3.1.25)
=0 =

Nastepnie we wzorze (3.1.25) dokonamy podstawienia ¢t = t—y. Dla uprosz-
czenia zapisu wzoréw rezygnujemy z podkreslen przy wprowadzaniu nowej
zmiennej. Mamy

N—n—1

00 A 0o
Z / e_()\-i-s) ( ?{) dF( ) / e_StAn_H-_l(t)dt
i—0 y=0 1 t=0
N—n— 1 z'
+ [ e (e Z (3.1.26)
t= 0 =0

Stosujac ponownie wprowadzone w (3.1.12) oznaczenie transformaty La-
place’a rozktadu czasu do przepelnienia bufora w systemie oraz definiujac

o0 A
a;(s) déf/ ooy A0’ MYV AR (y) (3.1.27)
y=0 ]
i
bi(s) déf/ e_(/\+5)tz( ,|) F(t)dt, (3.1.28)
t=0 i—o v
dostajemy nastepujaca ostateczna postaé transformaty Laplace’a prawej
strony ukladu réwnan catkowych (3.1.10)
—n—1
Z ai(8)Apri1(8) +by_n_1(s), (3.1.29)
=0

gdzie1<n < N —1.
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Uktad réwnan dla transformat Laplace’a odpowiadajacy uktadowi (3.1.9) i
(3.1.10) przyjmuje nastepujaca postac:

R 1 N—2 R 1
Ag(s) = T—o(r+9) ICZ:% <9k+1(5)Ak+1(5) +9k+1(5)) D T
1 = - _ 1
= T—o(ht9) kZ::l <9k(3)Ak(3) + 9k(3)> + Nt s (3.1.30)
N—n—1
An(s)= > ai(s)Antic1(s) +by_n-1(s), 1<n<N-—1. (3.1.31)

=0
W kolejnym kroku (poréwnaj Rozdzial 2, wzory (2.1.32) — (2.1.37)), zapi-
szemy rownania (3.1.30) i (3.1.31) w postaci umozliwiajacej zastosowanie
Twierdzenia 1.3. Definiujac nastepujace podstawienie

Hy_n(s) ™ Au(s), 0<n<N-1, (3.1.32)
otrzymujemy uktad postaci
R 1 N-1 R 1
Hy(s) = ———— Hy_ 7] 1.
V) = i) 2 (BN 100 + s (3139
R N—-n—1 R
Hy n(s)= Y ai(s)Hn_n—it1(s) + bv_n-1(s), 1<n<N -1
=0

(3.1.34)

W sumie wystepujacej po prawej stronie wzoru (3.1.34) dokonamy dwdch
podstawien, najpierw n = N — n a potem ¢ = ¢ — 1. Zabieg ten pozwoli
nam dostosowaé granice sumowania do wymogéw zatozen Twierdzenia 1.3.
Mamy

~ ~

Hy(s) =) ai(s)Hp—i+1(8) +bp—1(s), 1<n<N-1 (3.1.35)

lub, alternatywnie,

n—2
Hy(s) = > ap1()Hpi(s) +bo1(s), 1<n<N—1,  (3.1.36)

i=—1

co w finalnej postaci daje nam (dla uproszczenia zapisu rezygnujemy z pod-
kreslen):

n—1
Hy(s) = Z i1 (8)Hn—i(8) + bp_1(s) — an(s)Hi(s), 1<n<N-—1

i=—1
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albo

n—1
'Z @i 1(8)Hp—i(s) — Hp(s) = an(s)Hi(s) — bu_1(s), 1<n< N —1.

i=—1

(3.1.38)
Definiujac
def =5
On(s) = an(s)Hi(s) — bn—1(s) (3.1.39)
réwnanie (3.1.38) otrzyma nastepujaca postaé
n—1 N N
> aiv1(s)Hp—i(s) — Hp(s) = ¢n(s), 1<n< N -1 (3.1.40)
i=—1

Wykonane przeksztalcenia umozliwiaja nam zastosowanie Twierdzenia 1.3,
a tym samym majac ciagi funkcyjne (a,(s)) (gdzie ag(s) # 0) i (¢n(s)) okre-
Slone w (3.1.27) oraz (3.1.39), odpowiednio, mozemy rekurencyjnie wyrazié¢
n-ty wyraz ciggu funkcyjnego (ﬁn(s)) poprzez wyrazy ciagu (an(s)). Z tezy
Twierdzenia otrzymujemy

n
Hy(s) = C(s)Rn(s) + ZRn_j(s)qu(s), n > 1. (3.1.41)
j=1
Pozostaje nam wyprowadzi¢ wzor dla funkcji H 1(s) wystepujacej w Defini-
cji (3.1.39) oraz dla funkcji C'(s) wystepujacej w réwnaniu (3.1.41). Funk-
cje C(s) wyznaczymy w postaci jawnej. Podstawiajac n = 1 do réwnania
(3.1.41), otrzymujemy

~

(s) = C(s)Ry(s). (3.1.42)

7Z kolei, podstawiajac n = N, mamy
N

Hy(s) =C(s)Rn(s) + Z Rn—_j(s)pj(s). (3.1.43)
j=1

Wykorzystujac (3.1.39) oraz (3.1.42), otrzymujemy
¢j(s) = C(s)Ri(s)aj(s) — bj—1(s). (3.1.44)

W konsekwencji (3.1.43) przyjmie nastepujaca postaé:

N
Hy(s) = C(s)Bu(s) + > By—j(s)[C(s)Ri(s)a;(s) = bj-1(s)].  (3.1.45)
7j=1
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Nasze przeksztalcenia majg na celu poréwnanie ze soba prawych stron réw-
nan (3.1.33) 1 (3.1.45), ktérych jedynym niejawnym skladnikiem bedzie po-
szukiwane C(s). Aby tego dokonaé¢ musimy wyprowadzi¢ formute na ostatni
niejawny sktadnik réwnania (3.1.33) wykonujac podstawienie n = N — k we
wzorze (3.1.41)

ﬁN,k(s) C( RN k Z RN k— J () (3.1.46)

co w polaczeniu z (3.1.44) prowadzi do nastepujacej reprezentacji:

N-k

Hy_(s) = C(s)Rn_p(s) + >_ Rn_p(s )[C(S)Rl(s)ay‘(s) _bjfl(s)}-
1
" (3.1.47)

Dzigki temu zabiegowi otrzymujemy nowa postaé¢ réwnania (3.1.33):

~ . N—1
Hy(s) = T—o(hts) 142:31 <9k(5){C(S)RN—k(5)

N—k
+ 37 Ry j(8)[Cs)Ri(s)a;(s) = bj-1(s)] } —i—gk(s)) + . (3.1.48)

e A+ s

Ostatecznie, poréwnujac ze soba prawe strony (3.1.45) i (3.1.48), mozemy
zapisa¢ C(s) w jawnej postaci w nastepujacy sposéb:

C(s) = A(s)B(s), (3.1.49)
gdzie
s 1 N-1 N—k
A(s) = T—orts) 2 (Qk — gk(s ; Ry —k—j(s)bj- 1(8)>
+ZRN—j(S)bj—1(8) + Ais (3.1.50)
ws N 1 N-1
B R + Ry( R a —_— s
(s) = [N() 1( ;N])]() 1_0()\4_8);::1%()
1
(RN k(s) + Ry(s Z Ry (5))1 . (3.1.51)
7j=1

Ostateczng postaé ﬁn(s) transformaty Laplace’a rozkladu czasu do prze-
petnienia bufora w systemie uzyskujemy stosujac odwrotnie podstawienie
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(3.1.32) do réwnania (3.1.41), co w polaczeniu z wyprowadzonymi dla ¢;(s)
oraz C(s) zaleznosciami (3.1.44) 1 (3.1.49) daje nam

~

An(s) = FIN_n(S) = C( RN n Z RN -—n— ] ( )

N—
AG)BG) (Ry-n() + i) ZRNM $)aj(s ) ZRNM L6
) (3.1.52)

Otrzymany w tym miejscu wynik sformutujemy w postaci nastepujacego
twierdzenia:

Twierdzenie 3.1. W modelu kolejkowym typu M/G/1/N z regulaminem
wielokrotnych okreséw przestoju transformata Laplace’a ﬁn(s) rozkladu wa-
runkowego czasu do pierwszego przepelnienia bufora w systemie wyraza sie
nastepujgcym wzorem:

An(s) = A(s)B(s) (RN_n(s) + Ri(s) f RN_n_j(s)aj(s))

N—n
- Z RN—n—j(S)bjfl(S)a (3153)
j=1

gdziel <n < N—1, Re(s) >0, a;(s), bj(s), Ri(s), A(s), B(s) zdefiniowano
w (3.1.1 7) (fl é) (1.2.16), (5.1.50) i (5.1.51) odpowiednio.

3.2 Zlozony proces Poissona

Rozwazmy model kolejkowy typu M~ /G/1/N, dla ktérego proces wejéciowy
zgloszen naplywajacych opisany jest zlozonym procesem Poissona, co po-
dobnie jak w podrozdziale 2.2 implikuje, iz w odstepach czasu o rozktla-
dach wyktadniczych z parametrem A\, wyrazajacym intensywnos¢ procesu,
z prawdopodobienstwem p naptywaja do systemu grupy liczace k zgtoszen
(obstugiwalnych) (372, pr = 1). Obsluga zgloszenr odbywa sie pojedynczo
w zgodzie z rozkladem zadanym przez dystrybuante F'(-), a pojemnosé mo-
delu to N zgloszen — jedno moze byé¢ obstugiwane oraz maksymalnie N — 1
jest zakumulowanych w buforze. Analogicznie do przypadku prostego pro-
cesu Poissona, kazdorazowo w chwili, w ktérej system zostaje oprézniony
ze zgloszen, serwer rozpoczyna okres zawieszenia obstugi. Sktada si¢ on z
kolejnych okresoéw przestoju, bedacych zmiennymi losowymi niezaleznymi o
jednakowych rozktadach z dystrybuanta V(-).

W odréznieniu od procesu prostego (gdzie uzyto litery X), aby uniknaé
kolizji oznaczen dla procesu zlozonego oznaczymy przez Y (t) liczbe zgloszen
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obecnych w systemie w chwili £. Do oznaczenia czasu, po ktérym nastepuje
pierwsze od chwili startu obstugi pakietéw przepelnienie bufora, ponownie
uzyjemy litery (3, z odpowiednim indeksem. W analogii do (3.1.1) mozemy
zapisaé

Bn=inf{t >0:Y(t) =N|Y(0) =n}, gdzie 0<Kn<N-1. (3.2.1)

Dla podkreslenia faktu, iz rozwazamy tutaj grupowy naplyw zgloszen (pro-
ces wejsciowy zgloszen do rozwazanego systemu oznaczony jest, wykorzy-
stujac klasyfikacje Kendalla, symbolem MX), we wprowadzonej wczeéniej
definicji (patrz wzér (3.1.2)) ogona dystrybuanty czasu do przepelnienia bu-
fora dodamy indeks X jako wyréznik procesu ztozonego

AXH Y PIB, 1), t>0,0<n<N-1. (3.2.2)

Przy zalozeniu, ze system jest pusty w chwili ¢t = 0 i w chwili tej rozpoczyna
sie okres zawieszenia obstugi, dla ustalonej chwili ¢ ponownie rozpatrujemy
trzy zdarzenia losowe tworzace uklad zupelny zdarzen, otrzymujac

3

3
=Y ALt =D "P{B>t, Li(t)}. (3.2.3)
=1 i=1

gdzie zdarzenia L;(t) opisano w podrozdziale 3.1 (w przypadku procesu zto-
zonego wyrazenie , pierwsze zgloszenie” nalezy zastapi¢ wyrazeniem , pierw-
sza grupa zgloszen”).

W przypadku ztozonego procesu Poissona réwnania catkowe opisujace Aé{i(t)
przedstawiaja si¢ nastepujaco:

N— . N—-k-1 r )
AX (1) Z / Ae~ de / dVi*(y / o>k
el —o/y=0 U=T=Y =0 ;=0
A —
y [ (u+y xﬂ e~ Muty— x)Ak—&—r( —y)dV (u), (3.2.4)

J!

X e*W*x)dV’*(y), (3.2.5)

Afs(t) = e, (3.2.6)

gdzie V(-), V¥*(.), pz-* okreslono w (3.1.8) oraz w Definicjach 1.4 1 1.5, odpo-
wiednio.
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Otrzymujemy zatem, iz dla pustego w chwili uruchomienia systemu prawdo-
podobienstwo wystapienia pierwszego przepelnienia bufora po chwili ¢ opi-
sane jest wzorem

t o] T . =y NETL j
=1 Jae=0 i=0 /=0 Y =0 =0

\ o

[A(u +jy! z)] e M= AN (1t — oy — y)dV (u)

N-1 ¢ © o NI At —2)]’
m [ aedny [T Vie-y) s

h— Je= i=0"Y= r=0 j=0 !
« e_A(t_m)dVi*(y) + e—)ﬂf. (3.2.7)

W przypadku, gdy bufor akumulujacy zawiera co najmniej jedno zgtoszenie
w chwili uruchomienia systemu, stosujac ponownie twierdzenie o prawdo-
podobienstwie catkowitym ze wzgledu na pierwszy moment zakonczenia ob-
stugi zgloszen po starcie systemu, otrzymujemy nastepujacy uktad réwnan
catkowych:

X NN e [ A Mgy
Ap(ty= ) D; / Anvia(t —y)——e WdF(y)
i=0  j=0 y=0 J:
N—n—1 1 ;
nl B At)? _
+F@t) Y don (j,) e, (3.2.8)
i=0  j=0 :

gdzie 1 <n < N —1, a F(z) okreslono w (3.1.11).

Analogicznie do przypadku opisanego dla procesu prostego, pierwszy sktad-
nik po prawej stronie (3.2.8) opisuje sytuacje w ktorej pierwsze obstuzone
zgloszenie opuszcza system przed chwilg ¢, natomiast drugi sktadnik odnosi
sie do sytuacji, w ktorej ma to miejsce po chwili ¢t. Transformate Laplace’a
rozktadu czasu do przepelnienia bufora w systemie z grupowym naplywem
zgloszen oznaczymy w nastepujacy sposéb:

AX(s) = /0 T e tAX(1)dt,  Re(s) > 0. (3.2.9)

Wyznaczenie ukladéow réwnan dla transformat Laplace’a odpowiadajacych
réwnaniom (3.2.7) 1 (3.2.8) réwniez podzielimy na cztery etapy, ktére w
istocie beda tozsame z etapami opisanymi w podrozdziale 3.1 dla procesu

prostego.
Transformata Laplace’a skladnika Ag, (¢) wzoru (3.2.7) ma postac:
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t—y N—k—1 r

NZ /0 Stdt/ Ae” Awdx§/wodvi*(y)/u i

t=

= =Y p=0 j=0

[)\ u+y—x}] ~Auty—z)

e v Ak+r( - y)dV(U) =
. —y N-1 N—k-1 r

Z / at [ aviiy / e M dx / 2 ope 2 2 n

t=0 y=0 U=TTY =1 r=0 j=0

oA

" [ u+y )} Auty—=z Ak+r( u—y)dV(U) (3.2.10)

Transformata ta ma analogiczng posta¢ do pierwszej czesci sumy wyste-
pujacej w pierwszych liniach zapisu przeksztalcen wzoru (2.2.5). Réznice
pomiedzy tymi sktadnikami obejmujg odmienno$¢ zmiennych indeksuja-
cych wystepujacych w sumach oraz zastapienie funkcji Pé_ j (t—u—v,m),
zwiazanej z rozkladem diugoéci kolejki, funkcja AkXH(t —u —y). Wyko-
rzystujemy zalezno$¢ wyprowadzona w (2.2.6), a metodyka prowadzenia
przeksztalcen z wykorzystaniem zamian granic catkowania (przedstawiona
w (2.2.5) 1 (2.2.8)) pozostaje niezmienna, co prowadzi do przyjecia przez
(3.2.10) nastepujacej formy:

e N-1 Nok=1l v il oo (rts)

WAV (y) > pk Pi*i/ e T

Z / v 2 2P g

% u]+1dv(u) / €_S(t_u_y)AkX+T(t —u — y)dt (3211)
t=u+y

Kolejny raz korzystamy z Definicji 1.6 w potaczeniu z (2.1.9) dla splotu
V*(.), podstawienia t = t —u—y oraz oznaczenia (3.2.9), ktére sprowadzaja
(3.2.11) do postaci

N-1 N—k—-1 r

)\ n S Z Dk Z Zp]* j " 1 / e ()\—‘rs)uuj-i-ldv(u)

r=0 75=0
X AkX+T(s). (3.2.12)
Definiujac
def = _jo N1 /OO —(As)u, j+1
r(8) = ¥ —— e STV (u), 3.2.13
&) ot o [ (w) (3:2.13

ostateczna postaé sktadnika (3.2.12) przedstawia sie nastepujaco

— N—k—1
1_1}A+s Zpk Z 9r ()AL, (5). (3.2.14)
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Transformata Laplace’a skladnika Aé{Q(t) wzoru (3.2.7) ma postaé:

[e.9] x

N—-k-1 r —r J
OV(t _ y) Z pgn* [)‘(t )]

_ _ i
z=0 i=0 /Y= =0 j=0 J:

o - ) N—k-1 r ' Aj+1
Z / Ao gy Z P / V(t—ydV™(y) > > p=;
t=0 0 =0 j=0 J
></ (t —z)dx (3.2.15)
r=y

Uwzgledniajac obliczong w kroku (3.1.19) calke oraz zmieniajac kolejnosé i
granice catkowania z [, dt f;:o dyna [,Zydy [,Z, dt w(3.2.15) otrzymany

00 0o — N—k-1 r
()\+s ydvz* i p]
;/y 0 Z 1;) ;) ]—1—1
x / e~ OFNEDT (¢ y)(t — y)HLdt. (3.2.16)
t=y

Ostatnie przeksztalcenia (3.2.16) obejmuja podstawienie u = t — y oraz
ponowne wykorzystanie Definicji 1.6 i wzoru (2.1.9), co prowadzi nas do
postaci

N—-1 N—-k—1 r )\j—‘rl 0o o X
et S S S [
—v(A+5) k:l r=0 3:0 u=0
(3.2.17)
Definiujac teraz
Jj+1 00 g
def Zp,* A / e~ OFuy I 17 (1) du, (3.2.18)
u=0

otrzymujemy ostateczng nastepujacq forme skladnika AéfQ(t):

N-1 N—k—1

1_UA+8 Zpk Z 7,(s (3.2.19)

Transformata Laplace’a skladnika Aéfg(t) wzoru (3.2.7) jest identyczna z
wyliczona dla prostego procesu Poissona w (3.1.24) transformata réwna
1

A+s°
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Transformata Laplace’a prawej strony wzoru (3.2.8) ma postaé:

N—-n—1 1 ] 00 ¢ A j
Z pi*/ e_Stdt/ A7)L(+i—1(t_y)( y) E_Ade(y)
= = t=0 -0 J!
N-—n—1 1
- o _ )\t B
+ Z pz/ F(t)e st( ') /\tdt:
i=0 j=0 t=0 J!
N—n—1 1 .
e [ ) 0o
S oo [T e ar,) / VA, (- )i
i=0 j=o0 Jv=0 J! t=y
—n—1 1
e Z > 1 pel dt (3.2.20)
=0 j5=0

We wzorze (3.2.20) dokonujemy podstawienia t = ¢t — y, a dla prostszego
zapisu wzorow rezygnujemy z podkredlen przy wprowadzaniu nowej zmien-
nej:

— J* > —(As)y \ NI )‘y) o e~ st
Z v e aF(y) / AX, i1 (t)d
i=0 j=0 0 t=0
—n—1 1
e~ (Mt Z Sl dt. (3.2.21)
=0 j=0

Powtérnie stosujac oznaczenie (3.2.9) oraz wprowadzajac definicje

5) d;fip{: /OOO ¢~y A0’ MY 4F(y) (3.2.22)
=0 =

jl

b(s) < / ~ 6(“5){: i p{*( ,t!)jF(t)dt, (3.2.23)

uzyskujemy ostateczng postaé transformaty Laplace’a prawej strony uktadu
réwnan catkowych (3.2.8)

N—n—1

Y ails)AN 1 (s) +by—n-1(s). (3.2.24)
=0

Wyznaczony w czterech etapach uktad réwnan dla transformat Laplace’a

92



3. Rozktad prawdopodobienstwa czasu do przepelnienia bufora

dla wzoréw (3.2.7) 1 (3.2.8) przedstawia sie nastepujaco:

R N-1 N—k—1 1 N-1
AF H($)AY —_—
N—k—1 1
X Z:O gr(s)+)\+ =
1 N-1 N—-k—1 1
r A 2.2
e DI IPD (@A) +3(9) + 7 (3:229)
N—-n—1

n—
Z ai(s)AN i 1(s) +by-n-1(s), 1<n<N-—1. (3.2.26)

Poréwnujac otrzymane w krokach (3.2.25) i (3.2.26) wzory z ich odpowiedni-
kami (3.1.30) oraz (3.1.31) wyprowadzonymi dla procesu prostego, mozemy
zauwazy¢, ze rownanie opisujace AX (s ) jest identyczne w swej matematycz-
nej postaci z réwnaniem opisujacym An(s). W przypadku réwnan opisuja-
cych ﬁg(s) oraz ﬁo(s), réznice dla procesu zlozonego sprowadzaja sie do
uwzglednienia prawdopodobienstw pg, z jakimi wystepuje grupowy naptyw
pakietéw do systemu oraz zmian w liczbie sum (dwie w miejsce jednej) i gra-
nicach sumowania ich sktadnikéw. Wyszczegdlnione podobienstwa i réznice
beda mialy swoje przelozenie na postaé¢ ostatecznego rozwiazania ukltadu
réwnan transformat Laplace’a wzoréw (3.2.7) i (3.2.8), ktore otrzymamy
stosujac Twierdzenie 1.3. W analogii do (3.1.32), wprowadzmy podstawie-
nie

def

HY (s) 2 AX(s), 0<n<N-—1. (3.2.27)

Zgodnie z nim nasz ukltad réwnan dla transformat przeksztalcony zostanie
do postaci

N-—1 N—k—1
H -~ 1
X X _
Hy (s) = 1o )\—i—s 2 Dk 7;) (gr(s)HN,k,T(s)+gr(s)) 4 py
(3.2.28)
N—n—1
HN ” Z al HN n— H—l( >+bN—n—1(3), 1<n<N -1
=0
(3.2.29)

W réwnaniu (3.2.28) stosujemy przeksztalcenia opisane w krokach (3.1.36)—
(3.1.38), co w polaczeniu z analogiczna do (3.1.39) definicja:

bn(5) S ap () HX (5) — bo_i(s) (3.2.30)
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daje nam

nz_j aiv1(s)HX ;(s) — HX(s) = dn(s), 1<n<N-—1. (3.2.31)

i=—1

Kolejne etapy postepowania sa identyczne z tymi opisanymi dla procesu
prostego w (3.1.41)—(3.1.47), przy czym w réwnaniach musimy pamigtaé o
wprowadzonym oznaczeniu ﬁ,)f (s) odnoszacym sie do grupowego naplywu
zgloszen MX . Kroki te prowadza nas do otrzymania nowej postaci réwnania
(3.2.28):

ffﬁ(s)—l_v(lHS) i {g,a(s)[c(s)RN_k_T(s)
k=1 r=0
N—k—r 1
Y Byoieri(9)(C)Ras)aj(s) = bja( >)]+gr<s>}+Hs.
j=1
(3.2.32)

Poréwnujac ze soba prawe strony (3.1.45) i (3.2.32) w analogii do (3.1.49)
otrzymujemy jawna postaé¢ C(s) bedaca iloczynem dwdch nowej postaci
czynnikow

def 1 N-1 N-k—1 N k—r
A - g RN hr
1
% bj_1( )+ZRN bi-1(s) + 3 (3.2.33)
oraz
1 N-1
B - -
() [RN )+ (s ZRN] 1—v(/\+s)kz::1pk
N—k—1 N k—r -1
x 3 gr(s)(Bykr(s)+ Bils) Y. Bnohry )aj(s))] . (3.2.34)
r=0 j=1

Transformata Laplace’a A;’f(s) rozkladu czasu do przepelnienia bufora w
systemie z grupowym naplywem zgloszen posiada analogiczna do (3.1.52)
postaé¢ i wynik ten sformulujemy w postaci nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 3.2. W modelu kolejkowym typu M~ /G/1/N z regulaminem

wielokrotnych okresow przestoju transformata Laplace’a A,)f(s) rozktadu wa-
runkowego czasu do pierwszego przepelnienia bufora w systemie wyraza sie
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nastepujgcym wzorem:

X _ = R .
AX(s) = A(s)B(s) (RN_n(s) FRi(s) Y RN_n_](s)aJ(s)>
=1

N—n
— Y Rn—n—j(8)bj—1(s), (3.2.35)
j=1

gdzie 1 <n < N —1, Re(s) > 0, natomiast a;(s), bj(s), Ri(s), A(s), B(s)
zdefiniowano w (5.2.22), (3.2.23), (1.2.16), (3.2.33) i (3.2.3/), odpowiednio.

3.3 Analiza numeryczna i symulacje

Analize otrzymanych wynikéw numerycznych i symulacyjnych rozpoczniemy
od przypomnienia wstepnych zalozen, ktoére poczyniliSmy w podrozdziale
2.3, a ktore sa w znaczacej mierze spdjne z tymi przyjetymi w obecnych eks-
perymentach. Analogicznie do charakterystyki opisujacej dtugosé kolejki w
niniejszym podrozdziale bedziemy analizowaé rozktad czasu do przepelnienia
bufora w stanie nieustalonym w zaleznosci od przyjetych w poszczegélnych
eksperymentach parametréow poczatkowych. Ograniczymy si¢ do zaprezen-
towania wynikéw dla czasu uptywajacego do momentu wystgpienia pierw-
szego przepelnienia w przypadku zlozonego procesu Poissona, natomiast
dla prostego procesu Poissona zobrazujemy jedynie potwierdzajace wiary-
godnoéé¢ obliczen numerycznych statystyki badan symulacyjnych. Kolejny
raz skorzystamy z algorytmu Gavera-Stehfesta umozliwiajacego nam nume-
ryczne odwracanie ztozonych transformat Laplace’a. Jako rozktad prawdo-
podobienstwa czasu obstugi zgloszenn ponownie wykorzystamy mieszaning
dwéch rozkladéw wyktadniczych o dystrybuancie postaci (2.3.1), cechujaca
sie $rednim czasem obstugi (2.3.2) oraz intensywnoscia (2.3.3). Dystrybuanta
V(+), okreslajaca dtugo$¢ trwania kazdego pojedynczego okresu zawieszenia
obstugi, powtornie bedzie dystrybuanta rozktadu Erlanga drugiego rzedu
postaci (2.3.4). Pakiety naplywajace do systemu, dla ktérych podstawowa
jednostka objetoéci znéw bedzie wartos¢ v = 100 B, charakteryzowadé sie
beda zaprezentowanym w Przyktadzie 1 modelowaniem éredniego rozmiaru
pakietu. Tym samym powielimy przyjete wczesniej rozumowanie, zgodnie
z ktérym pojedyncze zgloszenie naplywajace o rozmiarze j - 100 B traktu-
jemy w naszych rozwazaniach jako grupe o licznosci j pakietéw (zgloszen
obstugiwalnych).

We wszystkich przeprowadzonych obliczeniach pojemnosé modelu okreslona
literag IV wynosi 10 pakietoéw, zatem bufor akumulujacy moze zgromadzi¢ do
9 pakietow.
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3. Rozktad prawdopodobienstwa czasu do przepelnienia bufora

3.3.1 Analiza poré6wnawcza obliczen numerycznych i symu-
lacji.

W analogii do analizy poroéwnawczej wykonanej w podrozdziale 2.3.2 ba-
dania symulacyjne ponownie przeprowadzone zostaly na prébach o licznosci
dziesieciu tysiecy powtérzen startu procesu kolejkowania pakietéw, jednakze
tym razem w systemie wlaczona zostala rejestracja momentu wystapienia
pierwszego przepelnienia bufora. Powtérnie dla kazdej proby losowane jest
unikalne ziarno uzywane do inicjalizacji generatora liczb pseudolosowych od-
powiadajacych za losowo$¢ momentow naptywu i czasu obstugi wiadomosci,
a takze dtugosci pojedynczych okreséw przestoju w trakcie zawieszenia ob-
stugi. Rejestracja poszukiwanego momentu dokonywana jest z krokiem cza-
sowym t. dobranym osobno dla procesu prostego i ztozonego z uwagi na zroz-
nicowang rozpietos¢ czasu, w trakcie ktorego wartoéci prawdopodobienstwa
zmierzaja do wielkosci liczbowych osiaganych w stanie stacjonarnym (dla
t — 00). W przypadku procesu prostego jest to krok wynoszacy t. = 0.001
sekundy w okresie o rozpietosci jednej sekundy (momenty k-t. =t € [0, 1.0]
dla k = 0;1;2;...;1000), za$ dla procesu zlozonego jest to krok czasu wy-
noszacy t. = 0.0005 sekundy i opisujacy chwile czasu k -t. =t € [0,0.2]
dla k£ = 0;1;2;...;400, w ktérych nastepuje zarejestrowanie ewentualnego
wystapienia pierwszego przepelnienia bufora.

prawdopodobienstwo

o
N
S

0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

czass|

Rysunek 3.1: Por6wnanie wartosci prawdopodobiefistwa P{5y > ¢} dla pro-
stego procesu Poissona, otrzymanego: 1) poprzez numeryczne obliczenia wy-
korzystujace wzor (3.1.53) — czarna linia na wykresie; 2) jako statystyczny
wynik badan symulacyjnych — pomaranczowe kwadraty na wykresie.

96



3. Rozktad prawdopodobienstwa czasu do przepelnienia bufora

Pozostale parametry wybranego modelu kolejkowego zaréwno dla prostego
jak i zlozonego procesu Poissona prezentuja si¢ nastepujaco:

1.0

o o o
N o [ee)

prawdopodobienstwo

o
[N

poczatkowa liczba zgloszen w systemie n = 0;
intensywnos¢ napltywu zgloszen A = 375 pakietow /s;

intensywnos¢ obsltugi pakietéw p = 500 pakietéw/s (przyjmujac dla
dystrybuanty (2.3.1) parametry a = % oraz (u1, pe) = (400, 1000));

odwrotnosé parametru skali dla dystrybuanty V (-) pojedynczego okresu
przestoju £ = 1000 (wéwczas pojedynczy okres przestoju wynosi $red-
nio t, = 0.002 s);

cigg opisujacy rozklad prawdopodobienstwa rozmiaru grupy pakietow
(pr) = {0.5,0.25,0.25,0,...} (woéwczas Sredni rozmiar grupy wynosi
e = 1.75 a $rednie zapelnienie systemu kj, = 1.3125.)

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20
czas|s]

Rysunek 3.2: Por6wnanie wartoéci prawdopodobienstwa P{3y > t} dla zlo-
zonego procesu Poissona, otrzymanego: 1) poprzez numeryczne obliczenia
wykorzystujace wzor (3.2.35) — czarna linia na wykresie; 2) jako statystyczny
wynik badan symulacyjnych — pomaranczowe kwadraty na wykresie.

Wykresy przedstawione na Rysunkach 3.1 i 3.2 obrazuja wysoka zgodnos¢
pomiedzy obliczeniami numerycznymi a wynikami otrzymanymi w symula-
cjach. Maksymalne réznice (wyznaczone w chwilach k - t.) w wartosciach
prawdopodobienstw miedzy obliczeniami numerycznymi a wynikami symu-

lacyjnymi wynosza:
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3. Rozktad prawdopodobienstwa czasu do przepelnienia bufora

e 0.0156109 dla procesu prostego,

¢ 0.0080691 dla procesu ztozonego.

3.3.2 Badanie wplywu zmian czasu obstugi zgloszen w zlo-
zonym procesie Poissona

W pierwszych trzech eksperymentach przyjrzymy si¢ rozktadom prawdopo-
dobienistwa czasu do pierwszego przepelnienia bufora (3.2.1) w zaleznosci
od zmiennych wartosci czasu obstugi pakietéw. Rozwazmy cztery scena-
riusze, w ktérych parametrami dystrybuanty (2.3.1) sa a = % oraz pary
(u1, n2) € {(1050, 1680); (960, 600); (650, 520); (640, 320)}, dla ktérych inten-
sywnos¢ obstugi p jest réwna 1200, 800, 600 i 480 pakietow /s, co odpowiada
predkosciom przetwarzania danych rzedu 960, 640, 480 i 384 kb/s, odpowied-
nio. Intensywno$é naplywu zgloszen A = 600 pakietow /s jest stala, wobec
czego uzyskujemy obciazenie systemu na poziomie ¢ € {0.5;0.75;1;1.25}
wzgledem poszczegdlnych intensywnosci obstugi pakietow. Pozostate para-
metry poczatkowe maja nastepujace warto$ci: odwrotnoéé parametru skali
& = 1000 (woéwczas pojedynczy okres przestoju trwa érednio ¢, = 0.002 s),
$redni rozmiar grupy € = 1.75, ciag prawdopodobienstw (py) = {0.5,0.25,
0.25,0, ...}, wobec czego otrzymujemy srednie zapelnienie systemu na pozio-
mie kp € {0.875;1.3125;1.75;2.1875} wzgledem poszczegdlnych intensywno-
$ci obstugi pakietow. Kazdy z trzech eksperymentow ma przyporzadkowany
indywidualnie parametr n poczatkowej liczby zgloszen obecnych w syste-
mie, ktoérego wartosci wynosza 0, 5 oraz 9 pakietéw. Rysunki 3.3, 3.4 oraz
3.5 prezentuja otrzymane wyniki obliczenn numerycznych.

Analizujac otrzymane wykresy mozemy zauwazyé, ze bez wzgledu na wy-
brane wartosci intensywnosci obstugi, dla zalozonej intensywnosci naptywu
pakietow A\ prawdopodobienstwo wystapienia pierwszego od uruchomienia
systemu momentu przepelnienia bufora dopiero po uptywie 0.2 s jest prak-
tycznie rowne zeru. Zgodnie z oczekiwaniami dla coraz mniejszych wartosci
intensywnosci obstugi i obserwujemy coraz szybszy spadek wartosci praw-
dopodobienstwa do poziomu 0. Charakter tych zmian jest determinowany
przez poczatkowa liczbe pakietéw obecnych w systemie — im jest ich wiecej
w chwili startu systemu, tym oczywiscie predzej bufor ma szanse sie prze-
petnié.

3.3.3 Badanie wplywu zmian intensywnosci naplywu zglo-
szen w zlozonym procesie Poissona

W kolejnych trzech eksperymentach zajmiemy sie analizg rozktadow praw-
dopodobienstwa czasu do pierwszego przepelnienia bufora (3.2.1) w zalez-
noéci od zmiennych wartosci intensywnosci naptywu pakietéw. Rozwazmy
powtérnie cztery scenariusze, w ktorych to parametr A przyjmuje wartosci
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3. Rozktad prawdopodobienstwa czasu do przepelnienia bufora

1.0
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prawdopodobienstwo
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Rysunek 3.3: Wplyw zmian intensywnosci obstugi zgloszen p na wartosci
prawdopodobienstwa P{fy > t} dla A = 600 pakietéw/s.
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Rysunek 3.4: Wplyw zmian intensywnosci obstugi zgloszen p na wartosci
prawdopodobienstwa P{f5 > t} dla A = 600 pakietéw/s.
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3. Rozktad prawdopodobienstwa czasu do przepelnienia bufora

prawdopodobienstwo
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czas|s]

Rysunek 3.5: Wplyw zmian intensywnosci obstugi zgloszen p na wartosci
prawdopodobienstwa P{fg > t} dla A = 600 pakietow /s.

300, 450, 600 i 750 pakietéow/s, co odpowiada predko$ciom przesylu da-
nych rzedu 240, 360, 480 i 600 kb/s, odpowiednio. Parametrami dystry-
buanty (2.3.1) sa o = % oraz para (u1,p2) = (560,700), dla ktérych in-
tensywnos¢ obstugi p jest réwna 600 pakietéw/s, wobec czego uzyskujemy
obciazenie systemu na poziomie ¢ € {0.5;0.75;1;1.25} wzgledem poszcze-
gbélnych intensywnosci naplywu pakietéw. Pozostale parametry poczatkowe
sg takie same jak w badaniach zaprezentowanych w podrozdziale 3.3.2:
odwrotnos$¢ parametru skali { = 1000 (pojedynczy okres przestoju t, =
0.002 s), $redni rozmiar grupy ¢ = 1.75, ciag prawdopodobienstw (py) =
{0.5,0.25,0.25,0, ...}, wobec czego otrzymujemy srednie zapelnienie systemu
na poziomie kp € {0.875;1.3125;1.75;2.1875} wzgledem poszczegdlnych in-
tensywnosci naptywu pakietéw. Kazdy z eksperymentow, ktérych wyniki
przedstawiono na Rysunkach 3.6, 3.7 i 3.8, ma przyporzadkowany indywi-
dualnie parametr n poczatkowej liczby zgloszen obecnych w systemie, przyj-
mujac wartosci 0, 5 oraz 9 pakietéw odpowiednio.

Wynikajace z analizy otrzymanych wykreséw wnioski sa analogiczne do tych
przedstawionych w podrozdziale 3.3.2:

e im wieksza intensywnos¢ naplywu pakietéow, tym szybciej prawdopo-
dobienstwo maleje do wartosci 0;

e im wyzsza jest poczatkowa liczba pakietéw obecnych w systemie w
chwili ¢ = 0, tym mocniejszy jest, a wynikajacy z szybszego zapelnienia
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Rysunek 3.6: Wplyw zmian intensywnosci naptywu zgloszen A na wartosci
prawdopodobienstwa P{3y > t} dla p = 600 pakietéw/s.

1.0

o o o
B (o) oo

prawdopodobienstwo

©
(N

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

Rysunek 3.7: Wplyw zmian intensywnosci naptywu zgloszen A na wartosci
prawdopodobienstwa P{fs > t} dla u = 600 pakietow/s.
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prawdopodobienstwo

Rysunek 3.8: Wplyw zmian intensywnosci naptywu zgloszen A na wartosci
prawdopodobienstwa P{fg > t} dla p = 600 pakietéw /s.

bufora pakietami, spadek wartosci prawdopodobienstwa do poziomu 0.

3.3.4 Badanie wplywu zmian wartosci poczatkowej liczby
zgloszen obecnych w systemie w zlozonym procesie Po-
issona

zmian intensywnosci (obstugi badZ naptywu pakietéw) na charakter otrzy-
mywanych w stanie niestacjonarnym krzywych obrazujacych prawdopodo-
bienstwa czasu do przepelnienia bufora. Wyniki zostaly zaprezentowane dla
trzech réznych poczatkowych wartosci n pakietéw obecnych w chwili startu
systemu. Dokladne zobrazowanie wplywu zmian wartosci poczatkowej liczby
zgloszen obecnych w systemie na podstawie przedstawionych wykreséw jest
jednak trudne. Z tej przyczyny w obecnym podrozdziale przeanalizujemy
cztery nowe eksperymenty obrazujace zaleznos¢ rozktadow prawdopodobien-
stwa czasu do pierwszego przepelnienia bufora od poczatkowej liczby zglo-
szen n, ktérej wartoéci ponownie dobieramy tak, aby odzwierciedli¢ przy-
padki pustego, w polowie zapelnionego i niemal catkowicie pelnego bufora,
co odpowiada wielkosciom 0, 5 oraz 9 pakietéw (N = 10). Kazdy ekspe-
ryment ma przyporzadkowany parametr A o odmiennej wartosci 250, 375,
500 i 625 pakietow/s, co odpowiada predkosciom przesylu danych rzedu
200, 300, 400 i 500 kb/s. Parametrami dystrybuanty (2.3.1) sa a = % oraz
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3. Rozktad prawdopodobienstwa czasu do przepelnienia bufora

pary (u1,pe2) € {(1000,250); (400, 1000); (600, 375); (750, 300)}, dla ktérych
intensywno$¢ obstugi i jest zawsze réwna 500 pakietéw /s, wobec czego uzy-
skujemy obciazenie systemu na poziomie o € {0.5;0.75;1;1.25} wzgledem
poszczegdlnych intensywnosci naptywu pakietéw kazdego z opisywanych eks-
perymentéow. Odwrotno$é parametru skali to ponownie £ = 1000 a tym
samym pojedynczy okres przestoju trwa $rednio ¢, = 0.002 s, $redni roz-
miar grupy € = 1.75, ciag prawdopodobienstw (px) = {0.5,0.25,0.25,0, ...},
wobec czego otrzymujemy srednie zapelnienie systemu na poziomie k; €
{0.875;1.3125; 1.75; 2.1875} wzgledem poszczegdlnych intensywnosci naptywu
pakietow. Rysunki od 3.9 do 3.12 prezentuja otrzymane wyniki obliczen nu-
merycznych osobno dla kazdego z przeprowadzonych eksperymentéw.

prawdopodobienstwo

Rysunek 3.9: Wplyw zmian wartosci liczby zgtoszen n obecnych w systemie
w chwili ¢ = 0 na wartosci prawdopodobiefstwa P{j3, > t} dla A = 250 pa-
kietéw/s.

Zaprezentowany zestaw wykresow pozwala nam sformulowaé nastepujace
wnioski:

e im nizsze jest obciazenie ¢ (a tym samym $rednie zapelnienie k) sys-
temu, tym wyrazniejszy jest wplyw poczatkowej ilosci zgloszen obec-
nych w systemie na sposéb, w jaki krzywa obrazujaca prawdopodo-
bienstwo maleje do wartosci zero;

e im liczba n jest blizsza catkowitej pojemnosci systemu N, tym efekt
zmierzania prawdopodobienstwa ku wartosci 0 w miare uptywu czasu
jest bardziej gwaltowny (jest to konsekwencja przyjetych prawdopo-
dobienstw py, z jakimi naptywaja grupy zlozone z k pakietéw).
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0.8
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prawdopodobienstwo
o
SN
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Rysunek 3.10: Wplyw zmian wartosci liczby zgloszen n obecnych w systemie
w chwili t = 0 na wartosci prawdopodobienstwa P{j3,, > t} dla A = 375 pa-
kietéw/s.

prawdopodobienstwo
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Rysunek 3.11: Wplyw zmian wartosci liczby zgloszen n obecnych w systemie

w chwili ¢ = 0 na wartosci prawdopodobienstwa P{3, > ¢} dla A = 500 pa-
kietow /s.
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prawdopodobienstwo
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Rysunek 3.12: Wplyw zmian wartosci liczby zgloszen n obecnych w systemie
w chwili t = 0 na wartosci prawdopodobienstwa P{j3, > t} dla A = 625 pa-
kietéw/s.

3.3.5 Badanie wplywu zmian dlugosci pojedynczego okresu
przestoju w zlozonym procesie Poissona

W ostatnich czterech eksperymentach rozwazymy cztery scenariusze (takie
same dla kazdego eksperymentu), w ktérych parametr £ = A, przyjmuje
wartosci 250, 500, 1000 oraz 1500 — wéwczas pojedynczy okres przestoju t,
trwa Srednio 0.008, 0.004, 0.002 i 0.0013(3) sekundy, odpowiednio. Powtérnie
kazdemu eksperymentowi przyporzadkujemy parametr A o odmiennej war-
tosci 250, 375, 500 i 625 pakietéw/s, co ponownie odpowiada predko$ciom
przesytu danych rzedu 200, 300, 400 i 500 kb/s. Parametrami dystrybuanty
(2.3.1) sa a = % oraz pary (u1,p2) € {(1000,250);(750,300); (600, 375);
(400,1000)}, dla ktérych intensywnosé obstugi p jest zawsze réwna 500
pakietéw/s. W konsekwencji uzyskujemy obciazenie systemu na poziomie
0 € {0.5;0.75; 1;1.25} wzgledem poszczegdlnych intensywnosci naptywu pa-
kietow kazdego z opisywanych eksperymentéw. Pozostale parametry poczat-
kowe majg nastepujace wartosci: Sredni rozmiar grupy € = 1.75, a ciag praw-
dopodobienstw (pg) = {0.5,0.25,0.25,0, ...}, wobec czego otrzymujemy Sred-
nie zapelnienie systemu na poziomie k;, € {0.875;1.3125; 1.75; 2.1875} wzgle-
dem poszczegdlnych intensywnosci naptywu pakietéw. Rysunki od 3.13 do
3.16 prezentuja otrzymane wyniki obliczen numerycznych.

Zgodnie z oczekiwaniami, im dluzszy jest okres pojedynczego przestoju (co
jest réwnowazne zmniejszaniu warto$ci parametru \,), tym wieksze jest
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prawdopodobienstwo

0.0 ‘ ‘ ‘
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

Rysunek 3.13: Wplyw zmian wartosci odwrotnoéci skali & = A\, na wartosé
prawdopodobienstwa P{3y > t} dla A = 250 pakietéw/s.

prawdopodobienstwo
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Rysunek 3.14: Wplyw zmian wartosci odwrotnosci skali & = )\, na wartosé
prawdopodobienstwa P{3y > t} dla A = 375 pakietéw/s.

prawdopodobienstwo zakumulowania w buforze wiekszej iloéci pakietéw, co z
kolei przektada sie na wczesniejszy i intensywniejszy spadek wartosci praw-
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prawdopodobienstwo
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Rysunek 3.15: Wplyw zmian wartosci odwrotnosci skali & = A, na wartos¢
prawdopodobienstwa P{5y > t} dla A = 500 pakietéw/s.

prawdopodobienstwo
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Rysunek 3.16: Wplyw zmian wartosci odwrotnosci skali & = A\, na warto$é¢
prawdopodobienstwa P{3y > t} dla A\ = 625 pakietéw/s.

dopodobienstwa P{fy > t}. Efekt ten jest zalezny w znacznej mierze od
obciazenia systemu i stabnie wraz z jego wzrostem. Mozemy takze zaob-
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serwowad, iz skala tego efektu ma zwigzek ze Srednim czasem obstugi pa-
kietu (w przeprowadzonych eksperymentach jest to okres o dlugosci 0.002
s), poniewaz przyjecie jako wartosci parametru A\, = 1500 odpowiadajacej
sredniej dltugosci okresowi przestoju na poziomie 0.0013(3) s skutkuje tylko
nieznaczna poprawa wzgledem $redniej dtugosci okresu wynoszacej 0.002 s
otrzymywanej dla A\, = 1000. Chcac zrozumieé¢ te zaleznosé popatrzmy na
okresy przestoju jako na czas ,utracony”, w ktéorym mogla trwaé obstuga
zgloszen. Skracanie dtugosci trwania pojedynczego przestoju obstugi zglo-
szen ponizej progu Sredniego czasu obstugi jednego pakietu (nazwijmy to
postepowaniem ,e”) nie owocuje pozyskaniem czasu pozwalajacego na ob-
stuzenie dodatkowego pakietu, co wyraznie odsuwaloby w czasie wystapie-
nie pierwszego przepelnienia bufora. Zyskujemy jedynie krotki odcinek czasu
(oznaczmy go przez t.), o ktory wezedniej rozpocznie sie proces obstugi. Jesli
przy okreslonym naptywie pakietéw ma nastapi¢ ich nagromadzenie zapel-
niajace bufor, woéwczas nawet po zastosowaniu postepowania e’ i tak ono
nastapi, a odsuniecie w czasie wystapienia pierwszego przepelnienia bufora
wyniesie okoto t..

3.4 Podsumowanie rozdziatu

Dokonana w podrozdziale 3.3 analiza otrzymanych rozkladéw prawdopo-
dobienstwa czasu do wystapienia pierwszego przepelnienia bufora w stanie
nieustalonym umozliwita nam wglad w charakterystyke wystepowania tego
zdarzenia w rozwazanym w modelu kolejkowym z dyscypling zawieszenia
obstugi. Uwidoczniony na wykresach wplyw zmian wartosci parametréw po-
czatkowych opisujacych: intensywno$ci naptywu zgtoszen, ich obstugi, dtu-
gosci okresu przestoju czy tez poczatkowej liczby zakumulowanych w buforze
pakietow pozwolil okresli¢ stopien wplywu tychze parametréw na wartosci
rozpatrywanych prawdopodobienstw P{3, > t}. Mozemy stwierdzi¢, iz w
rozpatrywanym numerycznie modelu wartos¢ odwrotnosci parametru skali
rozktadu pojedynczego okresu przestoju £ wykazuje najmniejszy wplyw na
ksztalt krzywej prawdopodobienstwa. W dalszej kolejnosci: intensywnosé
obstugi zgloszen p wywiera nieco bardziej znaczacy wplyw, a najwiekszy
wplyw na ksztalt wywierajg zmiany wartosci poczatkowej liczby pakietow
n obecnych w systemie oraz intensywnosci naptywu pakietow A. Opisana
w podrozdziale 3.3.1 wysoka zgodnos¢ obliczen numerycznych z symulacyj-
nymi potwierdza stuszno$é Twierdzen 3.1 i1 3.2. Wyprowadzone wzory uzu-
pelniajg stan wiedzy o rozkladzie prawdopodobienstwa czasu do wystapienia
pierwszego przepelienia bufora w kontekscie rozwazanego w rozprawie typu
modelu kolejkowego.

Omoéwmy pokroétee istniejace publikacje opisujace charakterystyki czasu
do przepelnienia bufora w szerszym spektrum typéw modeli kolejkowych.
W artykule [11] zbadano prawdopodobiefstwo, z jakim podczas skonczo-
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nego interwalu obserwacji o czasie trwania T, zajetos¢ bufora modelu ko-
lejkowego typu MM PP/M/1 osiagnie poziom n. Najpierw wyprowadzony
zostal wzor na transformate Laplace’a prawdopodobienstwa osiggniecia za-
ktadanego poziomu dla kolejek z prostym procesem Poissona M/M/1, a
nastepnie jest on uogdlniony dla procesu MMPP (ang. Markov Modulated
Poisson Process). Uzupelieniem stanu wiedzy dla tego typu modelu ko-
lejkowego sa wyniki osiagniete w pracy [27], w ktdrej to wyprowadzono w
postaci twierdzenia wzor na transformate Laplace’a rozktadu czasu przepet-
nienia bufora w kolejce posiadajacej skonczony bufor o rozmiarze b. Przy-
jeto ogdlny typ czasu obstugi, co oznacza, ze w notacji Kendalla badany
jest system kolejkowy MM PP/G/1/b. We wczesniejszej swojej pracy [29]
profesor Chydzinski wraz ze wspoétautorem wyprowadzili wzory na transfor-
mate Laplace’a dla prostego procesu Poissona w modelu ze stalym czasem
obstugi pojedynczego pakietu (system kolejkowy typu M/D/1/b). W kolej-
nym artykule [26] przedstawiono obliczenia numeryczne wartosci oczekiwa-
nej czasu do wystapienia pierwszego przepelnienia bufora w systemie kolej-
kowym typu BMAP/G/1/b (Markowski proces opisujacy grupowy naptyw
pakietéw, ang. Batch Markovian Arrival Process) oraz dla jego szczegblnego
przypadku MX /G/1/b, ktérym jest zastosowanie zlozonego procesu Pois-
sona naplywu pakietow. Prezentowane wyniki pokazuja zwiazek pomiedzy
rozmiarem bufora a wartoscig oczekiwana czasu, po ktérym nastepuje jego
pierwsze przepetnienie. Rozszerzenie wynikéw o jawny wzér na transformate
Laplace’a rozkladu pierwszego czasu przepelnienia bufora oraz omdwienie jej
aspektéw obliczeniowych ukazalo si¢ w publikacji [28]. Opisany w rozprawie
model kolejkowy jest rozwinieciem powyzszego modelu o mechanizm wielo-
krotnego zawieszania obstugi.

Najogélniejszy przypadek, w ktéorym naplyw oraz obstuga zgloszen opi-
sane s3 dowolnymi rozkladami prawdopodobiefistwa jest obiektem badan
zaprezentowanych w pracy [93]. Badany jest system kolejkowy GI/G/1 o
skonczonej pojemnoéci. Moment pierwszego przepetnienia, w ktérym liczba
zgloszen po raz pierwszy przekracza pojemnosé, jest analizowany przy wy-
korzystaniu aproksymacji dyfuzyjnej. Przyblizone wyrazenia dla rozktadu i
momentow pierwszego czasu przepelnienia sa wyprowadzane jawnie. Na ko-
niec doktadnos¢ przyblizen dyfuzji jest badana numerycznie przy uzyciu wy-
nikéw analitycznych dla systemu GI/M /1. W [137] rozwazany jest problem
wykorzystania prébkowania z zastosowaniem funkcji waznosci (ang. impor-
tance sampling) do oszacowania Sredniego czasu do przepelnienia bufora w
kolejce GI/GI/m. Probkowanie waznos$ciowe to technika Monte Carlo, w
ktorej system jest symulowany przy uzyciu nowego rozktadu, tak zwanego
rozktadu symulacji, ktory rézni sie od rozktadu rzeczywistego. Korzystajac
z pojecia cykli zajetosci (ang. busy cycles), oszacowanie oczekiwanego czasu
do przepetnienia bufora sprowadza sie do problemu oszacowania prawdopo-
dobienstwa p, = P(przepenienie_bufora_podczas_cyklu), gdzie n jest roz-
miarem bufora. Z kolei w artykule [44] uzyskano wyniki szybkiej symulacji
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modeli kolejkowych i wyprowadzono analityczne rozwigzanie problemu zna-
lezienia optymalnego systemu symulacyjnego dla klasy tandemowych sieci
kolejek GI/GI/1.

Kierunkiem dalszych, prowadzonych w srodowisku naukowym badan nad
modelami kolejkowymi, jest specjalizacja badz modyfikacja zachowania mo-
deli, niejednokrotnie ukierunkowana mozliwym zastosowaniem w rozwijaja-
cej sie dynamicznie informatyce. Praca [89] opisuje model kolejkowy typu
Geo/G/1/B, w ktérym strumieniem przychodzacych zgloszen rzadzi proces
dwumianowy, a kolejne czasy naplywu zgloszen sg niezaleznymi zmiennymi
losowymi o wspolnym rozkladzie geometrycznym ap = a(l — a)*~! z pa-
rametrem a. Artykul [78] dotyczy analizy modelu kolejkowego M/M/1/N
z dyscyplina ,roboczych” okresoéw zawieszenia obstugi, ktéra to jest rozwi-
nieciem koncepcji prezentowanej w niniejszej rozprawie. W trakcie trwania
okreséw zawieszenia obstugi pakietow, obstuga jest podejmowana, jednakze
ze znacznie mniejsza intensywnoscia niz ma to miejsce w trakcie trwania
normalnej obstugi. Odmienna modyfikacje modelu M/G/1/N prezentuje
publikacja [86], w ktérej rozwazono system kolejkowania z przetwarzaniem
zorganizowanym zgodnie z dyscypling FIFO. Kazdy okres pracy serwera ob-
stugujacego zgloszenia rozpoczyna sie czasem konfiguracji, a konczy czasem
zamkniecia, gdzie czasy te sa zmiennymi losowymi o dowolnym rozktadzie.
W artykule [112] zastosowano autorskie podejscie do estymacji prawdopodo-
biefistwa czasu do wystapienia przepelnienia bufora w systemie kolejkowym
SSM/M/1/B z ,samopodobnym” procesem wejSciowym zgloszen i o skon-
czonej pojemnosci bufora. Wykorzystano do tego symulacje stanu ustalonego
uwzgledniajaca tzw. ,dalekosiezno$¢” procesu wejsciowego (ang. Long-Range
Dependent Process) zwana potocznie dlugotrwala pamiecia lub trwaloscia
dalekiego zasiegu. Roznica w stosunku do systemu kolejkowego M /M/1/B
polega na tym, ze intensywno$é¢ naptywu zgloszen \; do systemu kolejko-
wego SSM/M/1/B nie jest wartoscia stala. Zmienna ta zalezy od kolejnego
numeru ¢ szeregu czasowego, catkowitej liczby obserwacji oraz wartosci pa-
rametru Hursta, ktére to okreslaja stopien samopodobienstwa.

W [17] przedstawiono szybka, adaptacyjna metode probkowania z zasto-
sowaniem funkcji waznosci (ang. Fast Adaptive Importance Sampling Me-
thod) dla efektywnej symulacji prawdopodobienstw do wystapienia przepel-
nienia bufora w sieciach kolejkowych typu M /M /1. Zagadnienie przepelnie-
nia bufora w oczywisty sposéb stanowi problem wydajnosciowy w systemach
informatycznych. Tym samym podejmowane sa wysitki, wsparte teoria ko-
lejek, majace na celu zminimalizowanie prawdopodobienstwa wystapienia
przepelnienia bufora. Jedna z takich prac jest [156], w ktérej to wyprowa-
dzono model analityczny do obliczania prawdopodobienstwa przepelnienia
bufora uwzgledniajacy algorytm kontroli przeciazenia i parametry sieci TCP.
Zaproponowano w niej autorskie rozwiazanie problemu przepetniania sie¢ bu-
fora charakteryzujace sie wykorzystaniem dynamicznego rozmiaru bufora.

Zaprezentowane w niniejszym rozdziale wyniki, obejmujace zwarte po-
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stacie transformat Laplace’a rozktadéw prawdopodobienstwa czasu do wy-
stapienia pierwszego przepetnienia bufora i przyklady wykonanych nume-
rycznych obliczen, opublikowano w nastepujacych artykutach:

e [82] — w artykule opisano wyniki osiagniete dla prostego procesu Pois-
sona (podrozdzial 3.1);

e [84] — w artykule zaprezentowano wyniki osiagniete dla ztozonego pro-
cesu Poissona (podrozdzial 3.2);

111



Rozdziat 4

Rozklad opdznienia kolejkowania

Kolejng charakterystyka rozwazanego przez nas modelu z dyscyplina zawie-
szenia obstugi, ktora sie zajmiemy, bedzie opdznienie spowodowane kolej-
kowaniem (Sci$lej ujmujac — rozkltad prawdopodobienstwa tego op6Znienia).
Opdznieniem kolejkowania w chwili ¢ bedziemy nazywaé czas, jaki spedzi w
buforze (w oczekiwaniu na rozpoczecie obstugi) pakiet przybyty w chwili ¢.
W literaturze ([30], [15], [33]) charakterystyka ta bywa takze nazywana wir-
tualnym czasem oczekiwania na obstuge lub czasem oczekiwania w chwili ¢.
Ponadto zakladamy tutaj, iz op6Znienie dla pakietu utraconego (tzn. przy-
bywajacego do systemu w chwili, w ktorej bufor jest catkowicie zapelniony)
wynosi 0. Zaprezentowana w rozdziale metodologia, analogicznie jak w przy-
padku poprzedniego rozdziatu, pozwoli nam na otrzymanie ogélnych wyni-
kéw w zwartej postaci (twierdzen) zaréwno dla prostego (podrozdzial 4.1)
jak i ztozonego procesu Poissona (podrozdzial 4.2). Uzyskanie dokladnej po-
staci rozktadu opdzZnienia kolejkowania wymaga zastosowania ztozonego ob-
liczeniowo algorytmu do odwracania podwdjnej transformaty Laplace’a (al-
gorytm taki zostal przedstawiony np. w [30]). W celu zmniejszenia zlozonosci
obliczeniowej zastosowanego w rozprawie algorytmu skorzystamy z mozliwo-
$ci wyznaczenia $redniej wartosci czasu oczekiwania na obstuge w dowolnej
chwili ¢, gdyz jej obliczenie wymaga odwrdcenia jedynie pojedynczej trans-
formaty. Ponownie zastosujemy tutaj algorytm numerycznego odwracania
transformaty Laplace’a [1] i przyjrzymy sie wynikom obliczen numerycz-
nych zobrazowanych na wykresach (podrozdzial 4.3). Zaprezentowane war-
tosci éredniego opodznienia kolejkowania beda uzaleznione od przyjetych w
eksperymentach parametréw poczatkowych. Na zakonczenie kompleksowo
oméwimy otrzymane w rozdziale wyniki.

4.1 Prosty proces Poissona

W dalszym ciagu rozwazamy model kolejkowy typu M/G/1/N. Zgloszenia
naptywaja do systemu zgodnie z prostym procesem Poissona o intensywnosci

112



4. Rozktad opéznienia kolejkowania

A. Obstuga zgloszen, okredlona dyscyplina FIFO, jest zgodna z rozktadem
zadanym przez dystrybuante F(-). Pojemno$¢ systemu wynosi N zgloszen
— gdy jedno jest obstugiwane maksymalnie N — 1 moze by¢ zakumulowa-
nych w buforze. Okres zawieszenia obstugi zgloszen sktada sie z jednego
badz wielu pojedynczych okreséw przestoju, ktorych dlugosé trwania okre-
Slona jest rozkladem zadanym przez dystrybuante G(-). Rozpoczyna sie on
kazdorazowo, gdy ostatnie zgloszenie w kolejce zostanie obstuzone i brakuje
nowych zgloszen wymagajacych obstugi.

Ponownie oznaczmy symbolem X (t) liczbe zgloszen obecnych w syste-
mie w chwili ¢. Niech v(t) bedzie wirtualnym czasem oczekiwania na ob-
stuge (opdznieniem kolejkowania) dla zgloszenia naplywajacego do systemu
w chwili t. Oczywiscie, chwila ¢ nie musi by¢ momentem rzeczywistego po-
jawienia sie zgloszenia w systemie, stad termin ,wirtualny”. Zdefiniujmy
warunkowy rozklad prawdopodobienstwa opdznienia kolejkowania w zalez-
noéci od poczatkowego stanu bufora w nastepujacy sposob:

Vo(t,z) =P{v(t) <z | X(0)=n}, >0,t>0,0<n<N. (41.1)

Zakladajac, ze system jest pusty (n = 0) w momencie uruchomienia ob-
stugi zgloszen (t = 0), rozpoczyna si¢ okres zawieszenia obstugi. W tym przy-
padku zastosowanie twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym ([30]
podrozdzial 5.4) umozliwia nam wyprowadzenie nastepujacego réwnania:

0 t ) t t—u N-2 u—+v— F
‘/()(t, l’) _ Z/ . dGz*(u)/y )\e_’\ydy[/ { Z [)\( +k' y)}
i=0 Ju= - ! .

=Yy=u k=0

k
o0 )\ _
x e AUy (b —u— v, x) + Va(t —u—v,2) Z Mutv—y)]

k=N-1 k!
o (N2 )\t —y)F
v=t—u k=0 .
A () v
‘N0 4 3 [/@!}e 30 L)
k=N-1
0o t )
+e*AtZ/ G(t—u—i—a:)—G(t—u)]dG”*(u), (4.1.2)
i=0 7 u=0

gdzie F™*(-) i G*(-) sa sformutowanymi w Definicji 1.4 i-krotnymi splotami
Laplace’a-Stieltjesa dystrybuant F'(-) oraz G(-) ze soba, odpowiednio.
Prawa strona wzoru (4.1.2) sklada sie z sumy pieciu sktadnikéw. Pierw-
szy element sumy odpowiada sytuacji, w ktérej okres zawieszenia obstugi
zgloszen konczy sie przed chwila t i ilo§¢ zakumulowanych w buforze zglo-
szen jest mniejsza niz jego pojemnos¢ — wowczas obshuga zgloszen rozpo-
czyna si¢ po zakonczeniu ostatniego okresu przestoju w momencie u+v < t.
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Drugi sktadnik reprezentuje stan, w ktérym dochodzi do maksymalnego za-
pelnienia bufora w trakcie trwania okresu zawieszenia obstugi, konczacego
sie przed chwila t. Wowczas, w momencie v + v < t, po zakonczeniu okresu
zawieszenia obstugi, system wznawia prace (serwer rozpoczyna obsluge) z
doktadnie N zgloszeniami zakumulowanymi w buforze. Trzeci sktadnik od-
zwierciedla przypadek, w ktérym pierwsze zgloszenie pojawia sie w syste-
mie przed chwila ¢, ale okres zawieszenia obstugi konczy si¢ po chwili ¢ (w
momencie u + v > t). Zakladamy réwniez, ze w buforze w momencie roz-
poczecia obstugi zakumulowanych jest dokladnie k£ +1 < N — 1 zgloszen.
W takim przypadku czas oczekiwania v(t) wchodzacego w chwili ¢ zglosze-
nia jest kroétszy niz x wtedy i tylko wtedy, gdy suma pozostalego okresu
zawieszenia obstugi przez serwer (liczonego od chwili t) oraz czasu potrzeb-
nego na obstuzenie zakumulowanych w buforze k + 1 pakietéw nie przekra-
cza wartodci x. Prawdopodobienstwo zaistnienia takiej sytuacji jest rowne
F (k“)*(x —u — v +t). Czwarty skladnik sumy reprezentuje przypadek, w
ktérym catkowite zapelnienie bufora wystepuje przed chwilg ¢, natomiast
okres zawieszenia obstugi zgloszen konczy sie po czasie t. W tej sytuacji
zgloszenie naplywajace w chwili ¢ jest utracone, a czas jego oczekiwania na
obstuge wynosi v(t) = 0. Ostatni element sumy reprezentuje sytuacje, w
ktorej pierwsze zgloszenie naptywa do systemu po chwili ¢, tym samym czas
oczekiwania na obstuge zgloszenia przychodzacego doktadnie w chwili ¢ jest
krotszy od x wtedy i tylko wtedy, gdy pozostaly okres zawieszenia obstugi
u + v — t jest mniejszy od x.

Powtérnie uwzgledniamy fakt, iz w modelu kolejkowym typu M/G/1
momenty zakonczenia obstugi zgloszen, a zatem w szczegdlnosci momenty
przechodzenia w okres zawieszenia obstugi sa momentami Markowa [61]. Za-
16zmy, ze w systemie znajduje si¢ doktadnie X (0) = n zgloszeh w momencie
rozpoczecia jego pracy, przy czym 1 < n < N. Ponowne zastosowanie twier-
dzenia o prawdopodobienstwie catkowitym wzgledem pierwszej chwili ukon-
czenia obstugi umozliwia nam wyprowadzenie nastepujacego uktadu réwnan
catkowych:

Va(to) / [ z V(- yy2) + Vi~ 9,2)
00 N—-n—1 k
% Z Ay] e*/\t [ Z (Akt') F(n+k71)*(x —y+ t)
k=N-n =t k=0 :
o

] (¥). (4.1.3)

Przeanalizujmy prawa strone uktadu (4.1.3). Pierwszy skladnik sumy repre-
zentuje przypadek, w ktérym pierwsza chwila ukoniczenia obstugi y nastepuje
przed czasem t przy jednoczesnym zalozeniu braku wystapienia przepelnie-
nia bufora (co implikuje, iz liczba pakietéw przybylych do chwili y nie moze
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by¢ wigksza niz N — n — 1). Drugi element sumy, w odréznieniu od pierw-
szego, zaklada catkowite zapelnienie bufora przed momentem y, a fakt ten
odzwierciedla dolna granica sumowania zakladajaca nadejScie co najmniej
N — n zgloszen. W analogii do pierwszych dwéch sktadnikéw, trzeci oraz
czwarty skladnik takze posiadaja jedno wspolne zalozenie — pierwsze ukon-
czenie obstugi zgloszen y nastepuje po czasie t. Czynnikiem rozrézniajacym
te sktadniki jest fakt wystepowania przepelnienia bufora. W trzecim sktad-
niku nie dochodzi do catkowitego zapelnienia bufora przed chwila ¢. Jezeli
do tej chwili do systemu nadeszlo doktadnie k < N —n—1 zgloszen, wéwczas
v(t) bedzie mniejsze od x wtedy i tylko wtedy, gdy czas obstugi n+k—1 zglo-
szeni bedzie mniejszy od = — (y — t), co wyraza splot FHE—1% (g — ¢ 4 ¢).
W czwartym skladniku wystepuje przepelnienie bufora. Zgloszenie napty-
wajace w chwili ¢ jest utracone, a jego czas oczekiwania na obstuge wynosi
v(t) = 0 (tym samym prawdopodobienstwo iz czas ten jest krétszy niz x jest
réwne 1).

Wprowadzmy nastepujace oznaczenie dla podwdjnej transformaty La-
place’a opodznienia kolejkowania:

Vi(s, 2) = / e_mdx/ eV, (t,z)dt, Re(s) > 0,Re(z) > 0,n > 0.
0 0
(4.1.4)

Wyznaczenie uktadu réwnan dla transformat Laplace’a odpowiadajacego
ukladowi (4.1.2)—(4.1.3) podzielimy na kilka etapéw. Ich liczba uwarunko-
wana jest ilodcig zgrupowanych pod wspdélnymi catkami sktadnikéw, zawar-
tych w obydwu rozwazanych sumach — pie¢ skladnikéw w (4.1.2) i cztery
sktadniki w (4.1.3).

Transformata Laplace’a pierwszego sktadnika catkowego po prawej stronie
wzoru (4.1.2) ma postaé

oo N—2 o0 t ] t t—u
> Z / e dx / e dt / dG™ (u) / Ae™ My / e Autvy)
i—0 ke u=0 y=u V=y—u
)\k _ N\k
va—i-l(t —u—v,2)dG(v) =
oo N—2 t ) t t—u
Z Z/ —za:dx/ —stdt/ e—)\udGz*(u)/ dy/ e—)u)
i—0 f— t=0 u=0 Yy=u vV=yY—u
N+l _\k
X (utv=y) Vir1(t —u—v,2)dG(v) =

k!
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oo N-2 .o ) ] oo t t—u
Z Z/ e_md:p/ e_)‘“dG’*(u)/ e_Stdt/ dy/ e N
i—0 k=0 /=0 u=0 t=u Yy=u v=y—u

)\k+1(u +v— y)k
X o

[e%e) . o) o] t—u
Z Z/ e_zxdac/ e_’\“dG’*(u)/ dy/ e_Stdt/ e M
i=0 k=0 Y*=0 u=0 y=u t=y v=yY—u

y ML (y v — y)F

Vir1(t —u —v,2)dG(v) =

Vir1(t —u—v,2)dG(v) =
S>> / e*”dx/ e*/\“dGi*(u)/ dy/ e (u+v—y)*
i = u=0 y=u vV=y—u

)\k-‘rl 00
X dG(v)/ e Vi1 (t —u —v,z)dt =

e_z”"dm/ e_()‘”)“dGi*(u) / dy/ e_(/\+5)v(u +v—y)F
= u y v=y—u

i=0 k=0 /*=0 =0 =u
)\k+1 o)
x S dG() / O VA R P (4.1.5)
. t=u-+v

Nastepnie w réownaniu (4.1.5) dokonamy podstawienia t = t — u — v. Dla
uproszczenia zapisu przyjmiemy notacje nowych zmiennych niezawierajaca
podkreslen. Po dokonaniu tego podstawienia catka wzgledem zmiennej ¢
przestaje by¢ zalezna od innych zmiennych, co umozliwia nam dokonanie
kolejnych zamian kolejnoéci catkowania.

o0 N-2 .o 00 [e's) ) 00
Z Z/ efzxd$/ efSthH(t,x)dt/ ef()‘jLs)“dGz*(u)/ dy
i—0 k=0 =0 t=0 u=0 y=u

[e'e) )\k—}—l
X / e” OV (y oy — )k o dG(v) =
v=y—u .

00 ) ] N-2 .+ 00

Z/ e~ AT GG (1) Z/ e_”d:c/ e Wy (t, x)dt

i—o Y u=0 k—o J2=0 t=0
00 u+v /\k+1

x/ Oe‘“‘“”dG(v)/ (u+v—1y)k o dy (4.1.6)
v= y=u .

Uwzgledniajac Definicje 1.6 w potaczeniu z (2.1.9) oraz obliczong w (2.1.6)
calke, przy jednoczesnym zastosowaniu oznaczenia (4.1.4), réwnanie (4.1.6)
przyjmie postac:

N—-2
— s))” Vier1(s, 2 = e ( S)ULU)]CH v) =
(=gt )™ 3 V(o) [ MR dG () =
N-1 k
_ st 1/ S,z o e—()\ S)U()\v) v
(1—=g(A+s)) 2 K (S, )/W0 PG (v). (4.1.7)
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Definiujac

ri(s) < / : e (s (A]:) dG(v) (4.1.8)

otrzymujemy ostateczng postaé pierwszego sktadnika catkowego

N-1

(1—gA+s)! Z Vi(s, 2)ri(s). (4.1.9)

k=0

Transformata Laplace’a drugiego sktadnika catkowego po prawej stronie wzoru
(4.1.2) ma postac

o] 00 00 00 t . t t—u
Z Z / e_zzd:/v/ e_Stdt/ dGl*(u)/ )\e_)‘ydy/ e Autvy)
z=0 t=0 u=0 y=u V=yY—u

i=0 k=N—1
)\k _ \k
" (u+v—vy)

I VN(t —u—v,z)dG(v) (4.1.10)

Skladnik ten rézni si¢ od poprzedniego jedynie indeksami sumy > 72 n_;
oraz elementem Vi (-, -), tym samym, stosujac analogiczne jak w przypadku
sktadnika pierwszego przeksztalcenia, otrzymamy nastepujaca postac osta-
teczna:

SO ) Lt
(1—g\+s))! Z VN (s, 2) /v:O e_()"LS)”EI);_i)_l)!dG(v) =

(1—g\+s)! i Vi (s, 2)ri(s). (4.1.11)

Transformata Laplace’a trzeciego sktadnika catkowego po prawej stronie wzoru
(4.1.2) ma postac

oo N-2 [e'e) t . t
Z Z/ _”da:/ e_Stdt/ dG’*(u)/ /\ydy/ e Mt=y)
=0 k= u=0

k(y _

)\(tk'y)F(k“)*(m o+ 1)dC(v) =
oo N—2 t k+17p o 0N\k
Z Z-/ 7Z:de/ )\Jrs tdt/ dGl* )/ )\ (]fjl y) dy
i=0 k=0 y=u ’

X / FRD% (3 — g — v+ 1)dG(v) =
v=t—u
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co N—2

oo oo ) oo t k+1(4 _ \k
Z Z/ e_z‘rdm/ dGl*(u)/ e_(>‘+s)tdt/ Md‘y
i—0 k=0 =0 u=0 t=u y=u k!
X / FRHD* (1 4y — v 4 1)dG(v) =
v=t—u
o0 N—-2 .o % . oo )\k+1 )
Z Z / e*”dm/ dGl*(u)/ 1 dy e~ (L —g)kat

X / FRD* (3 — 4y — v 4+ 1)dG(v) =
v=t—u

oo N-2 . 00 ] 0o )\k—l-l o
3 Z/ ele‘dx/ dGZ*(U)/ o dy/ dG(v)
i=0 k=0 ’*=0 u=0 y=u K! v=y—u
u-+v
X / e*()\Jrs)t(t _ y)kF(k+1)*(x —w—v 4+ t)dt _
=y
oo N-2 . o . oo \k+1 utv
Z Z/ €—z$dx/ dGl*(u)/ X dG(v)/ dy
i=0 k=0 "*=0 u=0 v=0 K! y=u
u+v
X / 6_(/\+S)t(t o y)kF(kH)*(m Cu—v+ t)dt _
=y
oo N-2 .o o . . )\kJrl
Yo e Fde | dG*(u) dG(v)
k!

=u

© N=2 . ) oo \k+1 u+
>3 [T actw [ AETH [ ety
v=0 k' t

i=0 k=0 7 u=0 =u

u+v !
y / e_(,\+s)tF(k+1)*(x —u—v+ t)dt/ (t - y)kdy =
t o

o t
% / e—sz(k-i-l)*(x —u—v+ t)dl’/ (t _ y)kdy (4.1.12)
=0 Y

=u

Nastepnie obliczamy catke:

T— 00
o0 1
/ e FRD (g — vt t)de = ——e FTFFD (g —y — v 4 1)
z=0 o x=0
Loree —zz g (k+1)x* 1 —zu ,—2v 2t
_,_,/ e **dF (x—u—v+1t)=0+ —e e e
z Je=0 z

R 1
% / e—z(az—u—v—l—t)dF(k‘—i—l)*(x —u—v+ t) _ ;e—zue—zveztfk—‘rl(Z)’
=0
(4.1.13)

gdzie f(z) jest transformata Laplace’a-Stieltjesa dystrybuanty F'(-) okre-
slong w Definicji 1.6. WykorzystaliSmy tutaj fakt, ze xh_)rglo e =0, a
takze fakt, ze F'(-) jest dystrybuanta dodatniej zmiennej losowej, a za-
tem dla przypadku x = 0 w momencie u + v > t przyjmuje wartos$¢
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Fx —u—v+1t) = F(< 0]) = 0. Kolejna mozliwa do obliczenia catka
jest

t
f e
t—y)dy = —~——— = — 4.1.14
/y:u( v dy k+1 k+1 (4.1.14)
y=u
Kontynuujac (4.1.12) przyjmie forme:
o) )\k’-l-l u+v
dGl* / / 67(A+S)t
ZO u=0 Z 0 k! t=u

_ k41 1
% [(t - i)l ezuezveztfk+1(z)] di =
z

—(A+s)u g vix o1 N k+1 —2v
Lo 3 7 e

i=0 U=

u+v
« / o~ Ors)(t=w) g2(t=w) (4 _ ¢ )k gy (4.1.15)
t

=Uu
Nastepnie w réwnaniu (4.1.15) dokonamy podstawienia y = t—u. Uwzgled-

niamy réwniez zaleznosé (2.1.9), otrzymujac ostateczng postaé skladnika

N—-2 5 k+1 0o
S0 g0 X SRR [ it

X/U e~ sy kg
y=0

N-1 [e’e] v
[2(1 — g\ +s))]* [Af,if)}k / ; e *UdG(v) / . e~ A Fs=2yyktl gy,
k=1 ) v= y=

(4.1.16)

Transformata Laplace’a czwartego sktadnika catkowego po prawej stronie
wzoru (4.1.2) ma postaé

Z Z / e " dx / " estat /t dG™ (u) /t Ae My

i=0 k=N— u=0 y=u

0o k(t _
X / )\(tk'y)e_)‘(t_y)dG(v) (4.1.17)
v=t—u .

W powyzszym skladniku jedynym elementem zaleznym od zmiennej x jest
e **, co pozwala nam na wyliczenie pierwszej catki

i 1
/ e dyx = ——e **
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Wéwezas (4.1.17) przyjmuje postaé

~Otgy / a6 () |
Y

R
>

1=0 k=

oo

1
z

N-1
12

DY

o0

=0k=N-1

A
/ lG'L* /

k+1
k!

1§ i / dGl* /oo /\k+1

Z =0 k=N-1"u=0 y=u Kl

12 > 0o \k+1

_ dG'L*

Z;Jk%:l u=0 /:0 k!

1SS Mg [
i=0 k=N—1"u=0 -0 K

Z dGz*( )/ e—()\-f—s)tdt
u=0 t=u

dy

dy/

o

o0

=y

t

=u

/t
y=u

)\k—i—l(

e

» dG(v) /t:y e~
4G (v) /y :

dG(v)/ *()‘Jrs)tdt/ (t —y)kdy.
t=u Y=u

—(A+s)t (t .

dy

—=d
Y v=t—u

/\kJrl(

—d
Y v=t—u

y)kdt/io dG(v)

k!

k!

u+v

u+v

e—()\-‘rs)t (t o

t=y

(A s)t (t o

dG(v)

dG(v)

y)dt =

y) di =

(4.1.19)

Uwzgledniajac wyliczona w kroku (4.1.14) calke, (4.1.19) przyjmie forme:

'Sy [t

Z =0 k=N—1"7u=0

- —(As)u %
ZO/M G ()

y / ~(s)(t-u) (4 _
t=u

/L

o0

k=N-1

)k—‘rldt

/\k+1

o k!

(k+

dG(v) /
t—
)\k—f—l

o /:OO 4G (v)

“+v

u

R u)ht

k+1

1
dt =

(4.1.20)

Analogicznie do sytuacji wystepujacej w (4.1.15) poprzedniego skladnika
w réwnaniu (4.1.20) réwniez dokonujemy podstawienia y = ¢t — u, co w
polaczeniu z zaleznoscia (2.1.9) daje nam

1 Ak+1
~(1- (A—i—s))_1
z s N 1 k—l—l
0 N+l
g(A
(1= g(A+9)) kzl K1)

UARCEIA

oo

~Oyy gy

Korzystajac z wlasnosci dystrybuanty, obliczamy catke

A : dG(v) = G([oo
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6 (/\+s)yyk+1dy/ dG('l))
v=y

(4.1.21)

(4.1.22)
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wobec czego ostateczng postacig sktadnika jest

3 00 )\k-i—l oo 5
[2(1 = g(A+9)) 1k_z T / O Gy =
(1= g(A+5)) Z " / e~ Ok (1~ G(y))dy. (4.1.23)

Transformata Laplace’a piatego skladnika catkowego po prawej stronie wzoru
(4.1.2) ma postaé

Z/z i fz:vd;c/t . (/\+s)tdt/ut0 {G(t—u—i—x) _G(t—u)}dG"*(u) _
Z/x 0 —zxdx/ dG™ (u /u _()‘+S)t[G(t—u+x)—G(t—u)}dt:

Z/ e_(’\+3)“dGi*(u)/ e_zxdx/ e~ (Ats)(t—u) [G(t—u—i—x)
i=0 /u=0 =0 t=u

=

— Gt —u)]dt =

i=0 Ju=0 =0 =

_/ eizzdl’/ 67(/\+s)(t7u)G(t _ u)dt] (4124)
=0 t=u

Nastepnie obliczymy catke

/ e_zxda:/ e~ OF)NE=W Gt —u + z)dt =
=0 t=u

/ 6—(z—s—/\):cdx/ e~ Ot G oy 1 3)dt, (4.1.25)
=0 t=u

dokonujac podstawienia y =t — u + x, co prowadzi nas do

/ P O / T e O IG (y)dy = / " e G(y)dy
T y=z

=0 y=0
y 00 6()\+s—z)z Y
Ats—2)x g, — / A9y ()d — =
x/a::()e x yzoe (y)dy S
" X ey
~G(y / ~OH G () dy | =

AH_ZUM o© (y)dy

1 g(z)  g(A+9)

_ 4.1.26

A+s—z [ z A+s | ( )
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gdzie g(z) i g(\ + s) sa wartoSciami zdefiniowanej w Definicji 1.6 trans-
formaty Laplace’a-Stieltjesa wyprowadzonymi przy wykorzystaniu metody
calkowania przez czesci:

Yy—oo

| Gy = —e 6t
)

LR R _9(2)
+ /y dG(y)

=0 z Z Jy=0 z
y=0
(4.1.27)
o0 1 Y=o 1 o0
—(A+s)y e O % )L —(A+s)y
/yoe Gy = -3¢ G(y) + A+s/yoe dG(y)
y=0
g(A+s)
= — 4.1.2
A+ s ( §)

W kolejnym kroku dokonujemy podstawienia y = t — u, obliczajac catke

/ e_zxdx/ e~ Ot —w)dt = / e “dx
=0 t=u =0

gA+s)  g(A+s)
A+s  (A+s)z (4.1.29)

1

X /ti e~ TG (y)dy = —;e‘” X

r=

Nastepnie uwzgledniamy zaleznosé (2.1.9) w (4.1.24) otrzymujac ostateczna
postacé piatego skiadnika

_ 1 9(z) gA+s)| g(A+s)| _
(I—g(A+5s)) 1{)\+3_2[ : A+s _(/\+s)z}_

_1laz) gA+s) (A+s)gA+s)  z-g(A+5s)
(1=9(A+5)) 1{ . A+s (A+9)z + 2-()\+s)}

S 9(z) —g(A + s)
X [A 45— 2] zA+s—2)(1—gA+9))

(4.1.30)

Definiujac funkcje

o 1 N-1 k 0o v
a(s, z) d:f + [)\f(2>] / €_ZUdG(U)/ 6_(>\+S_z)yyk+1dy,
P K v=0 y=0

(4.1.31)

ef 1 o= AP o
862y o [T et Gly)ay, (4.1.32)

zk:N - Jy=0

oraz

(s, 2) e SE) Z 9T 8), (4.1.33)
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mozemy zapisa¢ sume wyznaczonych pieciu sktadnikéw podwdjnej trans-
formaty Laplace’a rozktadu opéznienia kolejkowania (4.1.2) w nastepujacej
zwartej postaci:

~ 1 N-1 N 9]
Vo(s, z) = =90t 9) l ]; rr(s)Vi(s, 2) k;\[rk )+ als, 2)
+ (s, 2) +7(87z)1~ (4.1.34)

Transformata Laplace’a pierwszego sktadnika catkowego po prawej stronie
wzoru (4.1.3) ma postaé

N—-n—1 00 00 t )\ k
[y [ e | OO 00, a0~ g, ) (o) =
k=0 = t=0 y=0 .
N—-n—1 k
o] A o)
Z / *”da:/ (sl)e)‘de(y)/ e Wik 1(t —y,x)dt =
k=0 o =y
N—-n—1 .o k oo
/ ‘“d:c/ ()\yu)e_(MS)de(y)/ eV, g1 (t -y, x)dt
k=0 o Kl t=y

(4.1.35)

Nastepnie w réwnaniu (4.1.35) dokonamy podstawienia t =t —y. W celu
uproszczenia zapisu notacja nowych zmiennych bedzie pozbawiona podkre-
slen. Otrzymujemy

o0

/ e_zmdz:/ u e A TWAR(y )/ e Wi p_1(t, x)dt =
x=0 y=0 k'

t=0

N—-n—1 00 ()\y)k 00 00
/ 76_()\+8)de(:1/)/ e_zxd:r/ e Vin_1(t, x)dt
Yy x=0 t=0

(4.1.36)

0 k
ak(s) déf/ . ()\Iz)e_(/\Jrs)de(y) (4.1.37)
y= !

wraz z jednoczesnym zastosowaniem wprowadzonego oznaczenia podwdjnej
transformaty Laplace’a (41.1.1) otrzymujemy ostateczna postaé¢ skladnika

N-—-n—1 R
> a() Voo (5,2) (4.1.38)
k=0
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Transformata Laplace’a drugiego sktadnika catkowego po prawej stronie wzoru
(4.1.3) ma postac

00 00 00 t )P
> / efzxda:/ e*Stdt/ M‘fﬂyVN_l(lﬁ —y,2)dF (y)
k=N—n’=0 =0 y=0 &
(4.1.39)

Sktadnik ten rézni si¢ od poprzedniego jedynie granicami sumy Y po n_,,
oraz elementem Vy_1, tym samym stosowanie analogicznych wzgledem po-
przedniego sktadnika przeksztalcen w rezultacie doprowadzi nas do naste-
pujacej postaci ostatecznej:

Z / e~ O aP(y )/

=0
Vn_1(s, 2) ag(s). (4.1.40)
k=N-—n

o0

e*mdaj/ e SV 1(t,z)dt =
t=0

Transformata Laplace’a trzeciego sktadnika catkowego po prawej stronie wzoru
(4.1.3) ma postaé

N-n—1 .5 00 0 (Mt k
/ e*”dm/ e*(’\“)tdt/ %F("Jrk*l)*(x —y+t)dF(y) =
i—o Jx=0 t=0 y=t K!
N—n—1 \k 0o 0o y
Z % / e~y / dF(y) / 6—(>\+s)tth(n+k—1)*($ —y+ t)dt _
o K Ja=0 = =0
N—n—1 \k
by 00 e} Y
T / dF (y) / e_zxd:r:/ e~ Otk pnth=Dx (0 o 4 $)dt =
k=0 k! y=0 =0 t=0
V& AR oo Y —(A+s)t ik g (n+k—1)*
—'/ dF(y)/ e tdt/ e **F (x —y+t)dx
= Kk Jy=0 t=0 =0

(4.1.41)

Zauwazmy, ze

> 1
/ e_sz(”+k_1)*(x —y+ t)diL‘ _ _76—sz(n+k—1)*(l‘ —y+ t)
=0 z

L[ k-1 1 ¢
+ - e AR (1 gy 4 4) = 0 4 —e"We?
2 Ja=0 z

) [T e ) = e et ), (4142
=0

gdzie f(-) jest transformata Laplace’a-Stieltjesa dystrybuanty F'(-) wpro-
wadzona w Definicji 1.6. Poniewaz lim e ** = 0 oraz F(x —y+1t) = F([<
T— 00
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0))=0dlaz =01y >t, zatem (4.1.41) przyjmie nastepujaca ostateczna
postaé

N—n—1 )\k 00 y 1
Z T / dF(y) / 67(A+5)ttk*672y62tfn+k71(Z)dt _
k‘:() . y:O t=0 z
1 N-n—1 2k 0o y
=Y Sl / e~ dF(y) / e~OFs=2tgkgy  (4.1.43)
z k=0 k y:(] t=0

Transformata Laplace’a czwartego skladnika catkowego po prawej stronie
wzoru (4.1.3) przedstawia sie nastepujaco:

0 o0 o) oo (A)k
Z / efzzdx/ ef()\Jrs)tdt/ ( ') dF(y) _
k=N—n x=0 t=0 y:t k;

k  roo oo y
)\/ e_zzdx/ dF(y)/ e~ A F)tikqgy (4.1.44)
k! Ja=o y=0 t=0

W powyzszym sktadniku jedynym elementem zaleznym od zmiennej z jest
e~ ** wobec czego mozemy tutaj wykorzystaé obliczona w (4.1.18) wartos$¢
calki, otrzymujac w ten sposéb ostateczng postaé czwartego sktadnika

; Z k'/ dFy/ —OFs)tk gy, (4.1.45)
t=0

Definiujac teraz funkcje

Qk(S Z) déf lNiil Alfk+z—1(z)/ —zde( )/ —(A+s z)ttzdt
’ VA i—0 Z' y:O t=0
I & N oo y .

+- > 5 / dF(y) | e O otiqy, (4.1.46)
Zi=N—k v Jy=0 =0

mozemy zapisa¢ (4.1.3) w nastepujacej zwartej postaci

N—n—1 0o
Vi(s, z) = Z ar(8)Vpsk—1(s,2) + Z ak(s) + qn(s, 2),
k=0 k=N-—n

(4.1.47)
gdzie 1 <n < N.

Postepujac podobnie jak w Rozdziatach 2 i 3, zapiszemy wyznaczony uktad
réwnan dla transformat Laplace’a (4.1.34) i (4.1.47) w postaci umozliwiaja-
cej zastosowanie Twierdzenia 1.4. W tym celu dokonamy podstawienia

Tn(s,2) = VN_n(s, 2) (4.1.48)
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otrzymujac
R 1 N-1 R R 0o
Tn(s,z) = m [ 2 ri(8)TN—k(s,2) + To(s, 2) k;\, ri(s) + a(s, 2)
+ B(s,2) + (s, z)] (4.1.49)
R n—1 R R [e's)
Tn(s,2) = Z ar($)Ty—k+1(s,2) + T1(s, 2) Z ar(s) + gn-n(s,z) (4.1.50)
k=0 k=n

gdzie0 <n < N —1.
W kolejnym kroku skupiamy si¢ na réwnaniu (4.1.50) dokonujac naste-
pujacych jego przeksztalcen:

n—1 00
fn(sa Z) = Z ak(s)fn—k-‘rl(sa Z) + fl(sv Z)an(s) + fl(sv Z) Z ak(s)
k=0 k=n+1
+ qn-n(s,2)
Tn(s, 2) = > ar () Tp—py1(s, 2) + T1(s, 2) > ar(s) + qnn(s, 2)
k=0 k=n+1
Z ak(s)fn—k-ﬂ(sv Z) - fn(sa Z) = *f‘l (57 Z) Z ak(s) - Qan(Sa Z)
k=0 k=n-+1
n+1 R R R R o)
Z ak<3>Tnfk+1(Sa 2) - an+1(5)T0(87 Z) - Tn(37 Z) = _T1(87 Z) Z ak(s)
k=0 k=n+1
- Qan(S) Z)
n+1 R R R R o0
> an(8)Tnks1(s,2) = Tn(s, 2) = ang1(s)To(s,2) = Ti(s,2) Y ax(s)
k=0 k=n-+1
—qN-n(s,2) (4.1.51)

W sumie znajdujacej sie po lewej stronie réwnania (4.1.51) dokonamy pod-
stawienia k = k — 1, ktore pozwala nam dopasowaé granice sumowania do
zalozen Twierdzenia 1.4. Dla uproszczenia zapisu tutaj rowniez zrezygnu-
jemy z podkreslen. Otrzymujemy

Z akJrl(S),—fnfk(Sa Z) - fn(& Z) = an-‘rl(s)j\b(sv Z) - fl(& Z) Z CLk(S)
k=—1 k=n+1
— qN-n(s; 2). (4.1.52)
Definiujac
Un(5,2) D ani1()To(s,2) = Ti(s,2) S an(s) — an-n(s,2)  (4.1.53)
k=n+1
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réwnanie (4.1.52) otrzymuje nastepujaca zwarta postacé

n

Un(s,2) = Y app1(8)Thok(s,2) = Tu(s,2), 0<n<N-—1 (4.1.54)
k=-1

Wykonane przeksztalcenia umozliwiaja nam zastosowanie Twierdzenia 1.4,
zgodnie z ktérym dla okreslonych w (4.1.37) i (4.1.54) ciagéw (ay,) oraz (¢y,)
mozemy wyrazi¢ n-ty wyraz ciagu (fn) w sposOb rekurencyjny za pomocg
ciagu (R,,) okreslonego poprzez ciag (ay). Otrzymujemy wéwczas nastepu-
jacy wzor:
. n
To(s,2) = C(s,2) Rug1(s) + D Ru-i(s)¥r(s,2),  n>0.  (4.1.55)
k=0

Pozostalo nam wyprowadzenie formul dla funkcji fo(s,z), fl(s,z) wyste-
pujacych we wzorze (4.1.53) oraz zapisanie czynnika C(s, z) w postaci jaw-
nej. W celu wyznaczenia czynnika C(s, z) podstawimy n = 0 do réwnania
(4.1.55). Otrzymujemy

~ ~

To(s,z) =C(s,2)Ri(s) = C(s,z) =ao(s)To(s,2). (4.1.56)

Analogicznie wyznaczamy pierwsze wyrazy ciaggéw funkcyjnych okreslonych
réwnaniami (4.1.53) 1 (4.1.54) (dla n = 0)

o~

Yo(s, z) = a1(s)To(s, 2) — Ti(s, 2) Z ar(s) —qn(s,z) =
k=1

ao(s)T1(s, 2) + ar1(s)To(s, 2) — Ti(s,2) > ar(s) — an(s, 2) (4.1.57)
k=0
Yo(s,2) = ao(s)Ti(s, 2) + ai(s)To(s, 2) — To(s, 2). (4.1.58)

Poréwnujac (4.1.57) 1 (4.1.58) otrzymujemy
N R o
—To(s,z) = =T1(s,2) Z ax(s) — aqn (s, 2), (4.1.59)
k=0

ponadto korzystajac z faktu, ze f(s) = > 7= ar(s) réwnanie (4.1.59) prze-
ksztalcamy do postaci

~ ~

Ti(s,2) = f1(s)(To(s, 2) — qn (s, 2)). (4.1.60)
Jak widzimy, zaréwno funkcja 7} (s, z) jak i czynnik C(s,z) sa zalezne od

funkcji fo(s,z). Wyprowadzenie formuly na te funkcje jest ostatnim eta-
pem postepowania. Podstawiajac zaleznosci (4.1.53), (4.1.56) i (4.1.60) do
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réwnania (4.1.55), mamy

To(s,2) = ao(s)To(s, 2) Rut1(s) + > Rui(s) [ak+1(s)fo(s, z)
k=0

~

~To(s,2)f7H(s) Y ails) +an(s,2)f 7 (s) D ai(s)—QN—k(S’Z)]

i=k+1 i=k+1

= fO(Sy Z) [ n+1 + Z R,_ k {akJrl(S) - fﬁl(s) i al(s)}]

i=k+1
+ 3 Rui(s) {qN(s, D17 Ys) S ails) — av-i(s. z)]. (4.1.61)
k=0 i=k+1
Definiujac
0u(5) Y an(s)Rusa() + 30 Rur(){ana(s) = £715) X ailo)}
k=0 i=k+1
(4.1.62)
oraz
D, (s,z2) = Z R,—k(s) [qN(s, 2)f1(s) Z a;(s) — qn—k(s, z)] (4.1.63)
k=0 i=k+1
otrzymujemy nowa postaé (1.1.61)
Tn(s, 2) = To(s, 2)On(s) + Pp(s, 2). (4.1.64)
Wstawiajac zalezno$é (4.1.64) do réwnania (4.1.49), dostajemy
R R 1 N—-1
To(s,2)0n(s) + (s 2) = Dos,2) = Ty | 20 (o) [ @v-i(or2)
+To(s,2)On_i(s } (s,2) irk )+ (s, z) + B(s, z) + (s, z)]
k=
(4.1.65)

co pozwala nam na zapisanie Ty(s, z) w postaci jawnej

To(s, 2) =
kit Th(8)PN k(s 2) + s, 2) + B(s,2) +7(5,2) — x(5,2)(1 —g(A +5))

ON(s)(1—gA+3)) — o e(s)On_k(s) — 302, 7k(s)
(4.1.66)
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Wyprowadzone zaleznosci (4.1.64) i (4.1.66) w polaczeniu z odwrotnie zasto-
sowanym podstawieniem (4.1.48) pozwalaja nam na uzyskanie ostatecznej
postaci transformaty Laplace’a rozkladu opdznienia kolejkowania:

Vin(s,2) = Tn—n(s,2) = To(s, 2)ON—n(s) + Pn_p(s, 2) =

DPn_pn(s,2) + On_pn(s)x

Shiy () PN—k(5,2) + (s, 2) + (s, 2) +7(5,2) — Pn(s,2)(L — g(A +9))
On(s)(1 = g(A+9)) = T35 rr(s)On-k(s) — 32, i(s)

(4.1.67)
Otrzymany wynik sformutujemy w postaci nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 4.1. W modelu kolejkowym typu M/G/1/N z regulaminem
wielokrotnych okreséw przestoju podwdjna transformata Laplace’a rozkiadu
opoznienia kolejkowania wyraza sie nastepujgcym wzorem.:

V(s,2) = ®n_pn(5,2) + On_n(s)x

Z,]CV:? re(8)PN_k(s,2) + s, z) + B(s,2) +v(s,2) — Pn(s,2)(1 — g(A+ 5))

On(s)(1 —g(A+5)) — Toy 7r(s)On_k(5) — 0%, 7k (s) ’
(4.1.68)

gdzie ri(s), a(s, z), B(s, 2), V(s, z), Ok(s), Pi(s, z) zdefiniowano w (}.1.8),
(4.1.31), (4.1.32), (4.1.33), (4.1.62) i (4.1.63) odpowiednio.

4.2 Zltozony proces Poissona

Uog6lnimy teraz otrzymane w poprzednim podrozdziale wyniki rozwazajac
rozszerzony o grupowy naptyw pakietéw model kolejkowy typu M~ /G /1/N.
7 prawdopodobienstwem pj do systemu naplywaja grupy liczace k zgloszen
obstugiwalnych (bedacych w istocie pojedynczym zgloszeniem naplywaja-
cym) (D72, pr = 1), a ich naplyw jest okre$lony zlozonym procesem Pois-
sona o intensywnosci A. Obsltuga zgloszen odbywa sie zgodnie z regulaminem
FIFO, z rozkladem zadanym przez dystrybuante F'(-). Pojemnosé modelu
to N zgloszen — bufor o pojemnosci N — 1 zgloszen i jedno miejsce ,,zarezer-
wowane” dla zgloszenia aktualnie obstugiwanego. Okres zawieszenia obstugi
serwera sklada sie z wielu pojedynczych niezaleznych okreséw przestoju,
ktorych czas trwania jest zgodny z rozkladem zadanym dystrybuanta G(-).
Rozpoczyna sie on za kazdym razem, gdy w momencie zakoniczenia obstugi
zgltoszenia w buforze brakuje zgloszen oczekujacych.

Oznaczmy teraz przez Y (t) liczbe zgloszen obecnych w systemie w chwili
t, pozostawiajac to samo oznaczenie v(t) dla wirtualnego czasu oczekiwania
na obstuge dla zgloszenia naptywajacego do systemu w chwili ¢. Przy ta-
kich oznaczeniach rozklad opdznienia kolejkowania mozemy zdefiniowaé w
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nastepujacy sposob:
VX(t,x) =P{ot) <z|Y(0)=n}, >0t>00<n<N. (421)

Przyjmujac, iz w chwili startu (¢ = 0) w systemie nie ma jeszcze zadnych
zgloszen (n = 0), w momencie tym rozpoczyna sie okres zawieszenia ob-
stugi. W analogii wzgledem naszych poprzednich rozwazan ponownie zasto-
sujemy twierdzenie o prawdopodobienstwie calkowitym, otrzymujac naste-
pujacy wzor dla rozktadu opéznienia kolejkowania w przypadku systemu nie
zawierajacego zgloszen w poczatkowej chwili:

N-1 N—-k—-1 J

VX ( / dG™ (u / e Aydy[/_u {Zpk Z Zp

P +7: — y)]r

€—>\(u+v—y)Vk)_(‘_j(t —u—, x) + V]\)]((t —-—u—", m) Z Pk

N—-1 [e'e) i r

_|_

TVt —u—uv,z) Z D Z Zp re AU 40 —y)] e/\(““’y)}dG(v)
k=1 j=N—-kr=0

N— N—-k—-1 Jj r
/ { Zl Pk z_: Zi:pg*[/\(t ; ) e M PRI (2 g — v 4 1)
+ Z ey Y RO sen 57, ’“}dG(U)l

k=1  j=N—kr=0 k=N
M;}/ﬂ 0[ t—u—i—x)—G(t—u)]dGi*(u), (4.2.2)

gdzie pé-* okreélono w Definicji 1.5, natomiast F™*(-) i G**(-) sa, okreslonymi
w Definicji 1.4, i-krotnymi splotami Laplace’a-Stieltjesa dystrybuant F'(-)
oraz G(-), odpowiednio.

Prawa strona wzoru (4.2.2) jest suma siedmiu sktadnikéw. Powtérnie pierw-
szy element sumy odzwierciedla sytuacje, w ktorej okres zawieszenia obshtugi
zgloszen konczy sie przed chwilg t, a w buforze zakumulowanych zgtoszen jest
mniej niz wynosi pojemnos¢ bufora — implikacja takiej sytuacji jest podjecie
obstugi zgloszen w momencie v+ v < t. Drugi i trzeci sktadnik reprezentuja
przypadek, w ktorym w momencie zakonczenia okresu zawieszenia obshlugi
(co ma miejsce réwniez przed chwila t) bufor jest calkowicie wypelniony.
Poniewaz zapelnienie bufora powoduje utrate wszystkich nadchodzacych pa-
kietow w trakcie trwania tego stanu, zatem w momencie u+v < ¢, w ktérym
konczy sie okres zawieszenia obstugi, serwer rozpoczyna prace z dokladnie
N zgloszeniami zakumulowanymi w buforze. Czwarty sktadnik opisuje przy-
padek, w ktérym pierwsza grupa zgloszen pojawia sie przed chwila ¢, jednak
okres zawieszenia obstugi konczy sie po tej chwili, przy czym w chwili ¢ liczba
pakietéw zakumulowanych w buforze jest mniejsza niz N. Skladniki piaty i
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szOsty opisuja sytuacje analogiczna do sktadnika czwartego, w ktérej jednak
w chwili ¢ w systemie znajduje si¢ juz N zgloszen, zatem zgloszenie poja-
wiajace sie w tej chwili zostanie utracone (z prawdopodobienstwem 1 v(t)
jest réwne zeru, czyli mniejsze od dowolnego dodatniego ). Ostatni element
sumy jest identyczny z jego odpowiednikiem dla prostego procesu Poissona
(4.1.2). Dla przypomnienia, odpowiada on sytuacji, w ktérej pierwsze zglo-
szenie naplywa do serwera po chwili ¢, co z kolei ma swoje przetozenie na
czas oczekiwania na obstuge zgloszenia przychodzacego doktadnie w chwili
t. Czas ten jest krotszy od x wtedy i tylko wtedy, gdy pozostaty okres za-
wieszenia obstugi serwera u + v — t jest mniejszy od .

W celu wyprowadzenia réwnan dla rozkladu opdznienia kolejkowania w
systemie zawierajacym doktadnie n zgloszen (Y (0) = n) w momencie roz-
poczecia obstugi, przy czym 1 < n < N, powtérnie wykorzystamy fakt, iz
w modelu kolejkowym typu M*/G/1 momenty zakofczenia obstugi (czyli
chwile, w ktérych system opuszczaja kolejne obstugiwane zgloszenia) sa mo-
mentami Markowa [61]. Tym samym ponowne zastosowanie twierdzenia o
prawdopodobienstwie catkowitym wzgledem pierwszej chwili ukonczenia ob-
stugi, umozliwia nam wyprowadzenie nastepujacego uktadu réwnan catko-
wych:

X t [N e (AY)" oMY X
v (75,93):/ E Dk Vit —y,2) + VA_ (t —y,2)
Yy

=0

% Z Zpr* (Ay)" _/\y]dp(y)+/ Z Zp

00 [ank 7«
k=N-—nr=0

x PRI (g g4 8) 4 Z Z e ] F(y). (4.2.3)

k=N—-nr=0

Uklad (4.2.3) stanowi rozszerzenie ukladu (4.1.3) o mozliwo$¢ jedno-
czesnego napltywu grupy zgloszen do systemu, wyrazong przez czterokrotne
wystepowanie elementu sumy splotéw prawdopodobienstw ZT oPL". Opis
wystepujacych po prawej stronie réwnania (4.2.3) czterech sktadnikéw jest
analogiczny do opisu zawartego w podrozdziale 4.1, gdzie analizowali$émy
prosty proces Poissona, i z tej racji nie bedziemy go powiela¢ w tym miej-
scu.

W celu zachowania spdjnosci oznaczen, wzgledem tego przyjetego w
(4.1.4), wprowadzmy odrebne oznaczenie dla podwdjnej transformaty La-
place’a opdznienia kolejkowania w systemie z grupowym naplywem pakie-
tow:

VX(s,2) = / e_”dx/ e WX (t,x)dt, Re(s) > 0,Re(z) > 0,n > 0.
0 0
(4.2.4)

Kolejny juz raz proces uzyskania uktadu réwnan transformat Laplace’a
dla wzoréw (4.2.2) i (4.2.3), z uwagi na ich duza zlozonos¢, zostanie przez nas
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podzielony na rozpatrywane oddzielnie etapy, ktérych liczba jest uwarunko-
wana iloScig sktadnikéw w obydwu rozwazanych sumach (sze$é skladnikéw
w (4.2.2) 1 cztery sktadniki w (4.2.3)).

Transformata Laplace’a pierwszego skladnika calkowego po prawej stronie
wzoru (4.2.2) ma postaé

0o N—-1 () 0 t . t t—u NZk-1
Z pk/ efmdx/ e Stdt dGz*(u)/ )\ef)‘ydy/ Z
=0 k=1 z=0 t=0 u=0 Yy=u v=y—u ;2
! T3k [/\(U +v-— y)]r “Nutv—
X ij o e Aut y)Vk)ij(t —u—v,2)dG(v) (4.2.5)
r=0 :

Granice catkowania wystepujace w tym skladniku sg identyczne z grani-
cami wystepujacymi w pierwszym sktadniku (4.1.5) prostego procesu Pois-
sona, zatem stosujac takie same zamiany kolejnosci catkowania otrzymamy

Z Z Dk e_z”"dw/ e_()‘+5)“dGi*(u)/ dy/ e~ (Mts)v
. u y v=y—u

=0 =u

Artl — ) o0
» N u + y) dG(U) / efs(tfufv)vk)ij (t —u— v, x)dt.

r=0 r t=u+v

(4.2.6)

Jak widzimy réznice pomiedzy prostym oraz ztozonym procesem Poissona
sprowadzaja sie w swej istocie do uwzgledniania w pierwszym sktadniku
prawdopodobienstw grupowego naptywu pakietéw py, ich splotéw i zwiaza-
nych z ich indeksami granic sumowania. W konsekwencji metodologia pro-
wadzenia dalszych przeksztalcen powiela kroki z poprzedniego rozdziatu.
Najpierw w réwnaniu (4.2.6) dokonujemy podstawienia t =t —u — v i dla
uproszczenia zapisu przyjmujemy notacje nowych zmiennych z pominie-
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ciem podkreslen. Otrzymujemy

Z Dk / efzmdx/ ef()‘“)“dGi*(u)/ dy/ e~ (Mts)v
: =0 u=0 v

i=0 k=1 =0 y=u =y—u
J “+1 r 00
AT (utv—y) —sty X
X Zp;’ . dG(v) /t*O e Vit @)dt =
= ! -

»Z Z pk Z / 0 e_zxdx ~/t:0 e_Sth)—(i_j (t7 x>dt /u:O 6_()\+8)UdGZ* (u)

00 o) J r+1 _ r
« / dy/ e—()\+s)v p;* A (u +tv y) dG(’L)) _
y v

|
= r!

i / e—z:vdx/ —sth_H t x dtZ/ >\+s)udGz*( )
: =0 t —gJu= 0

oo \r+l u+v
X Zp;* / 2 e~ aG(v) / (u+v—y)dy (4.2.7)

v=0 T‘! Yy=u

W kolejnym kroku uwzgledniamy Definicje 1.6, ktéra w potaczeniu z ob-

liczong w (2.1.6) calka, oznaczeniem (4.2.4) i zaleznoscia (2.1.9) pozwala
nam zapisaé (4.2.7) jako

N-1 N—k-1 o
Zpk Z Vil (s,2)(1 = g(A +5)) Zp / 1 )
(4.2.8)
Definiujac
!
def e [ ()‘U) —(A+s)v
) gopl /v:o (r+1)1° dG(v) (4.2.9)

otrzymujemy nastepujaca ostateczna postaé¢ pierwszego sktadnika catko-
wego dla ztozonego procesu Poissona:

=

~1
(I—gA+3))”

||M

—k—
Z (s,2)r;(s). (4.2.10)

Transformata Laplace’a drugiego sktadnika catkowego po prawej stronie wzoru
(4.2.2) ma postaé
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t ) t
e Stdt / dG™ (u) / e Mdy
=0 u=0 y=u

X e_)‘(“"'”_y)}dG(v) = Z/ e_mdaz/
i—o J*=0 t

t—u N-1 0 J )\ _ T
o R (TEEE) SN I S A LR
v u k=1

=y =1 j=N—kr=0 r!
> 00 ) t . t t—u S
—l—Z/ e_”dac/ e_Stdt/ dG’*(u)/ e Mdy Z Dk
i—g Y x=0 t=0 u=0 y=u V=Y—U LN
X Vi (t —u — v, 2)dG(v) (4.2.11)

Prawa strone wzoru (4.2.11) podzielimy na dwa pomniejsze sktadniki. Pierw-
szy z nich ma postaé¢ zblizona do skladnika (4.2.5), a réznica pomiedzy
nimi sprowadza sie do odmiennej indeksacji sumy Z;"; ~N_p oraz indeksu
rozktadu opéznienia kolejkowania V. Tym samym, stosujac analogiczne
przeksztalcenia, otrzymujemy jego nowa forme:

_ —1 = ir X g re [ ()‘,U)T_H —(A+s)v
o) k=1 pkj:%:—k N (Syz)Z%pj /v:O (r+ 1)!6 TOdG(v)
N-—1 00
=(1—-g\+ s))*1 Dk | Z A]\);((s, 2)ri(s). (4.2.12)

Pozostal nam jeszcze do przeksztalcenia nastepujacy fragment drugiego
sktadnika:

o0

9] [e%9) t ) t t—u 0
> / e *du / e St / dG™ (u) / Ae™ My / > bk
i—o Y @=0 t=0 u=0 y=u v

0 Y=Y k=N
X VX (t —u —v,z)dG(v) =

© ] [e%S) t ) t—u
/ e*”daz/ e*Stdt/ dG" (u) / VX (t —u — v, 2)dG(v)
T 0 u=0 v

=0 t= =0

=0
S u+v

x> pk/ e~ Mdy (4.2.13)
k=N y

=u
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Uwzgledniajac obliczona w (2.2.7) calke, (4.2.13) przyjmie postaé

>3 nf

i=0k=N %
x e A {1 fe_M}dG(v) =

[e¢) t . t—u
_Z”"dx/ e_Stdt/ dG"* (u) Vi (t —u—v,z)
t=0 u=0 v=0

X > 0 00 ) ) t—u

> pk/ Z“”dx/ dGl*(u)/ e~ Stdt VX (t —u—wv,z)
i=0 k=N =0 u=0 t=u v=0

x e 1= e ] dG(v) =

i i Dk /OO “*dx /:_OO e G (u) /vioo {1 - eim} 4G (v)

i=0 k=N z=0

X e SV (t —u— v, x)dt =
t= u+v
> Z p [ e [T e ORaGw) [T e L- e ac(e)
i=0 k= =0 u=0 v=0
X / e Sty (¢ — v, x)dt (4.2.14)
t=u-+v

Powtérnie zastosujemy podstawienie t = t —u—v. Rezygnujac z podkreslen
w notacji nowych zmiennych, otrzymujemy

>yuf e

i=0 k=N r=

o0

zrdx/ 6—()\+s)udGi* (’LL) / e~V [1 . 6—)\1)] dG(U)
u=0 v=0

x/ e SV (t, x)dt = Z/ ~OF)ug G (u) > ok

t= i —0 k=N

x/ e s {]_—e_)‘v:|dG(U)/ e_zxdx/ e SR (t, x)dt.  (4.2.15)
v -0 t=0

=0
Powyzsza forma ulega dalszemu uproszczeniu dzigki wprowadzonemu ozna-
czeniu (4.2.1) oraz zaleznosci (2.1.9):

(1 =g\ + ) V(s 2) i Dk /OOO e % (1 — e*/\”)dG(v). (4.2.16)
k=N =

Korzystajac z Definicji 1.6 wyznaczymy ostatnia wystepujaca w (4.2.16)
catke

/:o . {1 _ e*A”}dG(v) _ /°° =G () — /UO_OO e~ Ot G (v)

=0 v=0
=g(s) —g(A+3), (4.2.17)
dzieki czemu uzyskujemy nastepujaca koncows postaé¢ podsktadnika:
g( )—9(A+s)5
VX 4.2.18
(A-i—S) N S z kz]:vpk ( )
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Ostatecznie sktadnik drugi mozemy zapisa¢ w nastepujacej postaci:

VNiA zpk S ri(s) +lg(s) — gAY pe |- (4.2.19)
+5) ; k=N

j=N—-k

Transformata Laplace’a trzeciego sktadnika catkowego po prawej stronie wzoru
(4.2.2) ma postaé

oo N—-1 00 0o t ] N N—k—1
Z pk/ e_zxdm/ e_Stdt/ dG’*(u)/ /\ydy/ Z
J LANE—y T N

X Z%p§ [(r!)]e At=y) pUtI)* (2 — 4 — v + £)dG (v) (4.2.20)

Granice catkowania wystepujace w tym skladniku sg identyczne z grani-
cami wystepujacymi w pierwszym skladniku (4.1.12) w przypadku prostego
procesu Poissona, wobec czego stosujemy taki sam schemat zmian kolejno-
$ci catkowania, otrzymujac

oo N—1 0o N—k—1 7 >\T+1 4
Z Z Dk dG** Zpr* dG(v (Ats)t gy
_ Tyl _
% k=1 u=0 j=0 r=0 : t=u
00 t
X / D (g — oy — v+ t)dl’/ (t—y)"dy (4.2.21)
=0 y=u

Nastepnie obliczamy dwie calki:

/yt (t —y)'dy = It : (4.2.22)

—u r+1

oraz

/ e PR (1 — 4y — v+ t)da = 1efz(“Jr”*t)ka(Z), (4.2.23)

=0 z

ktorej wyznaczenie jest analogiczne do caltki (4.1.12) posiadajacej jedynie
odmienny wzgledem (4.2.23) indeks splotu F*+1* Wystepujace w wyniku
f(2) oznacza transformate Laplace’a-Stieltjesa wprowadzona w Definicji
1.6.
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Kontynuujac (4.2.21) mozemy teraz zapisa¢ w nastepujacej formie

o~ N-1 N—k-1 j r+1 u+v
Z / dGz* / Z Zp >\ )/ 6—()\4-8)15
i=0 k=1 t=u
1 _ (t— u)”‘l
- —z(utv—t) pk+j _
X z 70 T+ 1 dt
1.2 N-1 —k—1 jJ )\T+1 "
- Gz* / : 7 e
Ziz%kﬂpk/_o Z Z]—Hl)f (2)e~*dG(v)
y u+v e—()\+5)tez(t—u) (t - u)r-l-ldt —
t=u
1N— 0 0o N—k—1 J
- i / 7(/\+s)udGz* / Z Zp ( )
Z =1 i=07u=0
u+v
e~ dG(v) / o= OF) (=) g2(t=u) (¢ _ )+ gy, (4.2.24)
t=u

Nastepnie w réownaniu (4.2.24) dokonamy podstawienia y = t — u oraz

skorzystamy z zaleznosci (2.1.9), doprowadzajac skladnik do ostatecznej
postaci

0o N—k—1 J )\rl

z2(1—g( )\—i-s Zpk/ Z Zp (r+1)! fkﬂ(z)eizvdG(v)

X/U e_()\-i-g)yezyyr—l—ldy:
y=0

)\7“+1 o0
(r+1)!

eTG()

N—-1 N—k—1
k+j
e
j=
X/ Oe_(’\+3_z)yyr+ldy. (4.2.25)
y:

Transformata Laplace’a czwartego skladnika catkowego po prawej stronie
wzoru (4.2.2) ma postaé

0 9] [e%S) t . t
Z/ e_zzdx/ e_Stdt/ dG"™(u) e~ ’\ydy/ Z Dk
i—o /x=0 t=0 u=0 Yy=u v=

t—u .y
<Y Z ” e MWaG(v) =
j=N—-kr=0

N—-1 [%S) [e'S) t . t © J
Zka/ e—zxdx/ e—()\—f—s)tdt dGz*(u>/ Z Zp;*
k=1  i=0"/*=0 =0 u=0 Y=U j=N—k =0

r+1 00
« Ar, (t - y)dy / dG(v) (4.2.26)

. v=t—u
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W powyzszym sktadniku jedynym elementem zaleznym od zmiennej z jest
e ** dzigki czemu mozemy ponownie skorzystaé z obliczonej w (4.1.18)
calki. Wowczas (1.2.26) przyjmuje postaé

- —(A+s) tdt t dGz* u t rd
Zka/ - ()/y ]%MZOP —y)"dy
X / Oj_ dG(v) (4.2.27)

W dalszym postepowaniu wzorujemy sie na schemacie zmian kolejnosci cal-
kowania, opisanym dla analogicznego skladnika (4.1.19) prostego procesu
Poissona, ktérego rezultatem jest

o0 J )\T-l-l o0 u+v
. Z Dk Z dGz* Z Z ' / dG(U) / 6—(>\+s)tdt
— i—0 Nk r— r. v=0 t=u

/_y y) dy. (4.2.28)

Kontynuujac nasze przeksztalcenia, najpierw uwzgledniamy obliczona w
(4.2.22) catke

1 N-1 00 00 J P 00 u+v — Ot
W Z dG z Z /v:OdG(v) /t:u ¢

k=1 = =N-—

yrt o () : AT
X (t —u) Lt = Zpkz/ G S S o
= j=N—-kr=0

X / dG(v) / e~ AT l=u) (p ) +lat, (4.2.29)

v=0 t=u

9) dokonujemy podstawienia y = t — u i
otrzymujac

/ dG(’U)/ e—(/\—i-s)yyr—i-ldy _
v=0 y=0

a nastepnie w réwnaniu (4.2
korzystamy z zaleznosci (2.1.

N—-1 [es)

2.99
9),

1 J

21— g\ +9)) PIFD DR

k=1  j=N—kr=0
o

1 Nl zj: ATt (M ts)y, 1 >
Dk p T / e Sy dy dG(v).
2(L—g(A+5)) = Py vl o (r+1)! v=y
(4.2.30)

W ostatnim kroku wykorzystujemy obliczona w (4.1.22) calke, uzyskujac
ostateczng postaé¢ sktadnika

Z rerPEy Zpk > Zp /OO e~ OHIy (1 - Gly))dy.

j=N—-kr=0 =

(4.2.31)
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Transformata Laplace’a pigtego sktadnika catkowego po prawej stronie wzoru
(4.2.2) przyjmuje postaé

o [e's) ) t . t
> / e *dx / e *tdt / dG™ (u) / e Mdy / Z pedG (v
i=0 =0 t=0 u=0 V=

t—u k=N

(4.2.32)

7 wtlasnosci dystrybuanty wynika, ze
/ dG(v) = G(jo0]) — Gt —u) = 1 — G(t — ). (4.2.33)

v=t—u
Poniewaz
. ¢
/ e Ndy = —e N s (4.2.34)
y=u

y=u

zapisujemy sktadnik (4.2.32) w nowej postaci

kivp Z/ e [" e tar [1 (1= G- w) e - a6 w) =

Z P Z/ _Z“”dx/ dG™ (u / e (1= Gt —w))(e ™ — e M)dt =
i =0 t=u
S [T e [T 0G0 6l )
=0 t=u
% (e—)\u _ —)\t dt Z ka/ —()\—f—s)udGi*(u)/ e~ do
-0 =0

=0
x /oo (7051 = Gt — ) — "M (1 = Gt — )| dt - (4.2.35)
t

=u
W powyzszym sktadniku jedynym elementem zaleznym od zmiennej x jest
e~ **  dzieki czemu mozemy ponownie skorzystaé z obliczonej w (4.1.18)
calki. Obliczymy takze dwie nastepujace caltki:

/too e~ WS (1 — Gt — w))dt = ’y =t— u‘ = /yooo e V(1 - G(y))dy =

=u

/ e Ydy — / e YVG(y)dy = ——e= Y — l— —e YG(y) +
y=0 y=0 5 y=0 5 y=0

1 fo 1 1 1-—

f/ esde(y)] =0+-——g(s) = 1=9(s) (4.2.36)

s Jy=o s s s
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oraz

/ e~ QW (1 — Gt — ))dt = \y =t- “’ = / eI (1 - G(y))dy

y=0

1
_ (/\-i-s P / —(A+s) yG dy = — —(A+s)y
/y y— (y)dy = —5——e

Yy—00

y=0
y—00

o
—(A+s)yg —
[ Xts . +/y=0)\+56 G(y)] 0+
y:

1 % 1 A+s5) 1—gX+s)
o~ (AFs)y _9 —
)\+s_/y dGly) = A+ s A+s A+ s (4:2.37)

1
A+ s

—(>\+s)yG( )

gdzie g(s) i g(A+ s) oznaczaja transformaty Laplace’a-Stieltjesa dystrybu-
anty G (Definicja 1.6) dla argumentéw s oraz A+ s, odpowiednio. Ponownie
skorzystamy z zaleznosci (2.1.9), przeksztalcajac (4.2.35) w ostateczna po-
sta¢ sktadnika

1 )1[1—89(3)_ )\‘1‘8]2 o (42.38)

—gA+s)2 A+s

Transformata Laplace’a szostego skladnika catkowego po prawej stronie wzoru
(4.2.2) ma postac

Z/x , ’Zxdx/t , e StemMdt /u:O [G(t —u+zx)—G(t— u)} dG™ (u)
(4.2.39)

Skladnik ten oraz skiadnik piaty wzoru (4.1.2) opisany w (4.1.24) sa iden-
tyczne. Ostateczna forma tegoz sktadnika zostala wyprowadzona w (4.1.30)
1 prezentuje sie nastepujaco

9(2) —9(A +9)

. 4.2.40
zA+s—2)(1—g(A+5)) ( )
Definiujac teraz funkcje
PNl Nkl j AL oo
ST X PO oy [ eaee)
=0 = | (r 1 o
></ e~ OFs=2)yyrtl gy (4.2.41)
y=0
N-1 oo j r+1
def 1 L AT /°° —(ts)y 1
ef = T y™ (1 - G(y))d
Bls,2) = - pklz > v S y (v))dy,

(4.2.42)
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def 119(2) =g\ +5) & 1—g(s) 1-g(\+s)
/Y(S?Z)_; Ats—z +k§]:vpk< s A+s )1’

(4.2.43)

oraz

o(s) ™ ,Z;V p’“w , (4.2.44)

mozemy polaczy¢ teraz wyznaczone pieé skltadnikéw podwodjnej transfor-
maty Laplace’a opdZnienia kolejkowania i zapisaé¢ wzor (4.1.2) w , jezyku”
podwdjnej transformaty w nastepujacej ujednoliconej postaci:

R 1 -1 N-k-1 N-1
VOX(&Z):— Zpk Z )Vk+](3 Z)+VN 8,z Zpk
(1—g(A+5s)) o =1

X Z r;(s) + V¥ (s, 2)e(s) + afs, 2) + B(s, 2) + (s, 2) |- (4.2.45)
=N

j=N—k

Transformata Laplace’a pierwszego skladnika calkowego po prawej stronie
wzoru (4.2.3) przyjmuje postaé

1

N—n—
>
k=0

(4.2.46)

Sktadnik ten oraz pierwszy sktadnik (4.1.35) wzoru (4.1.2) r6znig sie o
element sumy ZT o Pi", odpowiadajacy za uwzglednienie grupowego na-
plywu zgloszen do systemu, oraz wynikajace z niego indeksowanie utamka

(’\T) Stosujac analogiczne przeksztalcenia doprowadzamy ten skiadnik do
postaci
N—n—1 k
)" o) o)
Z ZP / e~ el ( y') dF(y)/ efmdx/ eVl oy (@)t
0 T CC:O t:()
(4.2.47)
Definiujac
k o )
ar(s) 2 S pp / e_(’\+5)y(ﬁ/')dF(y) (4.2.48)
r=0 y= :

wraz z jednoczesnym zastosowaniem wprowadzonego oznaczenia (4.2.4)
otrzymamy ostateczna postaé tego sktadnika

N—n—1
Z ak(s)f/,fik_l(s, z). (4.2.49)
k=0
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4. Rozktad opéznienia kolejkowania

Transformata Laplace’a drugiego sktadnika catkowego po prawej stronie wzoru
(4.2.3) wyglada nastepujaco

b - > ' (Ay)"
> ZPZ*/ e_zxd:v/ e_Stdt/ e~ Vi (t —y,2)dF (y)
k=N-nr=0 z=0 t=0 y=0 7!
(4.2.50)
Skladnik ten rézni si¢ od poprzedniego jedynie indeksami sumy > 72 n_,,

oraz V]\),(_l, tym samym, stosujac analogiczne przeksztalcenia jak dla sktad-
nika pierwszego, otrzymamy ostateczna jego postac:

Viti(s,2) > ak(s). (4.2.51)
k=N-—n

Transformata Laplace’a trzeciego sktadnika catkowego po prawej stronie wzoru
(4.2.3) ma postac

SN etde / e~ )t gy / O pntktre(y — y 4 1)dF(y) =
o =0 =0 t=0 y=t rl
N—n—1 r 00 ] Y
> 2P / e dy; / dF (y) / em WEtyr Ptk e (g — gy 4 1) dt =
=0 1—0 - Jx=0 y=0 t=0
N—n—1 N 00 60 Y
DRI / dF(y) / —— / R e S AL
N—-n—1

k r o0 Y o0
> / dF (y) / ety / e FRIY (g —y 4 ) de
Y t=0

=0

(4.2.52)

Uwzgledniajac obliczona w (4.1.42) calke przeksztalcimy (4.2.52) do na-
stepujacej ostatecznej postaci:

N—-n—1 k AT oo Yy 1
DOEDIF / dF (y) / em AHoltyr —em et kel ()t =
=0 r—0 T y:O t=0 z
1anfl A o1 00 Y A ¢
SN S ) [ emarg) [1 e O (1259

Transformata Laplace’a czwartego skladnika catkowego po prawej stronie
wzoru (4.2.3) wyglada nastepujaco:
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k=N—-nr=0 =0 t=

T o0 o0 Y
E E PZ*)\'/ e_”da:/ dF(y)/ e~ (A Fs)tyr gy (4.2.54)
k=N-nr=0 ' /=0 y=0 t=0

> 3 7 e

67(/\+S)tdt/ ()‘t') dF(y) _
0 y=t T

W powyzszym sktadniku ponownie mamy do czynienia z sytuacja w ktérej
jedynym elementem zaleznym od zmiennej = jest e~ **. Fakt ten uprawnia
nas do skorzystania z wyliczonej w (1.1.18) wartosci calki, dzieki czemu
otrzymujemy nastepujaca ostateczna postaé czwartego sktadnika:

1 k
= Z / dF (y / —A gy, (4.2.55)
B evalieur =0
Definiujac funkcje
dgeg 1V k AT [ Y
wls2) ™SS s [ emarty) [T et tvar
z =0 r—0 T Jy=0 t=0
(4.2.56)
def 1 & k A" [0 Y
ms2) Y2 S St [ drg) / O g (4.2.57)
Z p=N—ir=0 " Jy=0 t=0

mozemy zapisaé lacznie wyznaczone cztery skladniki podwdéjnej transfor-
maty Laplace’a rozkladu opdznienia kolejkowania, przeksztalcajac (4.2.3)
do postaci

~

V. X(s,2) = Z ar(s )Vn)—(i-k 1(5,2) + VA4 (s, 2) Z ar(s) + qn(s, 2)
k=0 k=N—

+ 1 (s, 2), (4.2.58)

n

gdzie 1 <n < N.

W wyznaczonym ukladzie réwnan dla transformat Laplace’a (4.2.45) i (4.2.58)
dokonamy podstawienia, ktére umozliwi nam zapisanie rozwazanego ukladu
w postaci umozliwiajacej zastosowanie Twierdzenia 1.4. Przyjmiemy naste-
pujace oznaczenie uwzgledniajace w swoim zapisie grupowy napltyw zgloszen
w rozwazanym modelu kolejkowym:

TX(s,2) = Vi, (s,2) (4.2.59)
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Otrzymujemy uktad

1 1

N—k—
pk Z ()TN —p— (8 2) + 15 (s, 2)
7=0

~

N—
T (02) = 15

N-—1
XD P
k=1

Z ri(s) + ZA’OX(S, 2)e(s) + als, z) + (s, 2) + (s, 2) |,
=N

j=N—k
(4.2.60)
R n—1 N N 00
T (s,2) = D aw(s) T g (5, 2) + 11 (5,2) ) an(s) + an—n(s, 2)
k=0 k=n
+ nN-_n($, 2) (4.2.61)

gdzie 0 < n < N —1. W oczywisty sposéb otrzymany uktad jest podobny do
uktadu (4.1.49) (4.1.50) i rézni sie od niego nieco wigksza liczba sum i skla-
dowych w réwnaniach. Tym samym metodologia dalszego postepowania jest
analogiczna do tej zastosowanej w Rozdziale 4.1, w ktorym rozwazany jest
prosty proces Poissona opisujacy ruch wejsciowy zgloszen. Najpierw skupimy
sie na réwnaniu (4.1.50), dokonujac nastepujacych jego przeksztalcen:

[e.e]

TX(5.2) = 3" ay(&) T o (5.2) + T (5 Dans) + T (52) 3 (o)
k=0 k=n+1

+gn— n( ) + N ( )

Yo an($) T (s,2) = T (s,2) = =11 (5,2) D ar(s) = av—n(s, 2)

k=0 k=n+1

- nN*TL(Sv Z)

n+1 R R N R )

Z ak(S)TTiik+l(87 Z) - Trf((sa Z) = an-i—l(S)TOX(S) Z) - TIX(S7 Z) Z ak(S)

k=0 k=n+1

— qN—n(8,2) = N=n(s, 2) (4.2.62)

Nastepnie w sumie znajdujacej sie po lewej stronie réwnania (4.2.62) do-
konujemy podstawienia £ = k — 1 i wtérnie, celem uproszczenia zapisu,
rezygnujemy z podkreslen w nowej zmiennej indeksujacej

n [e.e]

Z aps1 ()T 1 (5,2) — TX (8, 2) = ana1(s)T5 (s, 2) — T (s, 2) Z ak(s)
k=-1 k=n+1
- QN—n(Sa Z) - nN—n(Sv Z)‘ (4263)
Definiujac
de =~ =~ =
wn(sa Z) :f an+1(S)TO(S, Z) - T1(37 Z) Z ak(S) - qN—n(Sa Z) - 77N—n(87 Z)
k=n+1
(4.2.64)
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réwnanie (4.2.63) przeksztalcimy do postaci

Z aps1 ()T 4 (s, 2) — TX (s, 2), 0<n<N-1. (4.2.65)
k=-1

Tym samym otrzymaliSmy wystepujace w zalozeniach Twierdzenia 1.4, a
zdefiniowane w (4.2.48) i (4 2.65), ciagi (an) oraz (1,) umozliwiajace nam
wyrazenie n-tego wyrazu T-X w sposob rekurencyjny poprzez wyrazy ciagu
(R,) w nastepujacej formie:

fri((sﬂ Z) = 0(57 Z)Rn-‘rl(s) + Z Rn—k(s)¢k(sa Z)a n > 0. (4266)

Ostatnimi niejawnymi elementami sg funkcje fo(s, 2), fl(s, z) wystepujace
we wzorze (4.2.64) oraz czynnik C(s, z). W celu wyznaczenia czynnika C(s, z),
podstawimy n = 0 do réwnania (4.2.66):

T (s,2) = C(s,2)Ri(s) = C(s,2) =ao(s)Tg (s, 2). (4.2.67)
Podstawiajac n = 0 do (4.2.64), otrzymujemy

~

o(s,z) = al(s)TOX(s, z) — fIX(s, 2)

R

ar(s) = qn(s,2) =N (s, 2) =

k=1 N
ao(8)TiX (s, 2) + a1 (s)T5 (s, 2) Z ar(s) —an(s, z) —nn(s, z).
= (4.2.68)
Podobnie, dla n = 0 (4.2.65) przyjmuje postaé
Yol(s, 2) = ag(s)T (s, 2) + a1(s)T5< (s, 2) — T (s, 2). (4.2.69)
Poréwnujac teraz prawe strony (4.2.68) i (4.2.69), mamy
—fOX(s, 2) = =T (s, 2) Zak ) —qn(s,2) — N (s, 2). (4.2.70)
Poniewaz f(s) = Y72 ax(s), zatem (4.2.70) przyjmie postaé
Ti(s,2) = [f()) 7T (5, 2) — an(s,2) = (s, 2)). (4.2.71)

Pozostala nam do wyprowadzenia formuta na ostatnia niejawna funkcje
To(s, z). Najpierw podstawiamy zaleznosci (4.2.64), (4.2.67) 1 (4.2.71) do
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réwnania (4.2.66), otrzymujac

TX(s,2) = ao(8)T (5, 2) Ruga(s) + 3 Rui(s) [am(s)ﬁ)x (s.2)
k=0
~ T (s )T Y als) + (awls,2) +aw(s, ) [FE1 YD ails)
i=k+1 i=k+1
— an—k(5,2) = nv—k(s,2)| = T5 (s, 2) [ao(s)RnH(S) + Rnk(s){@k+1(8)
k=0
NG YRIC) | ED SL I (S EEMEE)
i=k+1
X Z a;(s) — qn—k(s, z) — 77N—k(572)} (4.2.72)
i=k+1
Definiujac
0u(5) ™ ao(9)Rusr(9) + 3 Rurl){ansn(s) - 1617 Y ails)}
k=0 i=k+1
(4.2.73)
Ba(s2) D Y Rocals)](an(s2) +nn(s,2)) F6)T Y ails)
k=0 i=k+1
—qN-k(8,2) — N-k(s, 2)} (4.2.74)
przeksztalcamy (4.2.72) do nowej, zwiezlej postaci
TX(s,2) = T5< (s, 2)On(s) + Bn(s, 2). (4.2.75)

Nastepnie do réwnania (4.2.60) wstawiamy wyprowadzona zaleznos¢ (4.2.75),
otrzymujac

. R N-1 N—k-1
TOX(S, 2)OnN(s) + Pn(s,2) = T]%((s, z) = )\ n s) Dk Z r;(s)
k=1 Jj=0
N-—1 00
X [@N,k,j(s,z) + fOX(s,z)GN,k,j(s)} + fo)((s,z) Z Dk Z r;(s)
k=1  j=N—k
+ T (s, 2)e(s) + als, z) + B(s, 2) + (s, z)] . (4.2.76)

Dla ulatwienia zapisu wprowadzmy jeszcze dwie funkcje pomocnicze

X(8,2) =a(s,z) + B(s,z) + (s, 2) (4.2.77)
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T(s) =0On(s)(1 —g(A+9)) (4.2.78)
Z réwnania (4.2.76) wyznaczamy
) =
SRy ok T ()P ki (5, 2) 4+ X(5,2) — D (s, 2) (1 — g(A+ 5))

Y(s) = Sy pe iy ri(9)ON-k—j(5) = Ty pr 5N g () — els)
(4.2.79)

Wyprowadzone zaleznosci (4.2.75) 1 (4.2.79) w polaczeniu z odwrotnie za-
stosowanym podstawieniem (4.2.59) umozliwiaja nam uzyskanie ostatecznej
postaci transformaty Laplace’a rozkltadu opdznienia kolejkowania. Otrzy-
many wynik sformulujemy w postaci twierdzenia:

Twierdzenie 4.2. W modelu kolejkowym typu M~ /G/1/N z regulaminem
wielokrotnych okreséw przestoju transformata Laplace’a rozkiadu warunko-
wego opoznienia kolejkowania wyraza sie nastepujgcym wzorem:

VX (s,2) = By_ n(s,z) + On_n(s)x

PO ka Yri() Nk (s,2) + x(5,2) — PN (s,2)(1 — g(A + 5))
Y(s) = Sasy o iy ri(9)Onh—j(s) — ShL e g i(s) — e(s)”
(4.2.80)

gdzie ri.(s), x(s,2), als, 2), B(s,2), 7(s, 2), Ok(s), Pr(s,z), T(s) zdefinio-
wano w (1.2.9), (J.2.77), (J-2.41), (J-2.42), (J-2.43), (4-2.73), (}-2.7}) i
(4.2.78) odpowiednio.

4.3 Analiza numeryczna.

Przeprowadzenie obliczen numerycznych kolejny juz raz rodzi potrzebe za-
stosowania algorytmu odwracania transformaty Laplace’a. W celu otrzy-
mania rozkladu opdznienia kolejkowania nalezaloby zastosowaé algorytm
umozliwiajacy odwrécenie podwéjnej transformaty Laplace’a (przyktadowy
algorytm zostal opisany m. in. w pracach [25] i [30]). Z oczywistych wzgle-
dow taki proces jest bardziej ztozony obliczeniowo od algorytmu odwraca-
nia pojedynczej transformaty, a kazdy algorytm realizujacy te operacje be-
dzie generowal wiecej btedow natury obliczeniowej majacych bezposrednie
przetozenie na doktadnos$é¢ otrzymanego rozkladu opdznienia kolejkowania
(btedy przytoczonej metody zwiazane sa z przyblizonym calkowaniem, za-
okragleniami oraz sumowaniem szeregéw przy pomocy sumy Eulera). Skom-
plikowana posta¢ wyprowadzonych w Twierdzeniach 4.1 i 4.2 transformat
ma bezposrednie przetozenie na efektywnos¢ ich odwracania. Z tych wzgle-
dow w dalszych rozwazaniach ograniczymy sie do problemu wyznaczenia
rozktadu sredniej wartosci opéznienia kolejkowania w stanie nieustalonym
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(tzn. w dowolnej chwili ¢) w zaleznosci od przyjetych w poszczegdlnych eks-
perymentach parametrow poczatkowych. Pierwszym krokiem jest uzyskanie
postaci transformaty Laplace’a wartosci oczekiwanej opdznienia kolejkowego
(w literaturze nazywanej tez wartoscia srednia opdznienia kolejkowania) na
bazie wyprowadzonych w poprzednich podrozdziatach transformat. Wyko-
rzystujac podejscie przedstawione w [24], zauwazmy, zZe

Buj, (s,2) = —%[z VX (s,2)] -
_ a% E / :OO e dr /t : ¢ P {u(t) < al Y (0) = n}t] =
o[ [ et [T e ute) < aly 0) = )] T
-2 [ ear [© (,fx( - ie—w)P{v@) < 2|Y(0) = n}dw] -
_ a% z /t: e—stdt< - %e‘”P{v(t) < 2|V (0) = n} :OO
- /: —%e‘”dP{v(t) < 2|V (0) = n}) -
- a% [z /t : e~ stdt /m :) %e‘”dP{v(t) <z|Y(0) = n}] B =
- a% [ /t: et / : e~ dP{u(t) < 2[Y(0) = n}] -
<— /:; e~ tdt /:o %e_zde{v(t) <z|Y(0) = "}> B =
( - /t OZ e / °°0 _ze P {u(t) < |V (0) = n}> -
/:) et /:00 2dP{o(t) < 2|V (0) = n} —
/t OZ B {o(0)[Y(0) = n}dt (4.3.1)

W naszych dalszych rozwazaniach ograniczymy sie do ztozonego procesu Po-
issona, stanowiacego bardziej kompleksowe podejécie do zagadnienia kolej-
kowania pakietow. W celu otrzymania wartosci sredniej op6znienia kolejko-
wania w funkcji czasu wplywu zgloszenia t, do wyprowadzonej transformaty
(4.3.1) zastosujemy algorytm Gavera-Stehfesta.
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We wszystkich zaprezentowanych w dalszej czesci rozdziatu przyktadach
pojemnos$¢ modelu okreslona litera N wynosi 7 pakietéw, zatem bufor aku-
mulujacy zgloszenia moze zgromadzi¢ do szesciu pakietéw w trakcie gdy je-
den pakiet jest obstugiwany. Dystrybuanta G(-), oznaczajaca dlugosé trwa-
nia pojedynczego okresu zawieszenia obstugi, ponownie jest dystrybuanta
rozkladu Erlanga drugiego rzedu postaci (2.3.4). Podstawowsa jednostka ob-
jetosci pakietéw v powtdrnie bedzie wartosé 100 B, co w polaczeniu z za-
prezentowanym w Przykladzie 1 modelowaniem Sredniego rozmiaru pakietu
skutkuje powieleniem przyjetego wczesniej rozumowania, zgodnie z ktérym
pojedyncze zgloszenie naptywajace o rozmiarze j - 100 B traktujemy jako
grupe o licznosci j pakietéw/zgloszen (obstugiwalnych). Rozktad prawdopo-
dobienstwa czasu obstugi zgloszen jest rozkladem wyktadniczym o dystry-
buancie postaci

Ft)=(1—e"), t>0, (4.3.2)

gdzie parametr u bedzie okreslony indywidualnie dla wszystkich wykonanych
w niniejszym rozdziale badan.

4.3.1 Badanie wplywu zmian czasu obslugi zgtoszen w zlo-
zonym procesie Poissona

Pierwsze trzy eksperymenty umozliwig nam przeanalizowanie wplywu zmian
czasu obstugi zgloszen na rozklad sredniego opdznienia kolejkowania (4.3.1).
Rozwazymy trzy scenariusze, w ktérych parametr p dystrybuanty (4.3.2)
reprezentujacy intensywnosé¢ obstugi zgloszen przyjmuje wartosci p € {480,
600, 800} pakietéow /s, co odpowiada predkosciom przetwarzania danych rzedu
640, 480 i 384 kb/s. Intensywno$¢ naptywu zgloszen do systemu jest stala i
wynosi A = 600 pakietéw /s, tym samym uzyskujemy obciazenie systemu na
poziomie p € {0.75;1;1.25} wzgledem poszczegdlnych intensywnosci obstugi
pakietow. Pozostalymi parametrami poczatkowymi sa: odwrotnosé parame-
tru skali £ = 1000 (wéwcezas pojedynczy okres przestoju wynosi Srednio
tp = 0.002 s), éredni rozmiar grupy € = 1.75 oraz ciag prawdopodobienstw
(pr) = {0.5,0.25,0.25,0, ...}, wobec czego otrzymujemy $rednie zapelnienie
systemu na poziomie x; € {1.3125;1.75;2.1875} wzgledem poszczegdlnych
intensywnoéci obstugi pakietéw. Kazdy z eksperymentéw ma przyporzad-
kowany indywidualnie parametr n poczatkowej liczby zgloszen obecnych w
systemie, ktérego wartoéci wynosza 0, 4 oraz 7 pakietéw. Rysunki 4.1, 4.2
oraz 4.3 prezentuja otrzymane wyniki obliczeni numerycznych.

Pierwszym wnioskiem wynikajacym z analizy wykresow jest fakt, ze sred-
nie opdznienie kolejkowania dos$é szybko maleje wraz z uplywem czasu (a
tym samym zblizaniem sie do stanu ustalonego). Widoczne réznice w na-
chyleniu i ksztalcie wykreséw $redniego opdznienia sa skorelowane z inten-
sywnoscia obstugi — im wigcej pakietéw w ciggu sekundy mozemy obstuzy¢,
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Rysunek 4.1: Wplyw zmian intensywnosci obstugi zgloszen p na wartosé
sredniego opdznienia kolejkowania E{v(t)|Y (0) = 0} dla A = 600 pakieté-
w/s.
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Rysunek 4.2: Wplyw zmian intensywnosci obstugi zgloszen p na wartosé
sredniego opdznienia kolejkowania E{v(t)|Y (0) = 4} dla A = 600 pakieté-
w/s.
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Rysunek 4.3: Wplyw zmian intensywnosci obstugi zgloszen p na wartosé
sredniego opdznienia kolejkowania E{v(t)|Y (0) = 7} dla A = 600 pakieté-
w/s.

tym wolniej wartos¢ sredniego opdznienia maleje, jednoczeénie osiggajac niz-
sza warto$¢ maksymalng opdzZnienia. Spadek wartosci $redniego op6znienia
jest bezpoérednio zwigzany z utrata pakietow. Wplywa na to wspomniany
w opisach réwnan (4.1.2) i (4.2.2) fakt przyjecia zalozenia, ze czas ocze-
kiwania na obstuge pakietu utraconego wynosi v(t) = 0. Rezultatem ana-
lizy wartosci oczekiwanej opdznienia kolejkowego jest wzrastajace wraz z
uplywem czasu prawdopodobienstwo utraty kolejnych pakietéw, obnizajace
wartos¢ Sredniego opdznienia — wszak analizujemy tutaj wysokie obciaze-
nia systemu na poziomach o € {0.75;1;1.25}, ktére przekladaja sie na duze
$rednie zapelnienie systemu na poziomach r, € {1.3125;1.75;2.1875}. Wi-
dzimy takze, ze poczatkowa liczba pakietow obecnych w systemie wplywa
na wartos¢ maksymalnego Sredniego opdznienia oraz w mniejszym stopniu
takze na tempo dazenia $redniego opdznienia do wartosci osigganej w stanie
ustalonym. Charakter prezentowanych wykreséw jest rowniez konsekwen-
cja przyjetej wartodci pojemnosci systemu N = 7, wobec ktérej mozliwosé
grupowego naptywu do trzech zgloszen réownocze$nie skutkuje stosunkowo
wysoka szansa na przepelnienie bufora kolejkujacego pakiety.
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4.3.2 Badanie wplywu zmian intensywnos$ci naptywu zgto-
szen w zlozonym procesie Poissona

Kolejne trzy eksperymenty umozliwig nam przeanalizowanie zmian $redniego
op6Znienia kolejkowania (4.3.1) w zaleznosci od wartosci intensywnosci na-
plywu pakietow. Rozwazymy powtérnie trzy scenariusze, w ktérych para-
metr A\ odpowiadajacy za intensywnos$é naptywu zgloszen przyjmuje warto-
Sci A € {375, 500,625} pakietéw/s, co odpowiada predkosciom przetwarzania
danych rzedu 300, 400 i 500 kb/s. Intensywno$¢ obstugi zgloszen jest stala
i wynosi p = 500 pakietéw /s, tym samym uzyskujemy obciazenie systemu
na poziomie o € {0.75;1;1.25} wzgledem poszczegdlnych intensywnosci na-
plywu pakietéw. Pozostale parametry poczatkowe sg identyczne z przyje-
tymi w poprzednich eksperymentach: odwrotnoéé parametru skali & = 1000
(wowczas pojedynczy okres przestoju wynosi érednio ¢, = 0.002 s), $redni
rozmiar grupy £ = 1.75 oraz ciag prawdopodobienstw (pg) = {0.5,0.25,
0.25,0, ...}, wobec czego otrzymujemy Srednie zapelnienie systemu na pozio-
mie kp € {1.3125;1.75;2.1875} wzgledem poszczegdlnych intensywnosci na-
plywu pakietéow. Kazdy z eksperymentéw, ktérych wyniki zaprezentowano
na Rysunkach 4.4, 4.5 oraz 4.6, ma przyporzadkowany indywidualnie para-
metr n poczatkowej liczby zgloszen obecnych w systemie: 0, 4 lub 7 pakietéw.
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Rysunek 4.4: Wplyw zmian intensywnosci naptywu zgloszen A na wartosé
sredniego opdznienia kolejkowania E{v(t)|Y (0) = 0} dla u = 500 pakieté-
w/s.

Charakter widocznych na wykresach zmian omdéwimy odnoszac sie raz
jeszcze do eksperymentéw zaprezentowanych w podrozdziale 4.3.1 oraz roz-
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Rysunek 4.5: Wplyw zmian intensywnosci naptywu zgloszenn A na wartosé
sredniego opdznienia kolejkowania E{v(t)|Y (0) = 4} dla u = 500 pakieté-
w/s.
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Rysunek 4.6: Wplyw zmian intensywnosci naplywu zgloszen A na warto$é
$redniego opdznienia kolejkowania E{v(t)|Y (0) = 7} dla u = 500 pakieté-
w/s.
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patrujac kilka wybranych kwestii:

e w obecnych eksperymentach ponownie rozpatrujemy obcigzenia sys-
temu na poziomach p € {0.75;1;1.25}, jednakze tym razem inten-
sywnosci naptywu i obstugi pakietéw sa relatywnie nizsze wzgledem
przyjetych w poprzednich eksperymentach, co ma swoje przetozenie
na nieco mniejsze prawdopodobienstwo wystepowania przepelnien bu-
fora w przyjetej skali czasu;

e ponownie obserwujemy znaczgca korelacje pomiedzy prawdopodobien-
stwem utraty pakietow a malejaca wartoscig éredniego op6znienia ko-
lejkowania wraz z uplywem czasu;

e ustalona intensywnos¢ obstugi pakietéw ma przetozenie na maksy-
malng mozliwa warto$¢ sredniego opdznienia kolejkowania — w ana-
lizowanym przyktadzie jest ona malto wrazliwa na zmieniajace si¢ in-
tensywnosci naplywu zgloszen (Rysunki 4.4, 4.5). Wyjatkiem jest Ry-
sunek 4.6, w ktorym system startuje z przepetnionym buforem, tym
samym bardziej intensywny napltyw pakietow przeklada sie na zwigk-
szenie iloéci traconych pakietéw, zarazem wplywajac na zanizanie war-
tosci $redniego opdznienia;

e tempo osiagania przez system stanu réwnowagi (a tym samym stalej
wartosci §redniego opéznienia réwnej tej osiaganej w stanie ustalonym)
jest w analizowanym modelu stabo zalezne od poczatkowej liczby zaku-
mulowanych w buforze pakietéw. Calosé réznic pomiedzy rozktadami,
ze wzgledu na zmienno$¢ wartosci n, koncentruje si¢ w okresie do 0.1
sekundy czasu od momentu rozpoczecia przetwarzania zgloszen przez
system.

4.3.3 Badanie wplywu zmian wartosci poczatkowej liczby
zgloszen obecnych w systemie w zlozonym Procesie
Poissona

W celu jak najlepszego zrozumienia wplywu zmian warto$ci poczatkowej
liczby zgloszen na wartosci Sredniego opdznienia kolejkowania (4.3.1) w obec-
nym podrozdziale rozpatrzymy pie¢ eksperymentéw charakteryzujacych sie
zmienna wartoscia obciazenia systemu na poziomie g € {0.25;0.5;0.75; 1; 1.25}.
Do uzyskania wymienionych wartosci obciazen postuzymy sie nastepujacymi
kombinacjami parametréw naptywu i obstugi pakietéw (A, u) € {(300, 1200);
(600, 1200); (600, 800); (600, 600); (600,480)}. Reszta parametréw pozostaje
bez zmian: odwrotno$¢ parametru skali { = 1000 (wéwcezas pojedynczy
okres przestoju trwa $rednio ¢, = 0.002 s), $redni rozmiar grupy € = 1.75,
ciag prawdopodobienstw (py) = {0.5,0.25,0.25,0, ...}, wobec czego otrzymu-
jemy $rednie zapelnienie systemu na poziomie k;, € {0.4375;0.875;1.3125;
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1.75;2.1875} wzgledem poszczegdlnych obciazen systemu. Rysunki od 4.7
do 4.11 prezentuja otrzymane wyniki obliczefi numerycznych.
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Rysunek 4.7: Wplyw zmian wartosci liczby zgloszen n obecnych wewnatrz
systemu w chwili ¢ = 0 na warto$¢ $éredniego opdznienia kolejkowania
E{v(t)|Y(0) = n} dla A = 300 pakietéw/s oraz p = 1200 pakietéw /s (ob-
ciazenie systemu p = 0.25, érednie zapelnienie systemu x; = 0.4375).

Zaprezentowany zestaw wykresow umozliwia nam sformutowanie naste-
pujacych wnioskéw:

e zroznicowanie wartosci poczatkowej liczby zakolejkowanych w syste-
mie pakietow ma zgodny z intuicja krétkotrwaly wplyw na warto$é
sredniego opo6znienia kolejkowania. Wplyw ten jest bardziej krétko-
trwaly w eksperymentach z mniejszym obciazeniem systemu (Rysunki
1.714.8), co jest naturalng konsekwencja wysokiego prawdopodobien-
stwa obstuzenia wszystkich zakolejkowanych zgloszen z jednoczesnym
brakiem utraty kolejnych naptywajacych zgtoszen — niskie prawdopo-
dobienstwo wystapienia przepelnienia bufora ze wzgledu na $rednie
zapelnienie systemu na poziomie k; € {0.4375;0.875} odpowiednio;

e wyniki zaprezentowane na Rysunku 4.7 pokazuja bardzo szybkie osig-
gniecie przez system stalej wartosci Sredniego opéZnienia (réwnej tej
osiaganej w stanie ustalonym), odzwierciedlajac specyficznie uwarun-
kowany przypadek, w ktérym: obciazenie systemu o = 0.25, éredni
rozmiar grupy € = 1.75, a tym samym $rednie zapelnienie systemu
kp = 0.4375, co wziawszy pod uwage pojemnos¢ systemu N = 7 prze-
ktada sie na $rednia akumulacje (0.4375 -7 = 3.0625) na poziomie
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Rysunek 4.8: Wplyw zmian wartosci liczby zgloszen n obecnych wewnatrz
systemu w chwili ¢ = 0 na warto$¢ éredniego opdzZnienia kolejkowania
E{v(t)|Y(0) = n} dla A\ = 600 pakietéw/s oraz p = 1200 pakietéw/s (ob-
ciazenie systemu g = 0.5, $rednie zapelnienie systemu x; = 0.875).

trzech zgloszen (gdzie jedno jest aktualnie w trakcie obstugi). Sredni
czas obstugi pojedynczego pakietu wynosi % = 0.000833(3) s, przyjmu-
jac zatem, iz pakiet bedacy w obstudze jest w przyblizeniu obstuzony
srednio w 50%, wowczas taczny $redni czas obstuzenia tych trzech zglo-
szef wynosi w przyblizeniu 2.5 - L = 0.0020833(3) s — a zatem $rednio
po takim czasie nastepuje obstuga pakietu wchodzacego do systemu
w stanie stacjonarnym (¢ — o0) i ma to swoje odzwierciedlenie na
zaprezentowanym wykresie;

e ponownie obserwujemy, iz tempo osiagania przez system wartoéci éred-
niego opdznienia bliskiej lub réwnej tej osiaganej w stanie ustalonym
jest stabo zalezne od poczatkowej wartosci zakumulowanych w bufo-
rze pakietow. Dla przypadkéw, w ktorych system jest mocno obciazony
wplyw réznej wartosci poczatkowo zakolejkowanych pakietow zmienia
ksztalt krzywej wartosci $redniego opdznienia w okresie poprzedzaja-
cym osiggniecie wartosci zblizonych do tej osigganej w stanie ustalo-
nym.
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Rysunek 4.9: Wplyw zmian wartosci liczby zgloszen n obecnych wewnatrz
systemu w chwili ¢ = 0 na warto$¢ éredniego opdzZnienia kolejkowania
E{v(t)|Y(0) = n} dla A = 600 pakietéw/s oraz p = 800 pakietéw/s (obcia-
zenie systemu ¢ = 0.75, $rednie zapelnienie systemu rj, = 1.3125).

4.3.4 Badanie wplywu zmian dlugosci pojedynczego okresu
przestoju w zlozonym procesie Poissona

W ostatnich trzech eksperymentach dokonamy analizy wpltywu zmian dtugo-
Sci pojedynczego okresu przestoju na wartosci sredniego opdznienia kolejko-
wania (4.3.1) rozpatrujac trzy scenariusze, w ktérych parametr odwrotnosci
skali £ = A, przyjmuje wartosci 500, 1000 oraz 1500 (co przeklada sie na diu-
gosci pojedynczego okresu przestoju ¢, wynoszace odpowiednio 0.004, 0.002
i 0.0013(3) sekundy). Kazdy z eksperymentéw charakteryzuje si¢ odmienna
wartoscia obciazenia systemu na poziomie p € {0.75;1;1.25}, a wartosci
te sa rezultatem przyjecia nastepujacych kombinacji parametréow naptywu
i obstugi pakietéw: (A, u) € {(375,500); (500, 500); (625, 500)}. Reszta para-
metréw pozostaje bez zmian: redni rozmiar grupy € = 1.75, ciag prawdo-
podobienstw (pg) = {0.5,0.25,0.25,0, ...}, wobec czego otrzymujemy Sred-
nie zapelnienie systemu na poziomie s, € {1.3125;1.75;2.1875} wzgledem
poszczegdlnych obcigzen systemu. Rysunki 4.12, 4.13 oraz 4.14 prezentuja
otrzymane wyniki obliczenn numerycznych.

Przygladajac sie zaprezentowanemu zestawowi wykresow mozemy wysu-
na¢ nastepujace wnioski:

e im krétszy jest okres przestoju (co jest réwnowazne zwiekszaniu war-
tosci parametru \,), tym nizsza jest warto$¢ maksymalna S$redniego
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Rysunek 4.10: Wplyw zmian wartodci liczby zgloszen n obecnych wewnatrz
systemu w chwili ¢ = 0 na warto$¢ éredniego opdzZnienia kolejkowania
E{v(t)|Y(0) = n} dla A = 600 pakietéw/s oraz p = 600 pakietéw/s (obcia-
zenie systemu ¢ = 1.0, $rednie zapelnienie systemu kj = 1.75).

opdznienia kolejkowania;

e krotszy okres przestoju w nieznacznym aczkolwiek obserwowalnym
stopniu wpltywa na zwiekszenie wartoéci éredniego opdznienia kolej-
kowania w przedziale czasu nastepujacym po osiggnieciu maksymalnej
wartosci op6znienia. Dzieje sie tak, poniewaz krétszy okres przestoju
wigze sie ze zmniejszonym prawdopodobienstwem wystapienia prze-
pelnienia bufora (skutkujacego zerowym opo6znieniem kolejkowania pa-
kietu przybywajacego do systemu w chwili wystapienia przepelnienia).

4.4 Podsumowanie rozdzialtu

Dokonana w podrozdziale 4.3 analiza otrzymanych wartosci op6znienia ko-
lejkowania w stanie nieustalonym data nam mozliwos¢ wgladu w charakte-
rystyke éredniego czasu ,spedzanego” w buforze przez pakiet napltywajacy
do systemu w chwili ¢ w modelu kolejkowym z dyscyplina zawieszenia ob-
stugi. Na wykresach uwidoczniony zostal wplyw zmian wartosci parametréw
poczatkowych opisujacych: intensywnosci naptywu zgtoszen i ich obstugi,
poczatkowej liczby zakumulowanych w buforze pakietéw, a takze diugosci
okresu przestoju. Umozliwito to okreslenie stopnia przetozenia tychze para-
metréw na wartosci sredniego czasu oczekiwania E{v(t)|Y (0) = n}. Mo-
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Rysunek 4.11: Wplyw zmian wartodci liczby zgloszen n obecnych wewnatrz
systemu w chwili ¢ = 0 na warto$¢ éredniego opdzZnienia kolejkowania
E{v(t)|Y(0) = n} dla A = 600 pakietéw/s oraz p = 480 pakietéw/s (obcia-
zenie systemu ¢ = 1.25, $rednie zapelnienie systemu kj, = 2.1875).

zemy stwierdzi¢, iz warto$¢ intensywnosci napltywu pakietéw A wykazuje
najwiekszy wplyw na ksztalt krzywej Sredniego opdznienia. Pozostalte pa-
rametry uszeregowane wedlug malejacej silty wplywu posiadaja nastepujaca
kolejnosé: intensywno$é obstugi zgtoszen p, odwrotnosé parametru skali roz-
ktadu pojedynczego okresu przestoju £, zas najmniejszy wplyw na ksztalt
krzywej wywierajg zmiany warto$ci poczatkowej liczby pakietéw n obecnych
w systemie. Wyprowadzone w rozprawie wzory stanowia swoiste uzupelnie-
nie stanu wiedzy o rozkladzie opdznienia kolejkowania w kontekscie rozwa-
zanego w rozprawie typu modelu kolejkowego.

Przyblizmy pokrétce wybrane modele kolejkowe, dla ktérych otrzymano
wyniki dotyczacego rozkladu prawdopodobienstwa opdznienia kolejkowania.
Artykul [33] przedstawia model kolejkowy typu M/G/1, dla ktérego wypro-
wadzona zostala transformata Laplace’a opdznienia kolejkowania w stanie
ustalonym ¢t — oo. Zaprezentowano takze pewne rozszerzenie modelu ba-
zowego zakladajace, iz wspolczynnik intensywnosci naptywu zgloszen zmie-
nia sie w czasie, oscylujac wokét dtugoterminowej éredniej A. Ogolniejszy
przypadek zawarto w pracy [68], gdzie rozwazono model G"I/G/1 posia-
dajacy grupowy naplyw pakietéw. Wyprowadzony zostal wzor na potrojna
transformate Laplace’a opdznienia kolejkowania zaréwno w stanie nieusta-
lonym jak i ustalonym. Kolejne prace nad rodzina modeli M/G/1 podazaja
w kierunku specjalizacji badz modyfikacji ich zachowania. W artykule [80]
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Rysunek 4.12: Wplyw zmian wartosci odwrotnosci skali & = A\, na wartosé
sredniego opdznienia kolejkowania E{v(t)|Y (0) = 0} dla A\ = 375 pakieté-
w/s oraz p = 500 pakietéw/s (obciazenie systemu ¢ = 0.75, $rednie zapel-
nienie systemu s, = 1.3125).

zaprezentowano model M/G/1/N, w ktérym za kazdym razem, gdy system
jest pusty, serwer obstugujacy zgloszenia jest wyltaczany. Z chwila przybycia
pakietu przychodzacego do pustego systemu rozpoczyna sie czas rozruchu
i konfiguracji serwera (ang. setup time), ktéry opisuje zmienna losowa o
ogblnym rozktadzie prawdopodobienstwa. Czas konfiguracji jest potrzebny,
aby serwer osiggnal petna zdolnos¢ do przetwarzania zadan, dlatego pod-
czas konfiguracji proces obstugi zgloszen jest zawieszony. Kolejng modyfi-
kacje modelu M/G/1 opisano w pracy [76], w ktérej réwniez rozpatrzono
przypadek skonczonej wielkosci bufora (model M/G/1/N). Tym razem za-
tozono, ze serwer jest zawodny, tzn. po kolejnych bezawaryjnych okresach
obstugi zgloszen opisanych zmiennymi losowymi wykladniczymi ze Srednia
p~ 1, nastepuja okresy napraw okrelone ogélna dystrybuanta. Zaimplemen-
towany zostal réwniez mechanizm sprzezenia zwrotnego Bernoulliego (ang.
Bernoulli feedback). Kazde zgloszenie, niezaleznie od pozostalych, po zakon-
czeniu obstugi moze ponownie dotaczyé¢ do kolejki z prawdopodobienistwem
q € [0, 1] badz tez definitywnie opuscié system z prawdopodobienstwem 1—gq.
Wynikiem konicowym prac [80] i [76] sa wyprowadzone przez autoréw wzory
na transformaty Laplace’a opdznienia kolejkowania w stanie nieustalonym
t € ]0,00).

Nastepne opracowania traktuja o modelach zawierajacych mechanizm
zawieszenia obstugi z pojedynczymi badz wielokrotnymi okresami przestoju
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Rysunek 4.13: Wplyw zmian wartosci odwrotnodci skali £ = A, na wartosé
sredniego opdznienia kolejkowania E{v(t)|Y(0) = 0} dla A = 500 pakieté-
w/s oraz u = 500 pakietow/s (obciazenie systemu p = 1.0, Srednie zapelnie-
nie systemu s, = 1.75).

sktadajacymi sie na okres bezczynnosci serwera. W [72] zaprezentowano mo-
del M/G/1/N, w ktérym kazdorazowo gdy serwer obslugujacy zgloszenia
oprézni bufor kolejkujacy, nastepuje pojedynczy okres przestoju (o rozkla-
dzie zadanym ogélng dystrybuanta). Po uplynieciu tego okresu serwer na-
tychmiast przetacza sie w tryb obstugi zgloszen. Wyprowadzona w stanie
nieustalonym podwdjna transformata Laplace’a stanowi podstawe do wyli-
czenia jej odpowiednika dla stanu ustalonego oraz wzoru na srednie opdznie-
nie kolejkowania. Ogolniejszy pod wzgledem zawieszania obstugi w modelu
typu M/G/1/N przypadek, obejmujacy wielokrotne okresy przestoju, zostal
opisany w [153]. Oprécz wirtualnego czasu oczekiwania na obstuge wyzna-
czony zostal takze $redni czas oczekiwania. W pracy [113] przedstawiono
model M AP/G/1 z Markowskim procesem naplywu zgloszen (ang. Marko-
vian Arrival Process (MAP)) i wielokrotnymi okresami przestoju. Artykut
[126] opisuje uszczegdlowiona wzgledem poprzedniej pracy wersje modelu z
ograniczona pojemnoscia bufora (zatem jest to model typu M AP/G/1/N) i
zawierajacego okresy: rozruchu, bezczynnosci i wygaszania obstugi. Okresy
te zostaly zdefiniowane w nastepujacy sposéb:

e okres rozruchu — okres nastepujacy po ostatnim pojedynczym badz

ostatnim z wielu, sktadajacych sie na okres bezczynnosci, okresie prze-
stoju w obstudze;
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Rysunek 4.14: Wplyw zmian wartosci odwrotnosci skali & = A, na wartosé
Sredniego opdznienia kolejkowania E{v(t)|Y (0) = 0} dla A\ = 625 pakieté-
w/s oraz p = 500 pakietéw/s (obciazenie systemu ¢ = 1.25, érednie zapel-
nienie systemu s, = 2.1875).

e okres bezczynnosci — okres sktadajacy sie z pojedynczych badz wielo-
krotnych okreséw przestoju, ktére to maja rozktad zgodny z zadana
dystrybuanta;

e okres wygaszania — okres w ktérym nastepuje przechodzenie systemu
w stan zawieszenia obstugi zgloszen.

Wyprowadzone w artykulach [153], [113] i [126] transformaty Laplace’a do-
tycza jedynie stanu ustalonego. W pracy [144] rozwazany jest model kolej-
kowy typu M¥ /G /1 z grupowym wplywem zgtoszen, okresem bezczynnoéci
serwera skladajacym sie z pojedynczego badz wielu okreséw przestoju. W
modelu tym przyjeto ogdlny typ rozkladu prawdopodobienstwa czasu ob-
stugi pojedynczego zgloszenia, jednakze czas trwania pojedynczego okresu
obstugi (okresu zajetosci systemu, w ktérym zgloszenia sa obslugiwane w
spos6b nieprzerwany) jest ograniczony przez nielosowa warto$é T'. Uzyskane
wyniki dotycza wirtualnego czasu oczekiwania zaréwno w stanie ustalonym
jak 1 nieustalonym systemu. Rozwazono dwa przypadki zakonczenia poje-
dynczego okresu nieprzerwanej obstugi, w rezultacie czego otrzymano dwa
odrebne modele:

e w chwili T, oznaczajacej konieczno$¢ zakonczenia okresu obstugi ser-
wer jest zobligowany dokonczy¢ obstuge zgloszenia bedacego w trakcie
obstugiwania i nastepnie przechodzi w okres zawieszenia obstugi;
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e w chwili T, oznaczajacej koniecznos¢ zakonczenia okresu obstugi, ser-
wer natychmiast konczy obstuge zgloszen i przechodzi w okres zawie-
szenia obshugi.

Artykul [167] prezentuje modelowanie przyblizonego, zaleznego od czasu
zachowania wirtualnego czasu oczekiwania na obstuge w systemach postaci
M(t)/G/c. Kluczowym elementem tych badan jest wyprowadzenie doklad-
nych (algorytmicznych) wyrazen dla zachowania wirtualnego czasu oczeki-
wania. W pracy opracowuje si¢ i testuje przyblizenia statystyczne dla rozkta-
déw wartosci wirtualnych czaséw oczekiwania w zdyskretyzowanych stanach
niestacjonarnych. Wyniki z modeli sa poréwnywane z wynikami uzyskanymi
za pomoca: prostej aproksymacji stacjonarnej (ang. Simple Stationary Ap-
prozimation, algorytm opisany m. in. w [10]), punktowej aproksymacji sta-
cjonarnej (ang. Pointwise Stationary Approzimation, algorytm zaprezento-
wany m. in. w [48]) oraz aproksymacji bazujacej na modyfikowaniu obcia-
zenia (ang. Modified Offered Load Approzimation przedstawiony w [119]).
Z kolei w [55] rozwazono system kolejkowania typu DAR(1)/D/1, gdzie
DAR (ang. discrete autoregressive process) jest procesem Markowa z geo-
metrycznie zanikajaca funkcja autokorelacji, ktéra wykazuje ogdlny rozktad.
W przeprowadzonej analizie dla stanu ustalonego pokazano, iz podejscie au-
torow zapewnia algorytm numeryczny do obliczania dyskretnych rozktadow
czasu oczekiwania w oparciu o teorie kolejek GI/G/1, dzieki czemu zbadany
zostal wplyw parametréow DAR na wirtualny rozklad czasu oczekiwania.

Kolejne przytoczone publikacje prezentuja wieksza réznorodnosé metod
uzytych w badaniach nad zréznicowanymi modelami kolejkowymi, dla kto-
rych baza sa modele G/G/1. W artykule [66] wyznaczono transformaty cal-
kowe funkcjonaléw dwugranicznych (ang. integral transforms of two-boundary
functionals) dla réznicy zlozonego procesu Poissona i ztozonego procesu od-
nowy. Otrzymane wyniki wykorzystano do badania systemu G°/M*/1/B i
wyprowadzono rozktady wybranych cech systemu kolejkowego, m. in. wirtu-
alnego czas oczekiwania, zarowno w stanie nieustalonym jak i ustalonym. W
pracy [92] rozpatrzono model kolejkowy M/G/1/00 z zawodnym serwerem
(doswiadczajacym awarii), wyznaczajac rozklady wirtualnego czasu oczeki-
wania zaréwno w stanie nieustalonym jak i ustalonym. Rozwazono takze
kilka uogolnien podstawowego modelu: model z grupowym naptywem pakie-
téw, model z niejednorodnymi strumieniami zgloszen, model z k rodzajami
zgloszen oraz model z k rodzajami zgloszen priorytetowych. Nastepnym
przykladem uszczegdélowienia modelu G/G/1 jest publikacja [118]. Zapre-
zentowano w niej model G/GI/N + GI z N poczatkowymi stanowiskami
obstugi, ktorych liczba zwieksza sie w miare uptywu czasu, oraz zdarzaja-
cymi sie w okre$lonych warunkach porzuceniami zgloszen. Przedstawione
w pracy wyniki dla dlugosci kolejki, jak i wirtualnego czasu oczekiwania,
uzyskano wykorzystujac metode aproksymacji dyfuzyjnej.

Czesé wynikéw zaprezentowanych w niniejszym rozdziale, obejmujacych
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zwarte postacie transformat Laplace’a rozkladu warunkowego opdznienia
kolejkowania oraz przyktady wykonanych numerycznych obliczen, opubliko-
wano w nastepujacych artykutach:

e [75] — w artykule opisano wyniki osiagniete dla prostego procesu Pois-
sona (podrozdzial 4.1);

e [83] — w pracy przedstawiono model typu M*/G/1/N, dla ktérego
wyznaczono transformate Laplace’a warunkowego opdznienia kolejko-
wania przy zalozeniu, iz kazdy okres zawieszenia obstugi sktada sie z
kolejnych okreséw przestoju, kazdy o takiej samej ustalonej dlugodci.

Konczac rozdzial prezentujacy analize otrzymanych wartosci opdznienia
kolejkowania w stanie tranzytywnym warto réwniez wspomnieé, iz postaé
uzyskanych transformat Laplace’a umozliwia w prosty sposéb otrzymanie
wyniku takze w stanie stacjonarnym. Korzystajac z Twierdzenia 1.6 wobec
wyznaczonej w (4.3.1) transformaty Laplace’a wartosci oczekiwanej opdz-
nienia, mozemy obliczy¢ wartos¢ $rednia opdznienia kolejkowania w stanie
ustalonym:

Ev = tlggo EX{v(t)|Y(0) =n} = lsiﬁr)ls : /t:) e SEX {u(t)|Y (0) = n}dt

> . (4.4.1)
z=0

W stanie stacjonarnym warto$¢ $redniego opéznienia (4.4.1) oczywiscie nie
zalezy od poczatkowego stanu bufora. Analiza stanu stacjonarnego nie byta
zasadniczym celem rozprawy, wobec czego ograniczono si¢ do prezentacji
wynikéw w stanie niestacjonarnym.

= —lsig)l (5-52[2"‘775((8,2)}
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Rozdziat 5

Analiza procesu liczacego obstuzone
zgloszenia

Ostatnia rozwazang charakterystyka kolejkowania badanego w niniejszej roz-
prawie modelu jest proces liczacy obstuzone zgloszenia (ang. departure (co-
unting) process). Scislej ujmujac, zajmiemy sie rozkladem liczby zgloszen
obstuzonych od startu systemu do ustalonej chwili . Wzorem poprzednich
rozdzialéw rozpoczniemy od wyprowadzenia w zwartej postaci wzoréw (sfor-
mulujemy je w postaci odpowiednich twierdzen) dla prostego procesu Po-
issona (podrozdzial 5.1) oraz ogdlniejszego przypadku, jakim jest grupowy
naplyw zgloszen opisany zlozonym procesem Poissona (podrozdzial 5.2).
Uzyskane i zapisane w formie twierdzen podwdéjne transformaty ,,mieszane”
rozktadu liczby obstuzonych zgloszen postuza nam do wyznaczenia wartosci
Sredniej tej charakterystyki uwarunkowanej liczba poczatkowo zgromadzo-
nych w buforze zgloszen. W kolejnym etapie (podrozdzial 5.3) poréwnamy i
zobrazujemy na wykresach wyniki obliczen numerycznych. Dokonane zosta-
nie takze zestawienie obliczen numerycznych ze statystykami zebranymi w
trakcie badan symulacyjnych uzyskanych na probie dziesieciu tysiecy powto-
rzen startu procesu kolejkowania pakietow w systemie z wlaczona cykliczna
rejestracja ilosci obstuzonych pakietéw (rejestracja dokonywana jest w przy-
jetych dyskretnych chwilach czasu). Na koniec (podrozdzial 5.4) oméwimy
otrzymane wyniki i zestawimy je z krétka nota bibliograficzng przedstawia-
jaca dotychczasowe prace poruszajace tematyke wyznaczania charakterystyk
procesu liczacego zgloszenia w grupie modeli kolejkowych typu G/G/1.

5.1 Prosty proces Poissona

W badanym modelu kolejkowym typu M/G/1/N zgloszenia napltywaja do
systemu zgodnie z prostym procesem Poissona o intensywnosci A. Obstuga
zgloszen jest okreslona dyscypling FIFO i zgodna z rozkladem zadanym dys-
trybuanta F'(-). Pojemno$é modelu to N zgloszen — jedno moze by¢ obstugi-
wane, a maksymalnie N — 1 zakumulowanych w buforze. Okres zawieszenia
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przez serwer obshugi zlozony jest z wielu pojedynczych okreséw przestoju,
ktérych diugosé trwania jest zgodna z rozkladem zadanym dystrybuanta
G(+). Zawieszenie obstugi rozpoczyna sie kazdorazowo, gdy ostatnie zglosze-
nie zostanie obstuzone i w buforze brakuje zgloszen oczekujacych.

Kolejny raz oznaczymy symbolem X (t) liczbe zgloszen obecnych w sys-
temie w chwili ¢. Niech h(t) wyraza liczbe zgloszen obstuzonych przez system
do chwili ¢. Przyjmijmy nastepujace oznaczenie dla rozkltadu warunkowego
liczby zgtoszen obstuzonych w okresie od ¢t = 0 do chwili £ > 0, gdzie warun-
kiem jest liczba zgloszen znajdujacych sie w buforze w poczatkowej chwili:

Hyo(t,m) = P{h(t) =m|X(0)=n}, t>0,0<n<N. (5.1.1)

Zakladajac, iz w momencie rozpoczecia obshugi zgloszen (¢ = 0) system jest
pusty (n = 0), wéwczas rozpoczyna sie okres zawieszenia obstugi. Wyko-
rzystujac twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym ([30] podrozdziat
5.4) wyprowadzamy nastepujace réwnanie:

00 ¢ . t B t—u N-2 )\(u—HJ—y) g
Hotm) =3 [ dctw [ e Aydy[/_ {Z[ i
i=0 U= y=u V=YY L k=0 ’
k
fe'e) A _
% e_’\(u+v_y)Hk+1(t —u—v,m)+ Hy(t —u—v,m) Z [ C +:| y)]
k=N-1 )
x e M utvy) }dG(U) + 9m,0G (L — U)] + Omoe ™, (5.1.2)

gdzie &; ;, G(+), G*(-) zostaly okreslone w Definicjach 1.1, 1.3 i 1.4 odpo-
wiednio.

Prawa strona wzoru (5.1.2) jest zlozona z sumy czterech skladnikéw. Pierw-
szy element sumy odpowiada sytuacji, w ktérej okres zawieszenia przez ser-
wer obshugi konczy sie przed chwilg ¢, a w chwili jego zakonczenia w buforze
zakumulowanych zgloszen jest mniej niz wynosi jego pojemnosé¢ — wéwczas
obsltuga zgloszen rozpoczyna sie po zakonczeniu ostatniego okresu przestoju
o dlugosci v (w momencie u + v < t). Drugi skladnik reprezentuje stan
catkowitego zapelnienia bufora w momencie zakonczenia okresu zawiesze-
nia obstugi, konczacego sie réwniez przed chwila t. Z racji tego, iz zapel-
nienie bufora skutkuje utrata niemieszczacych sie w systemie zgloszen, w
momencie u + v < t serwer rozpoczyna obstuge z dokladnie N zgloszeniami
zakumulowanymi w systemie. Trzeci sktadnik sumy opisuje przypadek, w
ktorym pierwsze zgloszenie pojawia sie w systemie przed chwila ¢, jednak
okres przestoju konczy sie po chwili ¢ (w momencie u + v > t) — co tluma-
czy wykorzystanie ogonu dystrybuanty G(-) w obliczeniach. Ostatni element
sumy odpowiada sytuacji, w ktérej pierwsze zgloszenie napltywa do serwera
po chwili £.
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Ponownie wykorzystamy fakt, ze momenty przechodzenia w stan zawie-
szenia obstugi zgloszen w modelach kolejkowych typu M/G/1, sa momen-
tami Markowa [61] z uwagi na wlasno$¢ ,braku pamieci” procesu poissonow-
skiego. Zalézmy, ze w systemie w chwili rozpoczecia obstugi znajduje sie
dokladnie X (0) = n zgloszen, przy czym 1 < n < N. Wéwezas zastosowanie
twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym wzgledem pierwszej chwili
ukonczenia obstugi pozwala nam wyprowadzi¢ nastepujacy uklad réwnan
catkowych:

s O

H,(t,m)=I{m > 1}/ 0[ Z Te_AyHn-i—k—l(t_yam_l)
y= !

k=0
.- ()‘y)k -y iyl
+Hya(t—y,m=1) Y e [P () +0moF (1), (5.1.3)
k=N-n '

gdzie 1 < n < N, natomiast I{-} jest funkcja indykatorowa wprowadzona w
Definicji 1.2.
Omoéwmy pokrétce prawa strone uktadu (5.1.3). Pierwszy element sumy od-
zwierciedla przypadek, w ktorym pierwsza chwila zakonczenia obstugi y na-
stepuje przed czasem t przy jednoczesnym zalozeniu braku wystgpienia cal-
kowitego zapelnienia bufora (a zatem liczba pakietéw przybylych do chwili
y nie moze by¢ wieksza niz N —n — 1). Drugi element sumy zaktada sytu-
acje wystapienia catkowitego zapelnienia bufora przed momentem vy, a fakt
ten odzwierciedla dolna granica sumowania zakladajgca nadejécie co naj-
mniej N — n zgloszen. Obydwa elementy sumy posiadaja wspolna ceche -
ich obliczanie ma sens tylko przy zatozeniu m > 1, tzn. gdy zaktadana liczba
obstuzonych do chwili ¢ zgloszen jest niezerowa. Ostatni element sumy od-
powiada zdarzeniu, gdy pierwsze ukonczenie obstugi zgloszen y nastepuje po
czasie t.

Wprowadzmy nastepujace oznaczenie dla transformaty Laplace’a roz-
ktadu liczby obstuzonych zgtoszen:

o~

Ton(5,m) = / ¢SV H,,(t,m)dt, Re(s) >0, n > 0. (5.1.4)
0

Wyznaczenie ukladu réwnan dla transformat Laplace’a ze wzoréw (5.1.2) i
(5.1.3) ponownie podzielimy na etapy, ktérych liczba zdeterminowana jest
przez ilosci sktadnikéw w obydwu rozwazanych sumach (cztery sktadniki w
(5.1.2) i trzy skladniki w (5.1.3)).

Transformata Laplace’a pierwszego skladnika calkowego po prawej stronie
wzoru (5.1.2) ma postaé

00 N=2 \k+1  roo ¢ ] ¢ t—u
Z Z / C_Stdt/ e—AudGz* (u) / dy/ e—)\v (u +ou— y)k‘
i=0 k=0 k! t=0 u=0 y=u v=yY—u

X Hy1(t —u—v,m)dG(v) =
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oo N—2 Aot poo ) 00 t t—u
Z Z R / e_A“dGZ*(u)/ e_Stdt/ dy/ e_M(u +v— y)k
. u=0 y=u v

i=0 k=0 t=u =y—u
X Hiy1(t —u—v,m)dG(v) =
oo N-2 )\k+1

o] . o] o] t—u

Z Z ‘ / e_’\“dG“‘(u)/ dy/ e_Stdt/ e M (u+v—y)*
i=0 k=0 k! u=0 y=u t=y V=Y—u

X Hpiq(t —u—v,m)dG(v) =

o0 N=2 yk+1
DD PR / e AG (u / dy / (w4 v — )*dG(v)
. u=0

=0 k=0

o
X / e Hyp1(t —u—v,m)dt =
t=u+v

>y A / e OrugGin(y / dy/ Oy 44 — y)RdG(0)

X /ti ) e SV L (E—u— v, m)dE (5.1.5)

Dokonujemy podstawienia ¢ = ¢t — u — v, a dla uproszczenia zapisu jedno-

czesnie przyjmujemy notacje nowych zmiennych pozbawiona podkreslen.
Otrzymujemy

oo N—-2 )\k-i-l

Z Z 1 / e*()‘“)“dGi*(u)/ dy/ e~ (y o — y)*dG(v)
. =0 Yy=u v

i=0 k=0 =y-u

o0
x/ e S Hy 1 (t,m)dt =
t

=0
oo N—2 )\k+1 00 ) 0o u+v
Z Z / e~ AFugai (y) / e~ )G (v) / (u+ v —y)*dy
i=0 k=0 kb Ju=o v=0 y=u
X / e S Hy 1 (t,m)dt (5.1.6)
t=

Uwzgledniajac Definicje 1.6 w polaczeniu z (2.1.9) oraz wyliczona w (2.1.6)
calka, przy jednoczesnym zastosowaniu oznaczenia (5.1.4), réwnanie (5.1.6)
przyjmie postac:

N-2

_ $))~ T s.m, > 67( s)v()‘v)k+1 ) =
(=gt o)™ 3 B ) [ et () =
N-1 oo v
(1904 )Y Balsom) [ Oe—msﬁ’“k) iGv).  (5.17)
k=0 v=
Definiujac
bi(s) & (1—g(A+s)? / K <*+8>U(Aj”|> dG(v), (5.1.8)
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otrzymujemy ostateczna postaé pierwszego sktadnika catkowego

N-1_
Z hi+1(s, m)bg(s). (5.1.9)
k=0

Transformata Laplace’a drugiego sktadnika catkowego po prawej stronie wzoru

(5.1.2) ma postaé

0 00 )\kJrl %) t ) t t—u
Z Z ‘ / €_Stdt/ e—/\udGz* (u) / dy / e—)\v (u Yy — y)k
k. t=0 u=0 y=u V=Y—u

1=0 k=N—-1
x Hy(t —u — v,m)dG(v) (5.1.10)

Skladnik ten rézni si¢ od poprzedniego jedynie indeksami sumy > 72 n_;
oraz elementem Hpy, tym samym stosujac analogiczne jak dla sktadnika
pierwszego przeksztalcenia otrzymamy nastepujaca postaé ostateczna:

> 0o )\Q})kJrl
)\ / —(A+s)v ( da _
(1I—-g(A+59)) kzl N e Gt D) (v)

Fv(s,m) 3 bi(s). (5.1.11)
k=N

Transformata Laplace’a trzeciego sktadnika catkowego po prawej stronie wzoru
(5.1.2) wyglada nastepujaco

o [e's) t . t
E / e‘“dt/ Sm oG (t — u)dGZ*(u)/ e Mdy =

00 o t
Om,0 Z dG” /t:u e G (t — u)dt /y:u e M dy (5.1.12)

,LOUO

Uwzgledniwszy obliczona w (2.2.18) caltke, (5.1.12) przyjmie forme:

Om,0 Z dGz* /t:u e Gt —u)(e ™M — e M)dt =

zOuO
00

moz [y e ) [ e e G
(5.1.13)

W kolejnych krokach, stosujac podstawienia t = t — u, obliczamy nastepu-
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jace calki:

t—oo
13 o0 1 1 t—o0 o0
¢ _ / e G (L) dE = ~ — [— e G| - e_Sth(t)]
—S t=0 S S t=0 S Jt=0
t=0
_ 1 —lo+ G(O) + 9(5)] _ 1- 9(5) (5_114)
S S S S

e~ O =G (4 _ ) dt — e~ MG (1) dt = e~ ML — G(t))dt
( ) (t)dt ( (t))dt

t =0
S hl 1 I
_ e _ ~0tg )t / el
—(A+s) =0 Ats G(*)’zzo A + 5 Ji=0 ’ =
1 G00)  g(A+9) 1—g(A+s)
- = 1.1
A+s [0 )\+s+ A+s A+s (5.1.15)

W obliczonych catkach wykorzystaliSmy oznaczenie wprowadzone w Defini-
cji 1.6, a takze fakt, ze G(-) jest dystrybuanta nieujemnej zmiennej losowej,
zatem G(0) = 0. Ostatecznie, uwzgledniajac zaleznosé (2.1.9) w (5.1.13),
otrzymujemy ostateczng postaé sktadnika:

— [* _ | L= 9(s)  1—g(A+5s)
Sm / ()\—l—s)udGz* o
0 g u=0 € (u) S A+ s

(5.1.16)

Om,0 1—g(s) 1—g(A+s)
s A+ s

1—g(A+5s) a

Transformata Laplace’a czwartego sktadnika catkowego po prawej stronie
wzoru (5.1.2) ma postaé

—(A+s)t t=o0 Sm.0
= (5.1.17)

e Mg — g 6T
t=0 0 0 —(A+ )

t=0

Transformata Laplace’a pierwszego sktadnika catkowego po prawej stronie
wzoru (5.1.3) ma postaé
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H{m>1 5 ’Std A9)* xy gy dF(y) =
m = } Z t 0 %l € n—l—k—l(t_yvm_ 1) F(y) -
N—n—1 _)\y )\y 00 u
I{m > 1} Z dF( ) t e "Hyrp—1(t—y,m—1)dt =
=y
I{m > 1}x
N—-—n—-1 .o )
—(A\+s)y ) —s(t—y) _ —
> 2 dF(y) e Hyp1(t—y,m—1)dt
k=0 y:O t=y

(5.1.18)

Nastepnie w réwnaniu (5.1.18) dokonamy podstawienia ¢ = ¢t — y. Dla
uproszczenia zapisu przyjmiemy notacje nowych zmiennych niezawierajaca
podkreslen. Otrzymujemy

N—n—1

{m>1} Z / ~(s)y )dF( )/t_oe_StHn+k_1(t7m—1)dt
(5.1.19)
Definiujac
ef [ \y)?
a;(s) < / Oe<A+S>y(;/')dF(y) (5.1.20)
- !

wraz z jednoczesnym zastosowaniem wprowadzonego oznaczenia transfor-
maty Laplace’a (5.1.4) otrzymujemy ostateczna postaé sktadnika:

N—-n—1

Hm=>1} Y ap(s)hpgr—1(s,m — 1) (5.1.21)
k=0

Transformata Laplace’a drugiego sktadnika catkowego po prawej stronie wzoru
(5.1.3) ma postac

Hm>1 3 / _Stdt/t ()\ky!)ke_)‘yHNl(ty,ml)dF(y)

k=N—n"t= y=0
(5.1.22)

Sktadnik ten rézni si¢ od poprzedniego jedynie indeksami sumy Y 722 n_,,

oraz elementem Hy_1, tym samym stosujac analogiczne przeksztalcenia
jak dla pierwszego skladnika wzoru (5.1.3) otrzymamy nastepujaca postaé
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ostateczna:

{m > 1} i / ~(s)y (A]Z) dF(y) /:; e~ Hy_1(t,m — 1)dt =

k=N-—n
I{m > 1}hy_1(s,m — 1) i ax(s) (5.1.23)
k=N-—-n

W ostatnim skltadniku catkowym po prawej stronie wzoru (5.1.3) ponownie
skorzystamy z Definicji 1.6 oraz z faktu, ze F'(0) = 0, otrzymujac:

t—o00
o o0 —st
Om,0 / e F(t)dt = dm,o / e (1= F(t))dt = 6mo [6 _
t=0 =0 .
t=0
—st =00 00 B
<_ e F(t) + 1/ e—stdF(t)>] = S0 ll — f(s)] _ 5m7017f(5)
—F t=0 5 Jt=0 5 5 s
(5.1.24)

W celu uproszczenia notacji oznaczmy skltadnik trzeci wzoru (5.1.2) w na-
stepujacy sposob:

def Om,0

le) 1—g(s) 1-gA+s)
d(s,m) = =0+ 5) .

s A+ s

(5.1.25)

W konsekwencji wyznaczony ukltad réwnan dla transformat Laplace’a otrzy-
many ze wzoréw (5.1.2) 1 (5.1.3) przyjmie nastepujaca postac:

Zbk hksm +thm Zbk ) +d(s,m) + Om,0

e A+s
(5.1.26)
N N—-n—1 .
hn(s,m) =I1{m > 1} Z ar(s)hptrk—1(s,m — 1)+
k=0
hN 1 s, m — 1 Z ak + 0, 01_7f(8) (5.1.27)
k=N—n §

gdzie 1 <n < N.

Aby unikngé¢ niedogodnosci powodowanych przez funkcje indykatorowe
I{-}, wprowadZmy nastepujaca funkcje tworzaca prawdopodobienstwa (za-
stosowanie funkcji tworzacych jest czesto spotykane w analizie charaktery-
styk stochastycznych modeli kolejkowych, przyktadem sa np. prace [166],
[121], [71], [24]):

o0
N 2 h(s,m), 0<n <N, |z| < 1. (5.1.28)
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Ponadto zdefiniujmy takze nastepujace funkcje:

a;(s, z) =l zaj(s), (5.1.29)
VQJ)_E;z(A+S (&m»_k+s+1—MA+Q
1-— 1- 1-—
s A+ s [1—g(A+s)]
Uktad réwnan (5.1.26) i (5.1.27) otrzyma teraz nowa postaé
Z b (s)hi(s, 2) + hn (s, 2) Z bi(s) + (s, 2), (5.1.31)
k=N
N—n—1 e
¥ ~ 1—f(s
hn(s,z) = Z ak(s,z)hn+k 1(s, 2) +hn_1 Z a(s ﬁ,
k=0 k=N-n 5
(5.1.32)
gdzie 1 <n < N.

W wyznaczonym ukladzie réwnan dla transformat Laplace’a (5.1.31) 1 (5.1.32)
dokonujemy podstawienia

Un(s,2) = hy_n(s, 2) (5.1.33)
otrzymujac
Z bi(s (s,z) +uo(s,z Z be(s) +v(s,2), (5.1.34)
k=N
N n71~ N N 00 N 1— f(S)
in(5,2) = Y k(s )i pr(52) 4 (5, 2) Y s, 2) + )
k=0 k=n

(5.1.35)

gdzie 0 <n < N — 1.
W kolejnym kroku skupimy sie na réwnaniu (5.1.35) wykonujac naste-
pujace jego przeksztalcenia

n—1 )
Un(s,2) = Z (8, 2)Un—g+1(8, 2) + U1(s, 2)an(s, z) + Ui (s, 2) Z ag(s, z)
k=0 k=n+1
R Sf(s)
= (s, 2)Un—ky1(s,2) FU(s,2) > ax(s,z) + 1_Sf(8)
k=0 k=n+1
n+1 00
Z (8, 2)Un—gr1(8,2) — Up(s, 2)ant1(s,2) + u1(s, 2) Z ak(s, 2)
k=0 k=n+1
+1_5@) (5.1.36)
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Nastepnie w pierwszej sumie znajdujacej sie po prawej stronie réwnania
(5.1.36) dokonujemy podstawienia k = k — 1. Dla uproszczenia zapisu zre-
zygnujemy z podkreslen w zapisie nowej zmiennej. Otrzymujemy

an(sv Z) = Z ak-i—l(sv Z)an—k(57 Z) - ’TLO(S’ z)an+1(s> Z) + 171(8, Z) Z ak(& Z)
k=—1 k=n+1
L1 10)
S

Z &k-i-l(sa z)ﬁn—k(sv Z) - an(sv Z) = an+1(5a Z)ﬂ()(sv Z) — U (8, Z) Z ak(S, Z)
k=-1 k=n+1

_1 —Sf(3> (5.1.37)
Definiujac

o0
def - ~ ~ ~ 1— f(s
(s, 2) f an+1(8, 2)up(s, z) — ui(s, 2) Z ak(s,z) — ¢, (5.1.38)
k=n+1 §
réwnanie (5.1.37) sprowadzimy do postaci
n
7/1n(572) = Z 6k+1(s,z)&'n_k(s,z) - ﬂn(s,z), 0<n<N-L
k=—1
(5.1.39)

Wykonane przeksztalcenia umozliwiajg nam zastosowanie Twierdzenia 1.4.
Dla okreslonych w (5.1.29) 1 (5.1.39) ciagéw (a,,) oraz (1) mozemy wyrazié
n-ty wyraz ciagu u, w sposéb rekurencyjny za pomoca wyrazoéw ciagu (Ry,)
okreslonego z kolei za pomoca ciagu (a,). Otrzymujemy wéwczas:
n
Un(s,2) = C(s,2)Rpt1(s,2) + Z Ry k(s,2)¥k(s,2), n>=0. (5.1.40)
k=0

W kolejnych krokach wyprowadzimy formuly dla funkeji ug(s, z), ui(s, z)
wystepujacych w definicji (5.1.38), a takze zapiszemy w postaci jawnej ele-
ment C(s,z) — w tym celu podstawimy do réwnania (5.1.40) n = 0:

uo(s,z) =C(s,2)R1(s) = C(s,2) =uo(s,2)ap(s,z). (5.1.41)

Analogicznie wyznaczamy pierwsze ,wyrazy” w réwnaniach (5.1.38)1 (5.1.39)
takze podstawiajac n = 0 oraz wykorzystujac fakt, iz 372 a;(s, 2) = zf(s),

P
k=1
a1 (s, z)uo(s, z) — ui(s, z) {Z (s, z) — 50(3,z)] _ 1Sf(5) _
k=0
s, ials. =) — (5,2 [27(9) — ol 2)| - L G
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Yo(s, z) = ao(s, z)ui(s, z) + ai(s, 2)uo(s, z) — uo(s, z). (5.1.43)
Poréwnujac (5.1.42) 1 (5.1.43) otrzymujemy

1—f(8)].

S

Ui (s,2) = [2f(s)]” [uo(s 2) — (5.1.44)

Pozostala nam do wyprowadzenia formuta dla funkcji @y (s, z), od ktérej za-
leza zaréwno (s, z) jak i C(s, z). Podstawiajac zaleznosci (5.1.38), (5.1.41)
i (5.1.44) do réwnania (5.1.40) otrzymamy

n

Un (s, z) = ao(s, z) Rnt1(s, 2)uo(s, z) + Z R, _k(s,2) [ak+1(5, 2)uo(s, 2)
k=0

—uy(s, 2) Z ai(s,z) — 1—5(8)]
i=k+1

= Go(8, 2) Rng1 (s, 2)Uo(s,2) + > Ry—k(s, 2) [6“1(3, 2)up(s, )
k=0

— (zf(s))f1 (ﬁo(s,z) — 1_7f(8)) i a;i(s,z) — 1_]0('9)] (5.1.45)

§ i—=ht1 §

Definiujac

An(s, 2) def Ry+1(s, z)ap(s, 2)

+ D Ruk(s,2) [arsa(s,2) = (2£(s) D @ils, )] (5.1.46)
k=0 i=k+1
oraz
def 1 — " N
B,(s,z) = zsf z:: -k (8,2 (Z:%;Flai(s,z) —zf(s)) (5.1.47)
zapisujemy (5.1.45) w nowej postaci
Un(s,z) = Ap(s, 2)up(s, z) + Bn(s, 2). (5.1.48)

W przedostatnim kroku do réwnania (5.1.34) wstawiamy zaleznosé (5.1.48),
otrzymujac

An(s, 2)uo(s,z) + Bn(s,z) = un(s, 2) Z bi(s (s,2)uo(s, 2)
+ Bn_k(s,2)] + uo(s, 2 Z br(s) + (s, 2). (5.1.49)
k=N
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W koficu z réwnania 5.1.49 wyznaczamy jawna postaé¢ funkeji up(s, z):

Zg:_ll be(s)Bn—_k(s,2) — Bn(s,2) + (s, 2)
An(s,2) = 05 br(s)An—k(s,2) — X0 n bi(s)
Wyprowadzone zaleznosci (5.1.48) i (5.1.50) w polaczeniu z podstawieniem

(5.1.33) postuza nam do uzyskania ostatecznej postaci podwdjnej transfor-
maty ,mieszanej” rozktadu liczby obstuzonych zgloszen. Poniewaz

uo(s,z) = (5.1.50)

hn(s,2) = un—_n(s,2) = Uo(S, 2)AN—n(S,2) + BN_n(s, 2), (5.1.51)
zatem prawdziwe jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 5.1. W modelu kolejkowym typu M/G/1/N z regulaminem
wielokrotnych okresow przestoju podwdjna transformata ,mieszana” rozktadu
warunkowego liczby zgloszen obstuzonych do chwili t, gdzie warunkiem jest
ich liczba zakumulowana w buforze w poczgtkowej chwili, wyraza sie naste-
pujgcym wzorem:

hn(s,2) = BN_n(8,2) + AN_n(s,2) X
SN bi(s) By (s, 2) — B (s, 2) +7(s, 2)
AN(s,2) = S35 br(s) An—i(s, 2) = 202 bi(s)”

gdzie by(s), v(s, 2), Ak(s), Bg(s,z) okreslono w (5.1.8), (5.1.30), (5.1.6) i
(5.1.47) odpowiednio.

(5.1.52)

5.2 Zlozony proces Poissona

W niniejszym podrozdziale poszerzymy zakres naszych rozwazan o grupowy
naplyw pakietéw, rozwazajac tym samym model kolejkowy typu M* /G /1/N,
w ktérym z prawdopodobienstwem py (gdzie > 7= pr = 1) do systemu na-
plywaja grupy liczace k zgloszen obshugiwalnych (bedacych w istocie po-
jedynczym zgloszeniem naplywajacym), a naplyw jest okreslony zlozonym
procesem Poissona o intensywnosci A (grup zgloszen na jednostke czasu).
Niezmiennie obstuga zgloszen przebiega wedtug dyscypliny FIFO i jest zgodna
z rozkladem zadanym przez dystrybuante F'(-). Pojemno$é systemu to N
zgloszen — bufor akumulujacy zawiera N — 1 miejsc na pojedyncze zglosze-
nia obstugiwalne, a dodatkowo jedno takie zgtoszenie moze by¢ obstugiwane.
W dalszym ciagu okres zawieszenia przez serwer obstugi sktada sie z wielu
pojedynczych okresow przestoju, a ich dlugosé trwania jest zgodna z rozkta-
dem zadanym przez dystrybuante G(-).

Powtérnie w celu uniknigcia kolizji oznaczen oznaczmy przez Y (t) liczbe
zgloszen (obstugiwalnych) obecnych w systemie w chwili ¢, pozostawiajac
takie samo oznaczenie h(t) okreslajace liczbe zgloszen obstuzonych przez
serwer do chwili ¢. Zdefiniujmy w nastepujacy sposob rozklad warunkowy
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liczby zgloszen obstuzonych do chwili ¢ > 0, gdzie warunkiem jest liczba
zgloszen zakumulowanych w buforze w chwili poczatkowej ¢ = 0:

HX(t,m)=P{h(t)=m|Y(0)=n}, t>0,0<n<N. (5.2.1)

Ponownie, zakladajac, iz system jest pusty (n = 0) w chwili rozpoczecia
obstugi zgloszen (¢t = 0), juz w tej chwili rozpoczyna sie okres zawieszenia
obstugi. Stosujac twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym otrzymu-
jemy nastepujacy wzér dla modelu z grupowym naplywem zgloszen:

HO (t,m) Z pkz dG’Z* /t e Mdy
y=u

tmu [N Nuto—y J

- 1
TVTUL r=0 j=0 J:

—u)) 6A<u+vy>] 4G (v)

r=N—k j=0 7!
o] o) t ) t t—u
+ Z Dk Z dG" (u) Aef)‘ydy/ HX(t —u — v, m)dG(v)
=N i—0 u=0 y=u V=y—u
o0 ot o , t
+y / S oGt — w)dG™ (u) / ANy + 6y ge ™, (5.2.2)
i—0 Y u=0 y=u

gdzie 6; ;, G(-), G*(-), pé-* zostaly okre$lone w Definicjach 1.1, 1.3, 1.4 1 1.5
odpowiednio.

Dla przypadku grupowego naplywu zgloszen prawa strona wzoru (5.2.2),
opisujacego proces zliczajacy obstuzone zgloszenia, sktada sie z sumy pieciu
sktadnikéw. Analogicznie do wzoru (5.1.2) pierwszy element sumy odpo-
wiada sytuacji, w ktorej okres zawieszenia przez serwer obstugi konczy sie
przed chwila t, a w momencie jego zakonczenia w buforze zakumulowanych
zgloszen jest mniej niz wynosi jego pojemnosé. W takim przypadku obstuga
zgloszen rozpoczyna sie po zakonczeniu ostatniego okresu przestoju o diu-
gosci v (w momencie u + v < t odpowiadajacym catkowitej dtugosci poczat-
kowego okresu zawieszenia obstugi), a w buforze zakumulowanych moze by¢
k + r zgloszen, gdzie k to ilo$é zgloszen przybylych w momencie y (rozmiar
pierwszej nadchodzacej grupy zgloszen), a r € {0,--- , N — k — 1} to ilosé¢
zgloszen ktore naptynely do systemu w przedziale czasu o dtugosci u+v —y.
Drugi oraz trzeci sktadnik sumy opisuja przypadek, w ktéorym nastepuje
catkowite zapelnienie bufora w trakcie trwania okresu zawieszenia obstugi,
konczacego sie rowniez przed chwila t. Wystepujaca w obydwu sktadnikach
funkcja vaf (t—u—wv, m) stanowi, iz w momencie u+v < ¢ serwer rozpoczyna
obstuge doktadnie N zgloszen zakumulowanych w systemie. Wyréznikiem
tych sktadnikéw jest sposdb doprowadzenia do efektu catkowitego zapelnie-
nia bufora. Drugi skladnik realizuje przypadek kilkukrotnego (co najmniej
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dwukrotnego) grupowego naplywu zgloszen, ktérych liczba po ich zsumo-
waniu daje warto$¢ rowng co najmniej V. Natomiast trzeci sktadnik odnosi
sie do przypadku, w ktérym jednokrotny napltyw grupy pakietéw skutkuje
zapelnieniem bufora. Skladniki czwarty i piaty sa identyczne ze sktadni-
kami trzecim i czwartym wzoru (5.1.2). Dla przypomnienia: czwarty sktad-
nik odzwierciedla przypadek naplywu pierwszego zgloszenia przed chwila
t, skutkujacego rozpoczeciem obstugi zgloszen (czyli zakonczeniem okresu
przestoju systemu) nastepujacym po chwili ¢ (w momencie u + v > t), za$
piaty odpowiada sytuacji, w ktorej pierwsze zgloszenie napltywa do systemu
po chwili ¢.

Do wyprowadzenia réwnania opisujacego proces zliczajacy obstuzone
zgloszenia przy zalozeniu, ze w buforze na starcie obecnych jest Y (0) = n
zgloszen (przy czym 1 < n < N), powtérnie wykorzystamy fakt, iz w mo-
delu kolejkowym typu M~ /G /1 momenty zakoficzenia obstugi zgloszen sa
momentami Markowa [61]. Tym samym zastosowanie twierdzenia o praw-
dopodobienstwie catkowitym wzgledem pierwszej chwili ukoniczenia obstugi
umozliwia nam wyprowadzenie nastepujacego uktadu rownan catkowych:

t N—-n—-1 k

HX(t,m)=1I{m > 1} [ Z prg .' _/\yH ntk—1(t —y,m —1)

y=0" k=0 j=0
+Hy_1(t—y,m Z prg —Ay}dF(y)erm,OF(t), (5.2.3)
k=N-—n j=0

Uklad (5.2.3) stanowi rozszerzenie ukladu (5.1.3) na przypadek grupowego
napltywu zgloszen, wyrazonego wystepujaca dwukrotnie suma Z] Opk i
zwigzang z nia odpovvlednlq indeksacja. Opis wystepujacych po prawej stro-
nie réwnosci (5.2.3) trzech elementéw sumy jest analogiczny do opisu ukladu
(5.1.3) poczynionego w podrozdziale 5.1 i z tej racji nie bedziemy go powielaé
W tym miejscu.

Wprowadzmy nastepujace oznaczenie dla transformaty Laplace’a roz-
ktadu warunkowego liczby obstuzonych zgloszen w systemie z grupowym
ich naptywem:

R (s,m) :/ e SUHX (t,m)dt, Re(s) > 0,n > 0. (5.2.4)
0

Roéwniez dla ostatniej rozwazanej charakterystyki kolejkowania proces
wyznaczenia ukladu rownan dla transformat Laplace’a z ukladu réwnan
(5.2.2) i (5.2.3) zostanie podzielony na kilka etapéw, a ich liczba jest uwa-
runkowana iloécia skladnikéw w rozwazanych sumach (pieé¢ sktadnikéow w
(5.2.2) i trzy skladniki w (5.2.3)).

Transformata Laplace’a pierwszego sktadnika catkowego po prawej stronie
wzoru (5.2.2) ma postaé
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N o Nkt )\J +1 t ‘ t
Z Dk Z Z Z / *Stdt/ e*’\“dGZ*(u)/ dy
k=1 i=0 r=0 ;=0 ! t=0 u=0 y=u
t—u )
x / e M (u+v—y) Y, (t — u —v,m)dG(v) (5.2.5)
V=y—u

Sktadnik ten ma analogiczna postaé¢ do pierwszego sktadnika wzoru (5.1.5).
Réznice pomiedzy tymi sktadnikami obejmuja powigkszenie ilosci sum do
czterech i odmienno$é zmiennych indeksujacych wystepujacych w sumach
ze wzgledu na grupowy naplyw zgloszen. Metodyka prowadzenia prze-
ksztalcen z wykorzystaniem zamian granic catkowania pozostaje niezmienna,
a jej powielenie dla (325) pozwala nam uzyskaé¢ nastepujaca forme:

N-1 N—k—-1 r

Zpk 3 pr* 2%/ e~ O lugGi* (y )/Oo dy %

r=0 j5=0 y=u
u+v—y) e MIUIG (v e st X (t—u— v, m)dt.
k+r
V=Y—u t=u+v
(5.2.6)

Dokonujac podstawienia t =t — u — v w polaczeniu z (2.1.9), obliczona w
(2.1.6) calka oraz oznaczeniem (5.2.4), doprowadzamy sktadnik (5.2.6) do
nastepujacej postaci:
— NI —(A+s) v v)j+1
Z Dk Z hk—H“ s,m) Z / i 1)!dG(v).
(5.2.7)
Definiujac

def 1 [P s Q0P
brls) = 1—g(/\+s)j§)pi /1):06 : (j+1)!dG(U) (5:2.8)

otrzymujemy ostateczng postaé sktadnika

N-1 N—-k—1

Zpk Z ﬁ?—&-r(sam)br(s)' (529)
k=1 r=0

Transformata Laplace’a drugiego sktadnika catkowego po prawej stronie wzoru
(5.2.2) ma postac

Sud 3 S Ceta [ v [

k=1 i=0 r=N—k j=0 =u

t—u .
% / €—>\U(u + v — y)]H])\g(t —u — U, m)dG(’(}) (5210)

=y—u
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Skladnik ten rézni si¢ od poprzedniego jedynie indeksami sumy > 2 v p
oraz H f\g , wobec czego, stosujac analogiczne przeksztalcenia, otrzymujemy
nastepujaca postaé ostateczna:

N-1 00
ook Y ha(s,m)by(s). (5.2.11)
k=1

r=N—k

Transformata Laplace’a trzeciego sktadnika catkowego po prawej stronie wzoru
(5.2.2) przyjmuje postaé

0 o0 [eS) t ) t
Z Dk Z/ e_Stdt/ dGz*(u)/ e M dy
=N =0 t=0 u=0 Yy=u
t—u
X / H (t —u—v,m)dG(v). (5.2.12)

=y—u

Stosujac takie same zamiany granic catkowania jak w przypadku pierw-
szego sktadnika (5.1.5) otrzymamy

Z Dk Z dGl* / e~ )‘ydy/

'L(]u_

o0
X /t e ST HX (t —u — v, m)dt =

=u-+tv

Z Dk Z/ e U dG™ (u) / )\ef/\ydy/ e *dG(v)

k=N  i=07u=0 y=u v=y—u

X / e st gX (¢t — w— v, m)dt. (5.2.13)
t=u+v

Nastepnie w réwnaniu (5.2.13) dokonujemy podstawienia t = t —u —wv. Dla
uproszczenia zapisu przyjmujemy notacje nowych zmiennych pozbawiona
podkreslen

Zka/ fsudG'L* )/ e~ /\ydy/ fsvdG )
y:
x/ e SLHX (t,m)dt =
t=0
& Sl [e's) . [e%S) u—+v
Z ka/ e*S“dGl*(u)/ e*SUdG(v)/ e Mdy
k=N i=0"u=0 v=0 y=u
X / e SLHR (t, m)dt. (5.2.14)
t=0

Uwzgledniajac obliczona w (2.2.7) catke w polaczeniu z oznaczeniem (5.2.4)
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mozemy przeksztalcié (5.2.14) do postaci

I (s,m) > ka/ e*S“dGz*(u)/ e Ve M1 — e ] dG(v)
k=N  =07u=0 v=0

~ X roo . 0

h)]\(](s,m) Z i Z/ ef(AJrs)udGz*(u)/ [efsv _ ef(/\Jrs)v]dG(,U) _
k=N i=0"v=0 v=0

Wsm) Yoy [ e e w)
k=N i=0"Y=

x l / OOO e~ dG () — / OOO e<A+S>vdG(v)1. (5.2.15)

Stosujac Definicje 1.6 i zaleznos$¢ (2.1.9) otrzymujemy ostateczna postaé
sktadnika:

X (s,m) Z AA:S)S) (5.2.16)
=N

Transformata Laplace’a czwartego sktadnika catkowego po prawej stronie
wzoru (5.2.2) ma nastepujaca postac:

S 00 t ) t
> / e~ Stdt / 6m.0G (t — u)dG™ (u) / e M dy. (5.2.17)
i—o /t=0 u=0 y=u

Sktadnik ten jest identyczny jak skladnik trzeci (5.1.12) wzoru (5.1.2),
tym samym jego ostateczna postaé¢ przedstawiona w (5.1.16) wyraza sie
nastepujaco:

6m,0
—g(A+s)

s A+s

(5.2.18)

1—g(s) 1—g(>\+s)1‘

Transformata Laplace’a piatego sktadnika catkowego po prawej stronie wzoru
(5.2.2) ma postaé

t—o0
—(A t
e—(A+s) 6m.0

~ Smoe” Atgr = § = )
0¢ A+ s

N ——— 5.2.19
t=0 (N +s) , ( )

Transformata Laplace’a pierwszego skladnika calkowego po prawej stronie
wzoru (5.2.3) przyjmuje postaé

181



5. Analiza procesu liczacego obstuzone zgloszenia

I{m > 1}x

o) . t N—n—1 k . (Ay) _)\y

e *'dt Z Z;U,i 3 H,Y k1t —y,m —1)dF(y)
N-—n—1
=I{m > 1} Z
k=0

e [ (\y)
<3 pi / e dp(y)/ CHEX (t—y,m—1)dt.

=0 y=0 J: t=y

(5.2.20)

Dokonujac podstawienia t = t —y w réwnaniu (5.2.20) i upraszczajac zapis,
poprzez przyjecie notacji nowych zmiennych niezawierajacej podkreslen

otrzymujemy:
N—-n—1
=I{m>1} Z
k=0
k . ~
Z v / o ) — 4y )/ e ' HyY i (t,m — 1)dt. (5.2.21)
j=0 y:O t=0
Definiujac
de v [ ey (A J
ai(s) :fng / e~ (At )y%dF(y) (5.2.22)
j=0 y=0 7t

wraz z jednoczesnym zastosowaniem wprowadzonego oznaczenia transfor-
maty Laplace’a (5.2.1) otrzymujemy ostateczna postaé¢ skladnika:

N—n—1
I{m>1} Z ar(s)hX 1 (s,m — 1), (5.2.23)

Transformata Laplace’a drugiego sktadnika catkowego po prawej stronie wzoru
(5.2.3) ma nastepujaca postac:

I{m > 1}x

00 00 k
[oeva 5 S P ey - - varw),

0 p=N_nj=0

(5.2.24)
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Stosujac analogiczne wzgledem pierwszego sktadnika przeksztatcenia otrzy-
mamy nastepujaca postaé ostateczng:

I{m > 1} i

k=N—

)\ e e}

Z / ~Oka 0 jy‘) dF(y) / e Hy_y(t,m — 1)dt =
t=0

I{m > 1}hx_,(s,m — 1) Z ak(s (5.2.25)
k=N-n

Ostatni sktadnik catkowy po prawej stronie wzoru (5.2.3) jest identyczny ze
sktadnikiem trzecim wzoru (5.1.3), wyprowadzonego dla prostego procesu
Poissona, dla ktorego szczegdtowe obliczenia przeprowadzilisSmy w (5.1.24).
W ich rezultacie otrzymalismy:

0o _
6m,0/ €7Stf(t)dt = 5m7017f(8). (5.2.26)
t=0 S

W celu uproszczenia notacji zdefiniujmy:

e jako D(s) nastepujacy fragment trzeciego sktadnika wzoru (5.2.2)

def 5~ 9(s) = g(A+s)
D(s) = k;\[pkz mpTE (5.2.27)

e jako d(s,m) caly czwarty sktadnik wzoru (5.2.2)

def  Ompo

le) 1—g(s) 1-—g(A+s)
d(s,m) = s S .

5.2.28
s A+ s ( )

Wéwezas uklad réwnan dla transformat Laplace’a otrzymany z (5.2.2) i
(5.2.3) przyjmie nastepujaca postac:

N N-1 N—k:—l/\ N o0
o) = | 2 TG e) i) 3 o+
r=0

= r=N—k

~ Om
hi(s,m)C(s) + d(s,m) + M’OS (5.2.29)

N-—n—1
hoy (s,m) = I{m > 1}l S ar($)hpoi(sm — 1)+

k=0
Xy i an(s ] +5m01_7f(5), (5.2.30)
k::N n o
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gdzie 1 <n < N.
Aby unikngé¢ niedogodnosci powodowanych przez funkcje indykatorowe
I{-}, ponownie zastosujemy podejécie wykorzystujace funkcje tworzaca. Niech

o0
hX (s, 2) = > 2"hiy (s,m), 0<n<N, |2 < 1. (5.2.31)
m=0

Funkcja okreslona w (5.2.31) jest analogiczna do funkcji wprowadzonej w
(5.1.28) dla przypadku prostego procesu Poissona.

Ponadto, analogicznie do procesu prostego, skorzystamy ze zdefiniowa-
nych w (5.1.29) i (5.1.30) funkcji a;(s,2) i v(s,2) (nie wystepuje w nich
indeksacja wskazujaca na wykorzystywanie zlozonego procesu Poissona).
Wéwezas uktad rownan (5.2.29) 1 (5.2.30) otrzyma nastepujaca postaé:

N-1 N—k—1 0o
hy (s,2) = Dk Z hf_,_r(s, 2)by(s) + hx(s, 2) Z by(s) |+
k=1 r=0 r—N—k
hiv (s, 2)D(s) + (s, 2) (5.2.32)
N—n—1 0o
1
hX(S Z Z ak S Z)hf_;'_k 1(5 Z) + hN S Z Z ak ﬂ’
k=0 k=N-—n $
(5.2.33)

gdzie 1 <n < N.
Do otrzymanego w (5.2.32) i (5.2.33) ukladu réwnan dla transformat La-
place’a zastosujemy podstawienie

X (s,2) = hx (s, 2), (5.2.34)

w wyniku ktérego uktad ten przyjmie nastepujaca postac:

N-1 N—-k—1

Un (s, z) = Z Z b (8)UN_1_ (5, 2) + U5 (s, 2) Z br(s)
= N—

= r= k
—i—ﬁOX(s,z)D( )+ (s, z) (5.2.35)
x n—1 00 _ 1 —f(S)
(5,9 = 3 anl DT (5,2) + T (5,9) 3 s, 2) + L)

k=0 k=n
(5.2.36)

gdzie 0 <n < N — 1.

W kolejnych krokach dokonywane przez nas przeksztalcenia sa iden-
tyczne z przeksztalceniami prowadzonymi dla prostego procesu Poissona w
krokach (5.1.36) i (5.1.37) i maja na celu doprowadzenie réwnania (5.2.36) do
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5. Analiza procesu liczacego obstuzone zgloszenia

postaci umozliwiajacej zastosowanie Twierdzenia 1.4. Wychodzac od réwna-
nia

n—1 o)

Up (5,2) = > (s, 2)Un_pi1(8,2) + 07 (8,2)An(s,2) + 07 (s,2) Y an(s, 2)
k=0 k=n+1

MERP O] (5.2.37)

S

w wyniku przeksztatcen otrzymujemy

n

Y Akri(s, 2)Un_p(s,2) = @y (5,2) = Gnta(s, 2)85 (s, 2)

k=—1
oo 1 _
- a{((suz) Z ak(svz) - ﬂ (5238)
s
k=n+1
Definiujac
def - ~ ~ > ~ 1-— S
%(5, Z) :f an—i—l(S’ Z)Ué((sa Z) - U{(<3, Z) Z CLk(S, Z) — ¢7
k=n+1 §
(5.2.39)
réwnanie (5.2.38) przeksztalcamy do postaci
1/}71(872) = Z 6k+1(s,z)ﬁ§,k(s,z) - af(suz)a 0<n<N-L
k=—1
(5.2.40)

Dla okre$lonych w (5.2.22) i (5.2.39) ciagéw (a,) oraz (i,) wyrazamy n-ty
X w sposob rekurencyjny za pomoca ciagu (R,,) okreslonego z kolei

wyrazami ciagu (a,). Otrzymujemy:

wyraz u

n

UX (s,2) = C(s,2)Rny1(s,2) + Z R —k(s,2)Yk(s,2), n>=0. (5.241)
k=0

Pozostalo nam wyprowadzenie formut na funkcje % (s, z), U3 (s, 2) wystepu-

jace we wzorze (5.2.39), a takze zapisanie w postaci jawnej elementu C(s, z).
Podstawiajac n = 0 do réwnania (5.2.41) otrzymujemy
Uy (s,2) = C(s,2)Ri(s) = Cf(s,2) = U (s,2)ao(s, 2). (5.2.42)

Analogicznie wyznaczamy pierwsze ,wyrazy” w réwnaniach (5.2.39)1 (5.2.40)
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(dla n = 0), korzystajac zarazem z faktu, iz 3272 a;(s, z) = 2 f(s):

(s, 2) = (s, 2)ii (5,2) — 7 (s, 2 Zaksz L
(5,2 (5,2) — il s, z)[Z n(5,2) — n(s,2)| - L
k=0
a1 (s, 2)i (s, 2) — 05 (s, 2) [zf(s) _ dio(s, z)] _ 1_3"6(5’) (5.2.43)
Yo(s, z) = ao(s, 2)U5 (s, 2) + a1 (s, 2)T (s, 2) — Us (s, 2). (5.2.44)
Poréwnujac (5.2.43) i (5.2.44) otrzymujemy
i (5.2) = () i (5,2) 1_5;]0(8)] (5.2.45)

Pozostata nam do wyprowadzenia formuta dla funkcji ﬁéf (s, z). Podstawiajac
zaleznosci (5.2.39), (5.2.42) 1 (5.2.45) do réwnania (5.2.41) dostajemy

n

WX (s,2) = ao(s, 2)Rny1(s, 2)U (s,2) + Z R, _k(s,2) lakﬂ(s, 2)U (s, 2)

k=0
- uf((s, Z) Z ai(sa Z) - 1_$f<3>‘|
i=k+1

n

= Go(5, 2) Rns1(s, 2)TU0 (5,2) + Y Ru—i(s, 2) [akﬂ(s, 2)ui (s, 2)
k=0

— (=) " (@ (5, 2) - 1_7“5)) S (s, 2) - _f(s)]. (5.2.46)

s =kt 1 s

Definiujac w sposéb identyczny z zaprezentowanym w (5.1.46) 1 (5.1.47)
funkcje

An(s,2) = B (s, 2)a0(s, 2)
+ Z R, k(s,2) [5k+1(s,z) — (zf(s))_l Z &i(s,z)} (5.2.47)
k=0 i=k+1
oraz
Bu(s.2) & LI 5~ (i Gils,2) — 2/(),  (5.2.48)
zsf s) oo i=k+1
otrzymujemy nowa postaé¢ (5.2.46)
WX (s,2) = An(s, 2)U5 (s, 2) + Bn(s, 2). (5.2.49)
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Nastepnie wstawiamy zaleznos¢ (5.2.49) do réwnania (5.2.35), otrzymujac

N— N—k—1
An(s, 2)U5 (s, 2) + By (s, 2) = Ui (s, 2) = Z pkl Z br(s)[AN—k—r(S,2)
k=1 =

X ﬂé((s, 2) + BN_k—r(s,2)] + 175((5, 2) Z br(s)| + ﬂé((s, 2)D(s) + (s, 2).

r=N-—k

(5.2.50)

W koncowym kroku z réwnania (5.2.50) wyznaczamy jawna postaé¢ funkcji:

Uy (s, 2) =
Zk 1 Pk N k b (S)BN—k—T(SaZ) BN(S Z) +’7( S, ) .
An(s,2) = S0 lpk[ N b () AN s (5 2) + 22 i bo(5)] = D(s)
(5.2.51)

Wyprowadzone zaleznosci (5.2.49) i (5.2.51) w polaczeniu z podstawieniem
(5.2.34) pozwalaja nam na uzyskanie ostatecznej postaci podwéjnej trans-
formaty ,mieszanej” rozkltadu warunkowego liczby obstuzonych zgloszen.
Odpowiedni wynik sformutujemy w postaci twierdzenia.

Twierdzenie 5.2. W modelu kolejkowym typu M /G/1/N z requlaminem
wielokrotnych okresow przestoju podwdjina transformata ,mieszana” rozkladu
warunkowego liczby obstuzonych do chwili t zgloszen wyraza sie nastepujg-
cym wzorem.:

hX(s,2) = Bn_n(s,2) + An_n(s, 2)x
Zk 1 kaN b ( )BN—k—T(S’Z) _BN(sz) +’Y(S7z)

An(5.2) = SNS i[ SNGT 0n(9) Ak (5,2) + S22 v bir(s)] = D(s)
(5.2.52)

gdzie bi(s), (s, z), D(s), Ax(s), Bi(s,z) zdefiniowano w (5.2.8), (5.1.50),
(5.2.27), (5.2.07) i (5.2.48) odpowiednio.

5.3 Analiza numeryczna i symulacje.

W celu przeprowadzenia analizy wynikéw obliczenn numerycznych musimy
pochyli¢ sie nad nastepujaca kwestia: zdefiniowane w (5.1.1) i (5.2.1) roz-
ktady liczby pakietéw obstuzonych do chwili ¢ sa w naturalny sposéb uzalez-
nione od konkretnej wartosci parametru m oznaczajacego doktadng liczbe
obstuzonych pakietéw (h(t) = m). Wyznaczanie rozkladéw prawdopodo-
bienstwa obstuzenia poszczegdlnych iloéci zgloszen jest wysoce nieefektywne
obliczeniowo, a tym samym réwniez czasowo (uzyskujac charakterystyke

187



5. Analiza procesu liczacego obstuzone zgloszenia

w stanie nieustalonym musielibydmy prezentowaé zmienne w czasie roz-
ktady prawdopodobienstwa obstuzenia poszczegdlnych mozliwych wartosci
m € 0,1,2,...). Bardziej intuicyjna i zarazem latwiej osiagana obliczeniowo
miara jest wartos¢ srednia ilosci pakietéw obstuzonych do chwili ¢t. Do jej
wyznaczenia ponownie poshuzymy si¢ faktem, iz warto$é¢ oczekiwana (sta-
nowiaca moment zwykly rzedu pierwszego) jest réwna pierwszej pochod-
nej z funkeji tworzacej (podejécie takie jest czesto stosowane w analizie
charakterystyk stochastycznych modeli kolejkowych, zob. np. [24] oraz [30)]
podrozdzial 3.1 wzér (3.14)). Funkcja tworzaca dla omawianej charaktery-
styki kolejkowania zostala wprowadzona dla procesow prostego i ztozonego
w (5.1.28) oraz (5.2.31) odpowiednio. Ograniczajac sie do bardziej ogdlnego
przypadku ztozonego procesu Poissona przyjmijmy nastepujace oznaczenie
dla éredniej liczby zgloszen obstuzonych do chwili ¢ (gdzie 0 < ¢t < o0)
uwarunkowanej poczatkowym stanem bufora akumulujacego:

EX{h(t)|Y(0) = n} Y BEHX (1) Zm P{h(t) = m|Y(0) = n}.
(5.3.1)

Innymi stowy Srednia ilo$¢ obstuzonych do chwili ¢ zgloszen réwna jest sumie
iloczynow: ilosci zgtoszen m oraz prawdopodobienstw obstuzenia dokladnie
m zgloszen dla m € 0,1,2,.... Obliczajac pierwsza pochodna z funkcji two-
rzacej (5.2.31) otrzymujemy

9 rx — 2 OO e st LM =m =n =
e Z)HZ:1 =] / Z P{A(t) = m|Y(0) = n}dt] B
[/t e Z mz™ - P{h(t) = m | Y (0) = n)di] =

/:; e st Z m-P{h(t) =m|Y(0) = n}ldt = LT[EH; (1)], (5.3.2)

gdzie operator LT[-] oznacza transformate Laplace’a. W celu otrzymania
wartosci éredniej liczby zgloszen obstuzonych do chwili ¢, do wyprowadzonej
w (5.3.2) transformaty Laplace’a zastosujemy algorytm numerycznego jej
odwracania. W niniejszym rozdziale, wzorem poprzednich, wykorzystamy
algorytm Gavera-Stehfesta, a takze drugi algorytm nazywany od nazwisk
twércoéw algorytmem Abate-Choudhury-Whitt (obydwa algorytmy zaczerp-
nieto z pracy [1]). Uzycie drugiego algorytmu podyktowane jest zaprezen-
towanym w podrozdziale 5.3.1 niesatysfakcjonujacym wynikiem osigganym
przez obliczenia numeryczne z uzyciem algorytmu Gavera-Stehfesta wzgle-
dem obliczenn symulacyjnych. Dla opisywanej w rozdziale charakterystyki
kolejkowania bardziej zbiezne rezultaty poréwnania obliczen numerycznych
i symulacji sg osiggane przy uzyciu algorytmu Abate-Choudhury-Whitt.
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W dalszej czedci rozdzialu wszystkie zaprezentowane wyniki zostaty wy-
generowane dla modelu, ktérego pojemnos¢ okreslona litera N wynosi 10 pa-
kietéw (przy czym bufor akumulujacy zgloszenia moze zgromadzi¢ do dzie-
wieciu pakietéw w trakcie gdy jeden pakiet jest obstlugiwany). Dystrybuanta
G(+), wyznaczajaca dlugos$¢ trwania kazdego pojedynczego okresu zawiesze-
nia obstugi, oraz F(-), ktéra wyznacza czas obstugi kazdego zgloszenia, sa
dystrybuantami rozkladu wyktadniczego postaci (4.3.2), gdzie parametr
bedzie okredlony indywidualnie dla wszystkich wykonanych w niniejszym
rozdziale badan. Podstawowa jednostka objetosci pakietéw v po raz kolejny
bedzie warto$¢ 100 B. W nawigzaniu do zaprezentowanego w Przykladzie
1 modelowania sredniego rozmiaru pakietu, w niniejszym rozdziale powie-
limy przyjete wczeéniej rozumowanie, zgodnie z ktérym pojedyncze zglosze-
nie o rozmiarze bedacym wielokrotnoscig podstawowej jednostki objetosci —
j-v=7j-100 B — traktujemy jako grupe o licznosci j pakietéw/zgloszen.

5.3.1 Analiza poré6wnawcza obliczen numerycznych i symu-
lacji.

Podobnie jak w analizach poréwnawczych wykonanych w podrozdziatach
2.3.2 oraz 3.3.1 obecne badania symulacyjne takze przeprowadzone zostaty
na prébach o licznoéci dziesieciu tysiecy powtdrzen startu procesu kolejko-
wania pakietéw. Analogicznie jak wczesniej dla kazdej préby losowane jest
unikalne ziarno uzywane do inicjalizacji generatora liczb pseudolosowych od-
powiadajacych za losowos¢ momentow naptywu i czasu obstugi pakietéw, a
takze dlugosci pojedynczych okreséw przestoju w trakcie zawieszenia ob-
stugi. W symulacjach wtaczona zostala rejestracja ilosci obstuzonych pakie-
tow, dokonywana z krokiem czasowym t.. Krok ten zaréwno dla procesu
prostego jak i procesu zlozonego jest taki sam, wynosi ¢, = 0.0005 sekundy
i opisuje chwile czasu k - t. = ¢t € [0,0.2] dla k = 0;1;2;...;400, w ktérych
nastepuje zarejestrowanie aktualnej liczby obstuzonych pakietow.
Pozostale parametry wybranego modelu kolejkowego prezentuja sie naste-
pujaco: poczatkowa liczba zgloszen w systemie n = 0, intensywno$¢ na-
plywu zgloszen A = 600 pakietéw/s, intensywnosé ich obstugi p = 600
pakietéw/s, odwrotno$é parametru skali dla dystrybuanty V' (-) to & = 1000
(wéwczas pojedynczy okres przestoju wynosi érednio ¢, = 0.002 s). Ostat-
nim wystepujacym w modelu parametrem, zwiazanym z grupowym napty-
wem pakietéw w procesie zlozonym, jest ciag prawdopodobienstw (pr) =
{0.5,0.25,0.25,0, ...}, ktérego postaé definiuje éredni rozmiar grupy € = 1.75.
Maksymalne réznice w wartosciach $redniej ilosci obstuzonych pakietéw, wy-
znaczone w chwilach k-t., pomiedzy obliczeniami numerycznymi a wynikami
symulacyjnymi wynosza:

e (0.140957 dla procesu prostego,
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Rysunek 5.1: Poréwnanie wartosci $redniej E{h(t) | X (0) = 0} liczby obstu-
zonych do chwili ¢ pakietéw dla prostego procesu Poissona, otrzymanego: 1)
poprzez numeryczne obliczenia wykorzystujace wzér (5.1.52) — czarna linia
na wykresie; 2) jako statystyczny wynik badan symulacyjnych — pomaran-
czowe kwadraty na wykresie.

e 5.9372 dla procesu zlozonego z algorytmem Gavera-Stehfesta odwra-
cania transformaty Laplace’a,

e 4.92585 dla procesu zlozonego z algorytmem Abate-Choudhury-Whitta
odwracania transformaty Laplace’a.

Wykres przedstawiony na Rysunku 5.1 obrazuje wysoka zgodno$é po-
miedzy obliczeniami numerycznymi a wynikami symulacyjnymi. Wynik za-
prezentowany na Rysunku 5.2 wymaga bardziej wyczerpujacego komenta-
rza. Uzywana w poprzednich rozdziatach metoda numerycznego odwraca-
nia transformaty Laplace’a oparta na algorytmie Gavera-Stehfesta zapew-
niata satysfakcjonujace rezultaty dla rozpatrywanych charakterystyk roz-
ktadu liczby zgloszen, czasu do przepelnienia bufora oraz opdznienia ko-
lejkowania. Dla obecnej charakterystyki procesu liczacego zgloszenia oka-
zala sie jednak niedostatecznie doktadna w zestawieniu z wynikami symu-
lacyjnymi — wraz z uplywem czasu wystepuje postepujace niedoszacowanie
ilosci obstuzonych pakietéow (dla przyjetej rozpietosci czasu w koncowym
momencie ¢t = 0.2 [s] blad wynosi juz niespelna 6 pakietéw). W celu zloka-
lizowania zrédta problemu zaimplementowano algorytm Abate-Choudhury-
Whitta, a otrzymane wyniki zaprezentowano na wykresie. Zaowocowalo to
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Rysunek 5.2: Poréwnanie wartosci éredniej EX {h(¢) | Y (0) = 0} liczby obstu-
zonych do chwili ¢ pakietéw dla zlozonego procesu Poissona, otrzymanego: 1)
poprzez numeryczne obliczenia wykorzystujace wzor (5.2.52) — czarne linie
na wykresie, z czego przerywana uzyskana dla algorytmu Gavera-Stehfesta,
za$ ciagta dla algorytmu Abate-Choudhury-Whitt odwracania transformaty
Laplace’a (skrétowiec "Abathe’); 2) jako statystyczny wynik badan symula-
cyjnych — pomaranczowe kwadraty na wykresie.

nieco mniejszym maksymalnym bledem (niespelna 5 pakietow) osigganym w
chwili t &~ 0.1 [s]. Zaistniala sytuacja uwidacznia wystepujacy w rozpatrywa-
nej charakterystyce problem numeryczny w zakresie obliczen przyblizonych.
Wystepujace we wzorze (5.2.52) nieskonczone szeregi w trakcie prowadzo-
nych na nich obliczeniach numerycznych w programie Mathematica sg ogra-
niczane badz sumowane w sposéb przyblizony — to w potaczeniu z przyblizo-
nym numerycznym odwracaniem transformaty generuje narastajace bledy w
wynikowej funkcji wyznaczajacej srednig iloé¢ obstuzonych pakietow. W pro-
cesie zliczajacym obstuzone zgloszenia istotna role odgrywajg réwniez war-
tosci wyliczane dla przypadkow, gdy nastepuje przepetnienie bufora — wzory
(5.2.10) i (5.2.24). W tych przypadkach wystepujace we wzorach nieskon-
czone szeregi dla r € {N — k,...,00} k € {N —n,...,00} sa problematyczne
z punktu widzenia obliczen numerycznych — nadejscie coraz to wiekszego w
rozmiarze wyjsciowego pakietu r-100 B lub £-100 B (interpretowanego jako
grupa 7 lub k pakietéw stubajtowych) jest coraz mniej prawdopodobne (ma-
lejace prawdopodobienstwo ma swoj wyraz w przeliczanych splotach praw-
dopodobienstw pi* i p,’:), jednakze wiaze si¢ z obliczanym ,,przetworzeniem”
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pewnej ilodci | < N pakietow ktére bufor zdotal pomiesci¢ zanim nastapito
jego przepelnienie. Z drugiej strony konieczne, z punktu widzenia ograniczo-
nej mocy obliczeniowej dostepnej w komputerze, ograniczanie iloéci oblicza-
nych elementéw nieskonczonych sum skutkuje pewnym niedoszacowaniem
wyliczanej transformaty Laplace’a rozkladu sredniej ilosci obstuzonych pa-
kietéw. Efekt ten jest potegowany w wigkszym stopniu poprzez algorytm
Gavera-Stehfesta numerycznego odwracania rzeczonej transformaty anizeli
przez algorytm Abate-Choudhury-Whitta, co obserwujemy na Rysunku 5.2.

W poprzednich charakterystykach efekt ograniczania sumowania nie-
skonczonych szeregdéw nie byl tak znaczacy, ze wzgledu na nieproporcjonalnie
mniejszy wplyw obliczanych pod szeregami wartosci — bez wzgledu na to czy
nadejdzie przekraczajaca w danym momencie rozmiar bufora warto$é¢ 3 czy
10 pakietow, to liczba zgloszen w przepelnionym buforze jest stala i nie za-
lezy od wybranego rzedu wielkosci, pierwsze przepelnienie bufora takze jest
niezalezne od rzedu wielkosci gdyz tak i tak wystapi, opdznienie kolejkowa-
nia réwniez bo kazdy pakiet niemieszczacy sie w buforze posiada opdznienie
rowne zero.

5.3.2 Badanie wplywu zmian czasu obstugi zgloszen w zlo-
zonym procesie Poissona

W trzech pierwszych eksperymentach przeanalizujemy wplyw zmian czasu
obstugi zgloszen na érednia liczbe obstuzonych do chwili ¢ zgloszen (5.3.1).
Rozwazymy trzy scenariusze, w ktorych parametr p dystrybuanty (4.3.2)
reprezentujacy intensywnosé¢ obstugi zgloszen przyjmuje wartosci p € {800,
600,480} pakietow/s, co przeklada sie na predkosci przetwarzania danych
rzedu 640, 480 i 384 kb/s. Intensywnosé naptywu zgloszen do systemu jest
stala 1 wynosi A = 600 pakietéw/s, wowczas uzyskujemy obciazenie sys-
temu na poziomie p € {0.75;1;1.25} wzgledem poszczegdlnych intensyw-
nosci obstugi pakietéw. Pozostalymi parametrami poczatkowymi sg: od-
wrotno$é parametru skali & = 1000 (co przeklada sie na dlugosé poje-
dynczego okresu przestoju wynoszaca Srednio t, = 0.002 s), éredni rozmiar
grupy € = 1.75 oraz ciag prawdopodobienstw (p;) = {0.5,0.25,0.25,0, ...},
wobec czego otrzymujemy Srednie zapelnienie systemu na poziomie x; €
{1.3125;1.75;2.1875} wzgledem poszczegblnych intensywnosci obstugi pa-
kietow. Kazdy z eksperymentéw ma przyporzadkowany indywidualnie para-
metr Y (0) = n poczatkowej liczby zgloszen obecnych w systemie, ktérego
wartos$ci wynosza 0, 5 oraz 10 pakietéw. Rysunki 5.3, 5.4 oraz 5.5 prezentuja
otrzymane wyniki obliczen numerycznych.

Analizujac pierwsza grupe eksperymentéw mozemy wysunaé nastepu-
jace, zgodne z oczekiwaniami wnioski:

e w przypadku gdy w chwili startu systemu nie ma zadnych pakietoéw
wymagajacych przetworzenia i serwer przechodzi w stan zawieszenia
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Rysunek 5.3: Wplyw zmian intensywnosci obstugi zgloszen p na wartosé
érednia EX{h(t)|Y(0) = 0} liczby obstuzonych do chwili ¢ pakietéw dla
A = 600 pakietéw/s.

obstugi (Rysunek 5.3), im wyzsza jest intensywnosé obstugi zgloszen,
tym predzej nastepuje moment obshuzenia pierwszego pakietu (a tym
samym punkt przeciecia krzywej wartosci sredniej ilosci obstuzonych
pakietéw z osig czasu jest blizszy t = 0);

o w przypadku gdy w chwili startu systemu w buforze istniejg zako-
lejkowane pakiety wymagajace obstugi (Rysunki 5.4 i 5.5), wéwczas
wszystkie krzywe wartosci éredniej ilosci obstuzonych pakietéw przeci-

naja o$ czasu dla t = 0;

e im mniejsza jest intensywnos$¢ obstugi pakietéw, tym mniejsza jest
srednia ilos¢ obstuzonych pakietéw;

e wraz ze wzrostem liczby zakolejkowanych w buforze w chwili startu sys-
temu pakietéw, nizsza jest Srednia ilo$é obstuzonych do chwili t = 0.20
[s] pakietow. Fakt ten jest konsekwencja utraty pewnej ilosci pakie-
tow, ktora to utrata jest wynikiem nastepujacego wezedniej pierwszego
przepetnienia bufora oraz kolejnych wystepujacych przepelnien z racji
wystepujacych w eksperymentach wysokich wartosci sredniego zapel-
nienia systemu na poziomie k;, € {1.3125;1.75;2.1875}.
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Rysunek 5.4: Wplyw zmian intensywnosci obstugi zgloszen p na wartosé
érednia EX{h(t)|Y(0) = 5} liczby obstuzonych do chwili ¢ pakietéw dla
A = 600 pakietow/s.

5.3.3 Badanie wplywu zmian intensywnosci napltywu zglo-
szen w zlozonym procesie Poissona

W kolejnych trzech eksperymentach przeanalizujemy zachowanie si¢ warto-
Sci éredniej ilosci obstuzonych do chwili ¢ zgloszen (5.3.1) w zaleznosci od
zmiennych wartosci intensywnosci naptywu pakietéw. Znéw rozwazymy trzy
scenariusze, w ktérych parametr A odpowiadajacy za intensywnosé naptywu
zgloszen przyjmuje wartosci A € {375,500, 625} pakietéw/s, co odpowiada
predkosciom przetwarzania danych rzedu 300, 400 i 500 kb/s. Intensywnosé
obstugi zgloszen jest stala i wynosi p = 500 pakietéw /s, tym samym uzysku-
jemy obciazenie systemu na poziomie ¢ € {0.75;1;1.25} wzgledem poszcze-
gblnych intensywnosci naptywu pakietéw. Pozostate parametry poczatkowe
sg identyczne z przyjetymi w poprzednich eksperymentach: odwrotnosé pa-
rametru skali £ = 1000 (wéwczas pojedynczy okres przestoju wynosi rednio
t, = 0.002 s), éredni rozmiar grupy € = 1.75 oraz ciagg prawdopodobienstw
(pk) = {0.5,0.25,0.25,0, ...}, wobec czego otrzymujemy $rednie zapelnienie
systemu na poziomie x; € {1.3125;1.75;2.1875} wzgledem poszczegdlnych
intensywno$ci naptywu pakietéw. Kazdy z trzech eksperymentéw ma przy-
porzadkowany indywidualnie parametr n poczatkowej liczby zgloszen obec-
nych w systemie — 0, 5 oraz 10 pakietéw. Uzyskane wyniki zaprezentowano
na Rysunkach 5.6, 5.7 oraz 5.8.
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Rysunek 5.5: Wplyw zmian intensywnosci obstugi zgloszen p na wartosé
érednia EX{h(t) | Y (0) = 10} liczby obstuzonych do chwili ¢ pakietéw dla
A = 600 pakietéw/s.

Wobec stalej dla wszystkich trzech eksperymentéw wartosci intensywno-
Sci obstugi pakietéw na poziomie p = 500 pakietéw /s w czasie t = 0.20 [s] w
przypadku ciagtej nieprzerwanej pracy serwer obstuzy érednio 100 pakietéw
— wszystkie zaprezentowane na wykresach rozklady zmierzaja ku tej gra-
nicy. Prezentowany na rysunkach i oznaczony linig ciggla wykres wartosci
éredniej EX liczby obstuzonych pakietéw uzyskany dla éredniego zapelnie-
nia systemu na poziomie xp = 1.3125 jest swoista eksperymentalng realizacja
koncepcji ciagtej nieprzerwanej pracy serwera. Obserwowany wzrost wartosci
EX w przyblizeniu jest swoista funkcja liniowa, ktérej nalezy sie spodziewaé
w przypadku nieprzerywanej obstugi kolejnych pakietow.

Na Rysunkach 5.7 i 5.8 widoczny jest, a wynikajacy z wystepujacych
w eksperymentach wysokich wartosci sredniego zapelnienia systemu kp €
{1.75;2.1875} i poczatkowej liczby zgloszen obecnych w systemie réwnej
odpowiednio 5 oraz 10 pakietéw, efekt spadku tempa wzrostu éredniej iloci
obstuzonych w czasie t € [0,0.20] [s] pakietéw wraz ze wzrostem intensyw-
noéci napltywu zgloszen A\. Zastandéwmy sie gltebiej nad tym efektem: majac
na starcie wypelniony w potowie badz catkowicie system uzyskujemy bar-
dzo wysokie prawdopodobienstwo utraty pakietéw; w procesie Poissona mo-
menty nadejscia kolejnych pakietéow sa niezaleznymi zmiennymi losowymi
rozlozonymi nieréwnomiernie w czasie, zatem mozliwe sa spietrzenia w ilo-
$ci naplywajacych w krétkim czasie pakietéow, po ktérych nastepuje pewien
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Rysunek 5.6: Wplyw zmian intensywnosci naptywu zgltoszen A na wartosé
érednia EX{h(t)|Y(0) = 0} liczby obstuzonych do chwili ¢ pakietéw dla
p = 500 pakietéw /s.

dtuzszy od usrednionego okres bez naptywu pakietéw — obydwa przytoczone
fakty skladaja sie na tym wieksze prawdopodobienstwo utraty pakietéw w
momentach spietrzenia napltywu, im wieksza jest intensywnosé A naptywu
pakietow. W przypadkach takiego spietrzenia zmniejsza sie pula pozostatych
naplywajacych do systemu w zadanym czasie ¢ € [0,0.20] [s] i mozliwych do
zakolejkowania a nastepnie obstuzenia pakietéw. A zatem wartosé $redniej
ilosci obstuzonych do chwili ¢ = 0.20 pakietéw jest zanizona tym bardziej im
wyzsze jest opisane powyzej prawdopodobienstwo utraty pakietow w spie-
trzeniach.

Nieco odmienne zachowanie uwidocznione jest w eksperymencie ukazanym
na Rysunku 5.6, na ktérym dla A € {500,625} zamiast postepujacego od
startu systemu spadku tempa wzrostu wartosci EX{h(t)| Y (0) = 0} obser-
wujemy poczatkowy wzrost tempa i nastepujacy dopiero pozniej stopniowy
spadek. Powodem jest brak zgloszenn obecnych w systemie w chwili jego
startu. Opisywany w poprzednim akapicie efekt utraty napltywajacych pa-
kietow z powodu spietrzen w ich naplywie widoczny jest po pewnym czasie
(z opdznieniem), gdy dojdzie najpierw do pierwszego, a potem kolejnych
catkowitych zapelien bufora.
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Rysunek 5.7: Wplyw zmian intensywnosci naptywu zgloszen A na wartosé
érednia EX{h(t)|Y (0) = 5} liczby obstuzonych do chwili ¢ pakietéw dla
p = 500 pakietéw /s.

5.3.4 Badanie wplywu zmian wartosci poczatkowej liczby
zgloszen obecnych w systemie w zlozonym Procesie
Poissona

Rozpatrujac nastepujace trzy eksperymenty dokonamy analizy wplywu zmian
wartosci poczatkowej liczby zgloszenn na wartosci $rednie liczby obstuzo-
nych do chwili ¢ zgloszen (5.3.1). Ponownie rozwazymy zmienne wartosci
obciazenia systemu na poziomie ¢ € {0.75;1;1.25}. Do uzyskania wymienio-
nych wartosci obcigzen postuzymy sie nastepujacymi kombinacjami parame-
tréw naplywu i obstugi pakietéw: (A, u) € {(600, 800); (600, 600); (600, 480)}.
Reszta parametréw pozostaje bez zmian: odwrotnosé parametru skali & =
1000 (wéwezas pojedynczy okres przestoju trwa srednio ¢, = 0.002 s), éredni
rozmiar grupy € = 1.75, ciag prawdopodobienstw (p) = {0.5,0.25,0.25,0, ...},
wobec czego otrzymujemy $rednie zapelnienie systemu na poziomie k; €
{1.3125;1.75;2.1875} wzgledem poszczegdlnych obciazen systemu. Rysunki
od 5.9 do 5.11 prezentuja otrzymane wyniki obliczen numerycznych.

W pierwszym eksperymencie (Rysunek 5.9), w ktérym srednie zapelnie-
nie systemu umiarkowanie przekracza jego pojemno$é¢ (k, = 1.3125 > 1),
mozemy zaobserwowadé staly liniowy wzrost $redniej ilosci obstuzonych pa-
kietow w przyjetym przedziale czasu. Zréznicowanie poczatkowej liczby zglo-
szeh obecnych w systemie, zgodnie z oczekiwaniem, ma niewielki wplyw na
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Rysunek 5.8: Wplyw zmian intensywnosci naptywu zgltoszen A na wartosé
érednia EX{h(t) | Y (0) = 10} liczby obstuzonych do chwili ¢ pakietéw dla
p = 500 pakietéw /s.

charakter rozktadu. Réznica sprowadza sie do natychmiastowego rozpocze-
cia przetwarzania zakolejkowanych na starcie systemu pakietéw, ktére to
zwiekszaja wartosé EX{h(t) | Y (0) = n} tuz po starcie systemu.

Na Rysunkach 5.10 1 5.11 ponownie obserwujemy efekt spadku tempa wzro-
stu Sredniej ilodci obstuzonych w czasie t € [0, 0.20] [s] pakietow (zapelnienie
systemu wynosi k, = 1.75 i K, = 2.1875 odpowiednio). Efekt ten zostal
omoéwiony w podrozdziale 5.3.3. Spadek tempa jest tym wiekszy, im wigksze
jest poczatkowe wypekienie bufora pakietami w chwili startu systemu.

5.3.5 Badanie wplywu zmian dlugosci pojedynczego okresu
przestoju w zlozonym procesie Poissona

W ostatnich trzech eksperymentach zbadamy wplyw zmian dlugosci poje-
dynczego okresu przestoju na wartosci Srednie liczby obstuzonych do chwili
t zgloszen (5.3.1), rozpatrujac trzy scenariusze, w ktorych parametr odwrot-
nosci skali & = A\, przyjmuje wartosci 500, 1000 oraz 1500 (co przeklada
si¢ na dlugosci pojedynczego okresu przestoju t, wynoszgce odpowiednio
0.004, 0.002 i 0.0013(3) sekundy). Kazdy z eksperymentéw charakteryzuje
sie odmienng wartoscia obciazenia systemu na poziomie ¢ € {0.75;1;1.25},
ktore to wartosci sa rezultatem przyjecia nastepujacych kombinacji parame-
tréw naplywu i obstugi pakietéw (A, p) € {(375,500); (500, 500); (625, 500) }.

198



5. Analiza procesu liczacego obstuzone zgloszenia

120 ¢

100

80 1

Srednia iloéé¢ pakietow
D
o

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20
czas(s]

Rysunek 5.9: Wplyw zmian wartosci liczby zgloszen n obecnych wewnatrz
systemu w chwili £ = 0 na wartoéé érednia EX {h(t)| Y (0) = n} liczby obstu-
zonych do chwili ¢ pakietéw dla A = 600 pakietéw/s oraz p = 800 pakietéw /s
(obciazenie systemu ¢ = 0.75, Srednie zapelnienie systemu x;, = 1.3125).

Reszta parametréw powtérnie pozostaje niezmieniona: Sredni rozmiar grupy
e = 1.75, ciag prawdopodobienstw (px) = {0.5,0.25,0.25,0, ...}, wobec czego
otrzymujemy Srednie zapelnienie systemu na poziomie k; € {1.3125;1.75;
2.1875} wzgledem poszczegdlnych obciazen systemu. Rysunki 5.12, 5.13 oraz
5.14 prezentuja otrzymane wyniki obliczen numerycznych.

Zgodnie z oczekiwaniami, im wyzsza wartos¢ odwrotnosci parametru
skali £ = A\, (a tym samym krétszy pojedynczy okres przestoju t,), tym
wieksza jest Srednia ilo$¢ obstuzonych do chwili ¢ pakietéw. Rezultat ten
jest tym mocniej widoczny, im bardziej przepelniony jest system. Najdobit-
niej prezentuje to Rysunek 5.14, na ktérym obserwujemy intensywne obni-
zanie si¢ tempa wzrostu Sredniej ilosci obstuzonych w czasie ¢ € [0,0.20] [s]
pakietéw, co jest skutkiem skumulowania wpltywu dwoéch czynnikow:

1. wydluzania dlugosci pojedynczego okresu przestoju t,;

2. wzrostu, wraz z dlugoscig t,, utraty pakietéw spowodowanej catko-
witym zapelnieniem bufora pakietami w okresach zawieszenia przez
serwer obstugi.
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Rysunek 5.10: Wplyw zmian wartodci liczby zgloszen n obecnych wewnatrz
systemu w chwili £ = 0 na wartoéé érednia EX {h(t)| Y (0) = n} liczby obstu-
zonych do chwili ¢ pakietéw dla A = 600 pakietéw/s oraz p = 600 pakietow /s
(obciazenie systemu ¢ = 1.0, érednie zapelnienie systemu k;, = 1.75).

5.4 Podsumowanie rozdziatu

Przeprowadzona w podrozdziale 5.3 analiza otrzymanych wartosci $rednich
liczby obstuzonych do chwili ¢ pakietéw (w stanie nieustalonym) dala nam
mozliwo$¢ wgladu w charakterystyke procesu liczacego obstuzone zgloszenia
w modelu kolejkowym z dyscypling zawieszenia obstugi. Zaprezentowane
wykresy uwidaczniaja wplyw zmian wartosci parametréw opisujacych: in-
tensywnos¢ naptywu zgloszen i ich obstugi, poczatkowa liczbe zakumulowa-
nych w buforze pakietéw, dhugosé okresu przestoju, co pozwala na okresle-
nie stopnia wplywu tychze parametréw na cechy rozpatrywanych wartosci
oczekiwanych EX{h(t)| Y (0) = n}. W przypadku mocno obciazonego sys-
temu (gdy zapelnienie systemu wynosi k, = 1.75 lub k, = 2.1875), zmiana
warto$ci dowolnego z rozpatrywanych parametréw ma istotny lub wrecz
silny wplyw na ksztalt krzywej reprezentujacej srednig ilos¢ obstuzonych do
chwili ¢ pakietéw. Z kolei dla mniej obcigzonego ruchem wejsciowym systemu
(kp = 1.3125) mozemy stwierdzié¢, iz wartosé¢ intensywnosci obstugi zgloszen
© wykazuje najwiekszy wplyw na ksztalt omawianej krzywej. W drugiej ko-
lejnosci warto$é intensywnosci naptywu pakietéw A takze wykazuje istotny
wplyw na ksztalt tejze krzywej. Najmniejszy wplyw obserwujemy w przy-
padku zmian wartosci odwrotnosci parametru skali rozktadu pojedynczego
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Rysunek 5.11: Wplyw zmian wartodci liczby zgloszen n obecnych wewnatrz
systemu w chwili £ = 0 na wartoéé érednia EX {h(t)| Y (0) = n} liczby obstu-
zonych do chwili ¢ pakietéw dla A = 600 pakietéw/s oraz u = 480 pakietow /s
(obciazenie systemu g = 1.25, Srednie zapelnienie systemu x;, = 2.1875).

okresu przestoju £ oraz zmian wartosci poczatkowej liczby pakietéw n obec-
nych w systemie.

Wyprowadzone w niniejszym rozdziale wzory stanowia istotne uzupel-
nienie stanu wiedzy na temat zachowania sie proceséw zliczajacych obstu-
zone zgloszenia w szerokim spektrum modeli kolejkowych z pojedynczym
oraz grupowym naplywem zgloszen. Przeglad wybranych modeli kolejko-
wych, dla ktérych istnieja publikacje opisujace omawiana charakterystyke
rozpoczniemy od pracy [60]. Opisano w niej rozktad czasu pomiedzy ko-
lejnymi momentami zakonczenia obstugi pakietéw w kolejce typu GI/G/1
uzyskany poprzez analize rozkladu okreséw bezczynnosci serwera (ang. se-
rver idle time). Inne podejscie wzgledem tego samego modelu zaproponowat
autor publikacji [53], wprowadzajac procedure obliczania wspdlczynnikéw
szeregu MacLaurina momentéw i kowariancji procesu wyznaczajacego mo-
menty obstuzenia kolejnych zgloszen kolejki GI/G/1 wzgledem parametru
skali 6§ w przyjetym iloczynie 6 - S,,, gdzie S, jest czasem obstugi n-tego pa-
kietu wedtug przyjetego rozkladu czaséw obstugi. Wykazano, ze w pewnych
warunkach momenty i kowariancje posiadajg pochodne dowolnego rzedu dla
f = 0 i mozna je wyznaczy¢ na podstawie uzyskanych wspotczynnikow. Po-
chodne te moga by¢ nastepnie uzyte do interpolacji momentow i kowariancji
procesu wyznaczajacego momenty obstuzenia kolejnych zgloszen, a interpo-
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Rysunek 5.12: Wplyw zmian wartosci odwrotnoéci skali & = A\, na wartosé
érednia EX{h(t)|Y(0) = 0} liczby obstuzonych do chwili ¢ pakietéw dla
A = 375 pakietéw /s oraz p = 500 pakietow/s (obciazenie systemu o = 0.75,
srednie zapelnienie systemu kj, = 1.3125).

lacja ta moze by¢ dokonana za pomoca wielomianéw lub funkcji wymiernych.
W [169] sformutowano twierdzenie graniczne wspierajace aproksymacje pro-
cesu zliczajacego obstuzone pakiety wieloserwerowej kolejki G;/G1 /oo, gdzie
proces naptywu charakteryzuje zmienna w czasie funkcja intensywnosci na-
pltywu [(t), a wiele stanowisk obstugi jest zajetych ciagla obstuga zgloszen.

W dalszej czesci przegladu przejdziemy do opracowan opisujacych bar-
dziej uszczegdlowione typy modeli kolejkowych. W [54] dla prostego mo-
delu M/M/1 zostal wyprowadzony wzor na prawdopodobienstwo P(j,t), iz
dokladnie j pakietéw zostanie obstuzonych w przedziale czasu [0,t). Wy-
konano przykladowe obliczenia i zaprezentowano je w formie tabeli praw-
dopodobienstw zaleznej od parametréw j oraz t. W publikacji [143] prze-
analizowano zachowanie procesu liczacego obstuzone zgloszenia w kolejce
typu M AP/SM/1. Na podstawie wyprowadzonych wyrazeh autor wyjasnia,
jaki wplyw na proces zliczajacy obsluzone zgloszenia majg wystepujace w
systemie spietrzenia ilosci zgloszen (ang. burstiness) oraz korelacja procesu
naplywu i obstugi. Artykul [138] analizuje model N/G/1, w ktérym pro-
ces naplywu pakietéow jest tak zwanym procesem punktowym N (zwanym
tez procesem fazowym), obejmujacym m. in. proces MMPP (ang. Markov-
Modulated Poisson Process). Dokonana w artykule analiza opiera sie na wy-
znaczeniu transformaty Laplace’a—Stieltjesa rozkladéw czasu pomiedzy ko-

202



5. Analiza procesu liczacego obstuzone zgloszenia

120 ¢

—— A,=500
100 -

- —- A,=1000

80 |-=-- Ay=1500

Srednia iloéé¢ pakietow
D
o

0.10 0.15 0.20

czas(s]

0.00 0.05

Rysunek 5.13: Wplyw zmian wartosci odwrotnosci skali & = A\, na wartosé
érednia EX{h(t)|Y(0) = 0} liczby obstuzonych do chwili ¢ pakietéw dla
A = 500 pakietéw/s oraz p = 500 pakietéw/s (obciazenie systemu o = 1.0,
$rednie zapelnienie systemu r;, = 1.75).

lejnymi momentami zakonczenia obstugi pakietéw w kolejce typu N/G/1.
Przyktady liczbowe wykazuja, iz poczatkowa korelacja czaséw miedzy przy-
byciem kolejnych pakietow jest zachowana w przypadku kolejnych momen-
téw zakonczenia obstugi pakietéw. Model kolejkowy MM PP/G/1 badany
jest w pracy [172]. Scharakteryzowano w niej proces zliczajacy obstuzone
zgloszenia wykorzystujac do tego klasyczna, oparta na wlozonych tancu-
chach Markowa metodologie, ktora jednakze nie pozwala na zapisanie jaw-
nych wzoréw dla omawianej charakterystyki. Zastosowany zostal markowski
proces odnowy w momentach zakonczenia obstugi zgloszen. Wyprowadzono
wzory zaré6wno na catke Laplace’a—Stieltjes’a stacjonarnej funkcji rozktadu
czasow obstugi zgloszen, jak i rekurencyjny wzoér na kowariancje czaséw
pomiedzy kolejnymi momentami zakonczenia obstugi zgloszen. Wykonano
takze eksperymenty numeryczne, ktére potwierdzity poprawnoéé wyprowa-
dzonych wzoréw.

Odmienne podejscie do przytoczonych klas modeli kolejkowych zostato
zaprezentowane w pracy [62]. Artykul traktuje o modelach ME/ME/1,
gdzie M E oznacza klase macierzowych rozkltadéw wyktadniczych, identyczna
z klasa rozktadéw, ktére posiadaja transformacje Laplace’a-Stieltjesa o war-
tosciach rzeczywistych. W pracy wykorzystano konstrukcje “quasi” procesu
urodzin i $mierci (ang. Quasi-Birth-and-Death Process (QBD)) dla nieskon-
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Rysunek 5.14: Wplyw zmian wartosci odwrotnoéci skali & = A\, na wartosé
érednia EX{h(t)|Y(0) = 0} liczby obstuzonych do chwili ¢ pakietéw dla
A = 625 pakietéw/s oraz p = 500 pakietéw/s (obciazenie systemu o = 1.25,
srednie zapelnienie systemu kj, = 2.1875).

czonej kolejki GI/G/1.

Skonczona aproksymacja QBD odzwierciedla charakterystyke procesu li-
czacego obstuzone zgloszenia, ktory to jest niezalezny od rozmiaru bufora w
aproksymacji, wykorzystujac do tego rozklad wirtualnego czasu oczekiwa-
nia na obstuge. Rozklad ten jest uzyskiwany poprzez znalezienie ms warto-
Sci wlasnych w ujemnej potptaszczyznie dla macierzy sprzezen C. Definicja
i koncepcja zastosowania tejze macierzy zostata zaczerpnieta z cytowanej
w artykule pracy [109] opisujacej rozklad opéznienia kolejkowania w mo-
delu PH/PH/1, gdzie PH oznacza fazowy rozklad prawdopodobienstwa.
Na koniec autor poréwnuje otrzymane wyniki z wynikami osiagnietymi dla
systemu GI/G/1/N.

Jako jeden z przyktadow praktycznego zastosowania rozwazan nad pro-
cesem opisujacym obstuzone do chwili ¢ zgloszenia wyr6znijmy artykul [146].
Przedstawiono w nim model analityczny procesu odlotéw samolotéow z lot-
niska. Procedura modelowania rzeczywistego procesu obejmuje oszacowa-
nie niezakléconych rozktadéw czasu kotowania oraz opracowanie modelu ko-
lejkowego w oparciu o analize standéw nieustalonych systemoéw kolejkowych
D/E/1.

Parametry procesu obstugi pasa startowego szacowane sg na podstawie
danych operacyjnych. Wykorzystujac jako dane wejéciowe harmonogram ob-
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stugi statku powietrznego przez kontrole lotéw, model estymuje przewidy-
wany harmonogram uzycia pasa startowego oraz czasy startu poszczegdlnych
samolotow. Szacuje sie réwniez oczekiwany czas do kolowania, opdZnienie w
kolejce i jego wariancje dla kazdego lotu, a takze poziom zatloczenia lotniska,
rozmiar kolejki na pasie startowym oraz przepustowos¢ lotniska. Propono-
wane podejscie ilustruje studium przypadku oparte na miedzynarodowym
porcie lotniczym Newark Liberty, a model jest estymowany przy uzyciu da-
nych z 2011 r.

Zacytowane do tej pory artykuly opisuja modele z pojedynczym napty-
wem pakietéw oraz brakiem uwzglednienia okresoéw zawieszenia obstugi. W
dalszej czeéci przejdziemy do modeli z grupowym naplywem pakietow, po-
czynajac od takich, ktére rowniez nie posiadaja mechanizmu zawieszenia
obstugi, i zmierzajac do opracowan zawierajacych taki mechanizm. W [173]
zaproponowano rodzine skonczonych aproksymacji dla procesu liczacego ob-
stuzone zgloszenia kolejki BM AP/M AP/1. Przyblizenia procesu wyjscio-
wego uzyskano za pomoca techniki ETAQA (ang. Efficient Technique for
the Analysis of Quasi-Birth-Death processes by Aggregation) stosowanej w
procesach Markowa typu M/G/1, a zaproponowanej w pracy [136]. Zapre-
zentowane przyblizenia sa indeksowane przez parametr n (n > 1), ktéry
okresla wielko$¢ modelu wyjsciowego jako n+1 blokéw procesu typu M/G/1.
Takie przyblizenie zachowuje rozklad brzegowy rzeczywistego procesu licza-
cego obshuzone zgloszenia oraz korelacje opdznien czaséw obstugi kolejnych
pakietéw az do indeksu n — 2. W artykule [71] rozwazany jest system ko-
lejkowy ze skonczonym buforem i grupowym naplywem pakietéw opisanym
ztozonym procesem Poissona. Skonstruowany zostal uktad réwnan catko-
wych dla funkcji rozkladu liczby pakietéw h(t) obstuzonych do chwili t,
uwarunkowany poczatkowsq iloscia obecnych w systemie pakietéw. Nastep-
nie otrzymany zostal wzér dla podwdjnej transformaty ,mieszanej” rozktadu
h(t) (wyprowadzony przy uzyciu techniki potencjatu). Na podstawie tej re-
prezentacji, numerycznie przy uzyciu jednego z algorytmoéw aproksymacji
odwrotnej transformacji Laplace’a, obliczona zostala Srednia ilosé¢ E,h(t)
obstuzonych do chwili ¢ pakietéw, gdzie n oznacza poczatkowy stan bufora
akumulujacego. Ponadto badane jest zachowanie procesu liczacego obstu-
zone zgtoszenia w przypadku, gdy rozmiar bufora dazy do nieskonczonosci.
Dotaczone sg réwniez przyklady numeryczne.

Bardziej rozbudowany model typu BMAP/G/1/N zaprezentowano w
pracy [74]. Autor wykorzystuje ide¢ wlozonego lancucha Markowa i wzor
na prawdopodobienstwo calkowite do budowy ukladu réwnan catkowych
dla warunkowego rozkiadu prawdopodobienstwa liczby pakietéw przetwo-
rzonych do ustalonego czasu t. Wyprowadzone zostaje rozwigzanie odpo-
wiedniego ukladu, zapisanego w postaci ,mieszanych” podwoéjnych trans-
format, przy uzyciu podejécia opartego na algebrze liniowej i rachunku ma-
cierzowym. W pracy zaprezentowano takze niektore aspekty numerycznego
podejscia do otrzymanych wynikéw analitycznych, w szczegélnosci wykorzy-
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stanie metody uniformizacyjnej wraz z przykladem numerycznym.

Pierwszym zacytowanym artykulem, opisujacym model zawierajacy me-
chanizm zawieszenia obstugi bedzie praca [42]. Przeanalizowano w niej pro-
ces zliczajacy obstuzone zgloszenia zaré6wno w przypadku systemu BM AP/
G /1 niezawierajacego wielokrotnych okreséw przestoju, jak i dla zawieraja-
cego takie okresy. Zamiast uzywaé¢ metody rekurencyjnej w celu uzyskania
kowariancji pomiedzy n kolejnymi momentami zakonczenia obstugi zgtoszen,
wyprowadzono macierzowa reprezentacje umozliwiajaca obliczenie wybra-
nych statystyk (sredniej, wariancji, sko$nosci). Za pomoca eksperymentow
numerycznych zbadano réwniez kilka interesujacych zjawisk wykazanych w
statystykach ilosci obstuzonych pakietow. Kolejnym artykultem opisujacym
model z mechanizmem zawieszenia obsltugi jest [69]. Zaprezentowane w nim
podejscie oparto na teorii odnowy, stosowanej do uzyskania wynikéw w przy-
padku ogdélnym. Wyprowadzona zostala jawna reprezentacja transformaty
Laplace’a funkcji tworzacej rozkladu prawdopodobienstwa h(t). Wszystkie
uzyskane formuty byty funkcjami parametréw wejéciowych systemu i czyn-
nikéw pewnej tozsamosci faktoryzacji typu Wienera-Hopfa. Rozszerzeniem
tej pracy jest artykul [70], w ktérym zaproponowano innowacyjna metode
badania procesu liczacego obstuzone zgloszenia w stanie nieustalonym. Wy-
korzystujac wzér na prawdopodobienstwo catkowite i teorie odnowy, skiero-
wano przeprowadzang analiz¢ — z systemu zawierajacego grupowy naplyw
pakietow i wielokrotne okresy przestoju w momentach opréznienia systemu
z pakietéw wymagajacych obstuzenia — na badanie odpowiedniego systemu
bez okreséw zawieszenia obstugi. Reprezentacje dla rozktadu procesu licza-
cego obstuzone zgloszenia uzyskano bez ograniczen dotyczacych rozktadéw
zmiennych losowych charakteryzujacych wielkosci grup, czas obstugi poje-
dynczego zgloszenia oraz dtugosé okresoéw przestoju. Formula jest uzyteczna
numerycznie dla prostszych systeméw, poniewaz zostala zapisana jedynie za
pomocy rozkladow ,wejSciowych” systemu i zwiazanych z tymi rozktadami
sktadowych pewnej tozsamosci faktoryzacyjnej typu Wienera-Hopfa. W pu-
blikacji [103] rozwazono proces zliczajacy i optymalna strategie sterowania
dla modelu kolejkowania Geo/G/1 w czasie dyskretnym, w ktérym system
dziala pod kontrola polityki Min(N, V') z wielokrotnymi okresami przestoju.
Zgodnie z ta polityka, gdy wszystkie zgloszenia w systemie zostana obstu-
zone, serwer przechodzi w tryb zawieszenia obstugi, gdzie okres zawieszenia
jest dyskretng zmienna losowa V. W trakcie tego okresu, jedli liczba zglo-
szeh w systemie osiggnie N, serwer natychmiast zaczyna obstugiwaé oczeku-
jace zgloszenia. Jesli natomiast w kolejce jest mniej niz N zgloszen, lecz co
najmniej jedno, serwer kontynuuje okres zawieszenia do jego uplyniecia, a
nastepnie rozpoczyna obstuge zgromadzonych w buforze zgloszen. Autorzy
uzyskuja jawne wyrazenie funkcji tworzacej dla wartosci oczekiwanej liczby
obstuzonych zgloszen w przedziale (04, n+| niezaleznie od stanu poczatko-
wego systemu.

Czes$¢ wynikéw zaprezentowanych w niniejszym rozdziale, obejmujacych
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zwartg postaé¢ podwojnej transformaty Laplace’a rozktadu warunkowego liczby
zgloszen obstuzonych do chwili ¢ (Twierdzenie 5.1), analize wartosci §rednich
obstuzonych do chwili ¢ pakietéw (zalezno$é (5.3.1) obliczona dla prostego
procesu Poissona) oraz przyklady wykonanych numerycznych obliczen, opu-
blikowano w nastepujacym artykule [81].
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Rozdzial 6

Modele kolejkowe w ujeciu Dynamiki
Systemowej

W odréznieniu od poprzednich rozdzialéw, prezentujacych rezultaty anali-
tyczne oraz symulacyjne wyznaczonych charakterystyk kolejkowania rozwa-
zanego w dysertacji modelu z dyscypling zawieszenia obstugi, w niniejszym
rozdziale oméwiona zostanie koncepcja wlasciwego doboru dlugosci poje-
dynczych okreséw przestoju z uwagi na ustalone wartosci intensywnosci na-
plywu, obstugi zgloszen oraz pojemnosci bufora kolejkujacego zgloszenia.
W celu doprecyzowania sformutowania ,wtasciwy dobér” odwotamy sie do
specyfiki bezprzewodowych sieci sensorowych, stanowigcych gltéwne zrodio
inspiracji autora, w ktorych to sieciach teoria kolejek znajduje zastosowa-
nie (przykladowe prace: [159], [160], [102], [77], [51], [22]). W szczegdlnosci
odniesiemy sie do podgrupy sieci opartych na technologii LoRa (ang. Long
Range Radio) i protokole LoRaWAN (ang. LoRa Wide Area Network) [9],
tworzacych system komunikacji bezprzewodowej dalekiego zasiegu o malej
mocy (LPWAN), wykorzystywany w transmisji pakietéw pomiedzy urzadze-
niami internetu rzeczy IoT (ang. Internet of Things).

Architektura sieci LoORaWAN® jest wdrazana w topologii gwiazdy gwiazd
(ang. star-of-stars), w ktérej bramy przekazuja wiadomosci miedzy urzadze-
niami koncowymi a centralnym serwerem sieciowym. W pazdzierniku 2022
roku [7] funkcjonalnoéé protokotu LoRaWAN zostala poszerzona o specyfi-
kacje [8] urzadzenia przekaznikowego (ang. relay) uczestniczacego w przesyle
pakietéw pomiedzy urzadzeniami konicowymi a bramami. Przekaznik, jako
urzadzenie zasilane bateryjnie, umozliwia tatwe we wdrozeniu rozszerzenie
zasiegu sieci za utamek kosztow dodania dodatkowych bram wymagajacych
podlaczenia zasilania z sieci energetycznej. Z uwagi na limitowana pojemnosé
baterii, mechanizm przesytu pakietéw przez przekaznik wymaga duzej efek-
tywnodci energetycznej, co z kolei przektada si¢ na koniecznosé stosowania
wszelkich mozliwych mechanizméw pozwalajacych na oszczedno$é energii
przy jednoczesnym braku utraty funkcjonalnosci urzadzenia. Owymi prze-
kaznikami moga by¢ dedykowane urzadzenia badz urzadzenia wspierajace
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technologie LoRa, urzadzenia desygnowane do takiej roli tymczasowo, m.
in. przekazniki mobilne umozliwiajace odbiér danych z czujnikéw, buforu-
jace je i wysylajace do przewodowych punktéw dostepowych, gdy znajduja
sie w ich poblizu [123].

W kontekscie omawianego w dysertacji modelu kolejkowego, przekaznik
jest swoistym ,serwerem” obstugujacym przesyl zgloszen w gore topologii
gwiazdy. Kazdy okres zawieszenia obstugi, wyzwalany opréznieniem bufora
przekaznika ze zgloszen, jest réwnoznaczny z przejsciem w niskoenergetyczny
tryb uspienia. Przetwarzanie zgloszen zwigzane jest z dwoma trybami, zréz-
nicowanymi w kwestii zuzycia energii. Kazde naplywajace do przekaznika
zgloszenie powiazane jest z trybem nastuchu, a kazde obstuzone zgloszenie
z trybem transmisji. Przyjmijmy w uproszczeniu, iz ilo$¢ energii zuzyta na
sam nastuch oraz samg transmisje pakietu jest stala. Wéwczas miejscem,
w ktérym mozemy dokonaé¢ optymalizacji energetycznej w przekazniku jest
algorytm przetaczania sie pomiedzy trybami. Kazde przetaczenie urzadze-
nia w inny tryb pracy powiazane jest z jakims$ kosztem energetycznym, na
ktory sktadaja sie m. in. wykonanie zaprogramowanych instrukeji wprowa-
dzajacych urzadzenie w dany tryb oraz ewentualny rozruch odpowiednich
moduléw urzadzenia. Tym samym ilo$¢ przetaczen pomiedzy trybami po-
winna by¢ mozliwie najmniejsza.

Zdefiniujmy nastepujacy problem badawczy, ktory jest tozsamy z uzy-
tym w pierwszym akapicie sformutowaniem ,wtasciwy dobér dtugosci poje-
dynczych okreséw przestoju” — jest nim dobér dlugoéci zapewniajacej jak
najmniejsza liczbe przelaczen pomiedzy obstuga zgloszen (tryb transmisji
pakietéw od przekaznika do bramy) a okresem zawieszenia obstugi (tryb
uspienia i tryb nastuchu pakietéw pochodzacych od urzadzen koncowych,
rozpatrywane jako nierozltaczna catos¢ z uwagi na specyfike rozwazanego
modelu kolejkowego). Na dobdr wplyw ma réwniez postawienie nacisku na
wykluczenie badz minimalizacje utraty pakietow spowodowana przepelnie-
niem bufora kolejkujacego zgloszenia w okresie zawieszenia obstugi. Innymi
stowy, obstuga zgloszen powinna byé¢ bezstratna, ptynna i okresowa, w na-
stepujacym rozumieniu: serwer obstuguje grupe zgloszen, nastepnie przecho-
dzi w stan spoczynku na mozliwie jak najdluzszy okres (w trakcie ktérego w
buforze gromadzi sie nowa grupa zgloszen w iloéci mniejszej badz réwnej po-
jemnosci bufora), po czym rozpoczyna sie kolejny cykl obstugi i spoczynku.

6.1 Dynamika Systemowa

W toku rozwazan nad metodologia rozwiazywania tak postawionego pro-
blemu badawczego zrodzita si¢ koncepcja przeniesienia zagadnienia kolejko-
wania pakietow na grunt Dynamiki Systemowej. Pojecie Dynamiki Systemo-
wej (ang. System Dynamics (SD)) zwiazane jest na poziomie semantycznym
z gtownym jej aspektem, ktéorym to jest ujmowanie dynamiki Swiata w od-
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wzorowujacym ja modelu symulacyjnym. Stwierdzenie, pochodzace z ksiazki
[43] Jaya Forrestera (jednego z czotowych twércéw SD), méwi: ,,Catkowanie
(czyli akumulacja) przektada si¢ na czasowy charakter zachowan, produkuje
opdznienia pomiedzy strumieniami oraz stwarza dynamiczne zachowanie sie
systemu. Procesy catkowania w rzeczywistym $wiecie reprezentowane sa w
modelach poprzez rownania pozioméw. Dynamiczne zachowanie jest wyni-
kiem procesu catkowania.” Jak mozemy zauwazy¢, systemy kolejkowe swoim
charakterem bardzo mocno wpisujg sie w koncepcje lezace u podstaw Dyna-
miki Systemowej. Wyprowadzone w niniejszej rozprawie wzory analityczne
dla prezentowanego modelu kolejkowego typu M* /G/1/N bazuja na réwna-
niach calkowych, a rezultaty numeryczne zaprezentowane na wykresach uka-
zuja dynamike zmian zachodzacych w czasie od startu systemu. W ksiazce
[114] Lukaszewicz w nastepujacy sposob opisuje uzywane przez Forrestera
trzy podstawowe elementy modeléw symulacyjnych w ujeciu SD:

e poziom (oznaczmy go symbolem Py,e[]) — jest to stan wyréznio-
nego elementu systemu/zasobu (np. liczba zgloszen oczekujacych w
kolejce na obstuge Peyei[Packets in queue]), a wielko$é chwilowa po-
ziomu réwna jest zakumulowanej réznicy strumieni dopltywu (np. no-
wych zgloszen) i odplywu (obstuzone zgloszenia);

e strumien (oznaczmy go symbolem S,q[-]) — element okreslajacy szyb-
ko$¢, z jaka zasoby (np. nowe zgloszenia w sieci Syqte[Accepted pac-
kets]) uzupelniaja badz uszczuplaja zawartosé przyporzadkowanych im
poziomoéow. Wielkosé chwilowa strumienia regulowana jest przez stano-
wisko decyzyjne;

¢ stanowisko decyzyjne — element zawierajacy formute decyzyjna, ktéra
reguluje wielkos¢ strumieni w zaleznoéci od informacji o chwilowych
stanach systemu.

Majac zdefiniowane podstawowe elementy modelu, pochylmy sie nad pod-
stawowa, struktura modeli SD, ktéra stanowia petle sprzezenia zwrotnego.
Myslenie systemowe [21], [41] bazuje na stwierdzeniu, iz rzeczywistos¢ nie
jest linearna, lecz wielokierunkowa, ztozona z réznorodnych zaleznosci wyra-
zonych w postaci petli sprzezen zwrotnych. Sprzezenia zwrotne w systemie
powoduja, ze skutek zachowania sie systemu jest jednocze$nie przyczyna te-
goz zachowania. W kontekécie modeli kolejkowych — sktadaja sie one z wielu
powiazanych ze soba przyczyn i skutkéw tworzacych strukture systemu i
wplywajacych na dynamike zmian. Przykladem moze by¢ zmienna charak-
terystyka naplywu pakietow do stanowiska obstugi, ktora to determinuje
okresy wzmozonej obstugi badz jej zawieszenia, co z kolei prowadzi do oscy-
lacyjnego charakteru odpowiedzi systemu. Wskutek chwilowego braku pa-
kietow wymagajacych obstugi serwer rozpoczyna okres zawieszenia obstugi,
ktéry w rezultacie doprowadza do nagromadzenia sie pakietéw w buforze
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kolejkujacym i tym samym doprowadza do ciaglej obstugi zakolejkowanych
zgloszen po zakonczeniu okresu zawieszenia. Bardziej wyczerpujace omo-
wienie petli zwrotnych wraz z odpowiednimi przykladami mozemy znalezé
w pierwszym rozdziale ksiazki [67].

Model w ujeciu SD w zapisie analitycznym wyrazony jest za pomoca
wzoréw matematycznych, opisujacych chwilowy stan wektoréw poziomow,
strumieni oraz parametréw modelu. Przyjmujac zaprezentowana w ksigzce
[67] konwencje Coyle’a (zob. takze [34]) opisu wektoréw, parametréw i zwiaz-
kéw wystepujacych miedzy nimi, a takze majac na uwadze zaprezentowany
na Rysunku 6.1 model uptywu czasu, jestedmy w stanie zapisa¢ nastepujacy
uktad réwnan wyrazajacych stan modelu SD w ustalonym kroku symulacji:

.k = F(l.j,rjk,a.3,10,c),
rkl = Gk rkl ak,c), (6.1.1)
ak = H(l.k,a.k,c).

gdzie: .k — wektor wartosci pozioméw w chwili k, r.kl — wektor wartosci
strumieni w przedziale kl, a.k — wektor warto$ci pomocniczych w chwili k
(parametréw zmiennych w czasie np. ilosci nowych pakietéw przybytych do
systemu), [0 — wektor wartosci poczatkowych pozioméw, ¢ — wektor para-
metréw poczatkowych modelu (stalych w czasie np. rozmiar bufora kolejku-
jacego), F'; G; H sa funkcjami wyrazajacymi zwiazki pomiedzy wektorami i
parametrami w modelu.

jk kI

Krok n: i

— e — —

jk ki

Krok n+1:

I
I
¢
I
I
I
I
I
I
I

—_— T —
~
— — — — — — — e — —

—— el —— — — — — —

Rysunek 6.1: Model uptywu czasu modelu symulacyjnego w ujeciu Dynamiki
Systemowej.

Uproszczony schemat ogdlnie pojmowanego modelu kolejkowego, zamo-
delowanego zgodnie z regutami SD, przedstawiony jest na Rysunku 6.2. Ko-
lejka (w domysle bufor kolejkujacy zgloszenia) oraz obstuzone zgloszenia sa
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poziomami Pleyer[-], naptyw i odplyw pakietéw sa strumieniami Syqc|-], zas
generator pakietéw oraz serwer obstugujacy zgloszenia sa stanowiskami de-
cyzyjnymi. Mozemy zaobserwowac réwniez strukture petli sprzezenia zwrot-
nego pomiedzy kolejka a serwerem. Schemat ten przedstawia swoisty szkie-
let, na ktérym zostanie zbudowany wtasciwy model kolejkowy z dyscyplina
zawieszenia obstugi.

Generator : Serwer obslignjacy Obshizone
pal-detéw #" KOIC]]CE — s #’ :
Nap}}rw pakieni ) \_/Zg}oszma © dp}}rw paldaé“’ Zg}oszma

Rysunek 6.2: Uproszczony schemat modelu kolejkowego w ujeciu Dynamiki
systemowej.

6.2 Model kolejkowy w oprogramowaniu Vensim

Do budowy oraz symulacji modelu kolejkowego w ujeciu SD wykorzystamy
oprogramowanie Vensim (dokumentacja elektroniczna [164], przyklady wy-
korzystywania oprogramowania w literaturze przedmiotu: [46], [100], [140])
firmy Ventana Systems Inc. Vensim jest jednym ze stworzonych specjalnie
na potrzeby tworzenia symulacji SD programéw komputerowych i rozwi-
jany jest nieprzerwanie od 1988 roku. Sposréd innych programoéw wyrdznia
sie rozbudowanymi mozliwosciami dokonywania optymalizacji na przeprowa-
dzanych w nim symulacjach. Fakt ten w znaczacym stopniu przyczynitl sie
do wyboru tegoz oprogramowania, umozliwiajac autorowi dysertacji wyko-
rzystanie wbudowanego w program optymalizatora, bazujacego na metodzie
Powella [131]. Program oferuje réwniez mozliwo$é wyznaczenia przedzialéw
ufnosci w oparciu o wbudowana w symulator metode Monte Carlo ([14],
16]).

Stworzony w oprogramowaniu Vensim model kolejkowy obwarowany jest
pewnymi ograniczeniami, zwigzanymi ze specyfika $rodowiska symulacyj-
nego, ktére jako produkt komercyjny jest Srodowiskiem zamknietym, unie-
mozliwiajacym ingerencje w kod Zrédtowy. Oméwmy pokrétce wystepujace
ograniczenia oraz wynikajaca z nich specyfike stworzonej symulacji (Rysunek
6.3):

1. Z uwagi na zgodnos¢ srodowiska symulacyjnego z wystepujacym w SD
modelem upltywu czasu (Rysunek 6.1) krok symulacji ks (ang. Time
step) jest staly i definiowany jednorazowo w ustawieniach programu
Vensim (definiowalna jest tylko jednostka czasu, np. 100 ms). Wszyst-
kie przeliczenia réwnan (6.1.1), opisujacych stan modelu, dokonywane
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sg co zdefiniowany krok kg i nie moga by¢ wykonane w zadnym innym
losowym momencie. W efekcie wystepujace w modelu kolejkowym pro-
cesy, ktérych dlugo$é trwania winna by¢ losowa (np. okres zawieszenia
obstugi), sa zdyskretyzowane do krotnosci n - ks (n € N) kroku symu-
lacji.

2. Program Vensim nie posiada wbudowanej funkcji realizujacej wprost
proces stochastyczny Poissona. Istniejaca funkcja losujaca wartosci
liczbowe zgodnie z rozkladem wykladniczym nie posiada opcji loso-
wania momentéw czasu, a jak juz zostalo wspomniane, krok ks po-
miedzy kolejnymi przeliczeniami stanu symulacji jest staly i nie moze
by¢ zadany zadnym rozkladem (co umozliwiloby stworzenie autorskiej
wersji procesu Poissona w oprogramowaniu). W celu zamodelowania
zlozonego procesu Poissona postuzymy sie inng wbudowang funkcja —
Random Poisson — ktéra to losuje wartodci zgodnie z rozkladem Pois-
sona o zadanej wartosci oczekiwanej \. Zdefiniowana w tejze funkcji A
jest w istocie intensywnoscia z jaka losowane sa poszczegdlne wartosci
w zadanym krokami ks przedziale czasu. Ta wlasno$é pozwala na za-
pewnienie losowosci zaréwno wobec rozmiaru pakietu naptywajacego
(Definicja 1.8) jak i dyskretnej chwili czasu wyrazonej n-tym krokiem
symulacji, w ktorej ten pakiet pojawia sie w systemie. W symulowaniu
zlozonego procesu Poissona skorzystamy z faktu, ze jesli zbior loso-
wych momentéw w przestrzeni czasu tworzy proces Poissona, to liczba
momentow w okresie T o skoniczonej dtugosci jest zmienna losowg o
rozktadzie Poissona. Przyjetym w symulacji okresem T bedzie jedna
sekunda.

3. Oprogramowanie nie posiada rowniez wbudowanej funkcjonalnoéci re-
alizujacej instrukcje petli o zadanym cyklu. W przypadku omawianego
w rozprawie mechanizmu zawieszenia obstugi — naturalna realizacja
funkcjonalnoéci umozliwiajacej odczekanie zadanego okresu przed po-
nownym wznowieniem obstugi bytaby konstrukcja odpowiedniej petli.
Brak takowej funkcjonalnosci przetozyt si¢ na wykonywany z krokiem
ks mechanizm pomniejszania pozostalego zasobu Py [Remaining va-
cation cycle time], ktory to zaséb jest wartoscia calkowita reprezen-
tujaca pozostala liczbe krokéw skladajacych sie na okres zawieszenia
obstugi. Widoczny na Rysunku 6.3, a oznaczony zielonym wielokatem
blok pozioméw, strumieni oraz stanowisk decyzyjnych, jest autorska
realizacjg mechanizmu zastepujacego brakujaca klasyczna konstrukcje

petli.

4. W zwiazku z wymienionymi ograniczeniami wynikajacymi za specy-
fiki érodowiska symulacyjnego, stworzony w programie Vensim model
kolejkowy jest modelem typu M~ /D/1/N. Dla uproszczenia przyj-
miemy, iz czas T'Serw potrzebny do obstuzenia pakietu obstugiwalnego
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(Definicja 1.9) o rozmiarze v = 100 B (v sformutowano w Definicji 1.7)
jest staly i rowny 100 ms, ktéra to warto$é jest zarazem krokiem kg
symulacji. Podkre$lmy jeszcze raz fakt, iz tutaj M~X oznacza zdyskre-
tyzowana do stalego kroku symulacji losowosé, tzn. pakiet o losowym
rozmiarze (zgodnie z Definicja 1.8) moze nadejs¢ w losowej chwili ¢,
przy czym t =n- ks, n € N. Dlugo$é pojedynczego okresu przestoju
t, jest parametrem, ktérego wartos¢ jest stata w trakcie calej symulacji
i okreslona zaleznoscig t, = m- ks, m € N\ {0,1}.

5. Na schemacie (Rysunek 6.3) omawianego modelu kolejkowego kolo-
rem czerwonym wyroznione zostaly poziomy: ilosci momentéw, w kto-
rych nastapilo nadejscie pakietu naplywajacego Pleyei[Packet in flow
occurences; sumy pakietéw obstugiwalnych naptywajacych do sys-
temu Pleyer[Sum of packets]; sumy pakietéw obstugiwalnych, ktére nie
dostaly sie¢ do systemu z powodu przepelnienia bufora kolejki Peye|
Sum of dropped packets|; sumy pakietéw, ktore trafity do bufora
Pieyer[Sum accepted packets|; pakietow aktualnie znajdujacych sie w
kolejce Peyer[Packets in queue]; sumy pakietéw utraconych z powodu
przekroczenia maksymalnego dopuszczalnego czasu oczekiwania na ob-
shuge (odpowiednik TTL — ang. Time To Live — znanego z sieci kom-
puterowych) Pleye[Sum of lost packets]; sumy pakietéw obstuzonych
Piever[Sum of processed packets|; sumarycznego czasu bezczynno$ci
Piever[Iddle Time] oraz pracy serwera Pyeye[Work Time).

Kolorem niebieskim wyrézniono nastepujace parametry poczatkowe
modelu:
e intensywno$¢ naptywu pakietéw LAMBDA;

e p k packet — ciag prawdopodobienstw (pg), z jakimi do systemu
naplywaja pakiety krotnosci k podstawowej jednostki objetosci;

e rozmiar bufora (kolejki);

e T'serw — czas obstugi pakietu obstugiwalnego;

e RealVacationV alue oraz V acation — dhugosé pojedynczego okresu
przestoju wyrazona jako liczba rzeczywista oraz catkowita (w mo-

delu wartos¢ rzeczywista wystepuje wylacznie na potrzeby wbu-
dowanego optymalizatora i dokonywanych nim wyliczen);

N — maksymalny dopuszczalny czas oczekiwania na obstuge.
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Rysunek 6.3: Schemat modelu kolejkowego typu M* /D/1/N w $rodowisku

oprogramowania Vensim.
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6.3 Walidacja modelu

Stworzony model symulacyjny zostal poddany walidacji polegajacej na zwe-
ryfikowaniu zwracanych przez symulator, dla prostego scenariusza, wynikéw
i poréwnanie ich z oczekiwanymi. Intensywnosci naptywu i obstugi wynosza
10 pakietow /s. Scenariusz zaklada, iz do systemu co krok symulacji ks = 100
ms naptywa doktadnie jeden pakiet. Poniewaz obstuga pakietéw odbywa sie
z identyczng intensywnoscia w takim samym jednostajnym schemacie, sys-
tem znajduje sie w stanie permanentnej réwnowagi. Majac na wzgledzie, iz
system jest pusty (n = 0) w chwili ¢ = 0 (czyli w momencie jego urucho-
mienia), w chwili tej rozpoczyna sie okres zawieszenia obstugi. Okres ten
powinien wystapi¢ jedynie na starcie symulacji i sktadaé sie z pojedynczego
okresu przestoju, z uwagi na pozniejszy ciagly i jednostajny napltyw poje-
dynczych pakietéw. Ustalmy, ze dlugosé okresu przestoju wyniesie 300 ms.
Rezultaty wykonanej symulacji walidacyjnej przedstawiono na Rysunkach
6.416.5.

Zaprezentowane wykresy sa Scisle zgodne z oczekiwanym rezultatem:

e po starcie systemu nastepuje trwajacy 300 ms okres zawieszenia ob-
stugi, w trakcie ktérego w buforze zostaja zakumulowane 3 pakiety —
Rysunek 6.4;

e w chwili ¢ = 300 ms rozpoczyna sie obstuga pakietow, ktora trwa az do
konca symulowanego okresu 1000 s. W tym czasie ilo$¢ nagromadzo-
nych w buforze pakietow pozostaje niezmienna, réwna 3, ze wzgledu na
proces ciaglego jednostajnego naptywu kolejnych pakietéw — Rysunki
6.416.5;

e wykres prezentujacy jednostajny naplyw pakietow oraz kolejny, od-
zwierciedlajacy jednostajnie narastajacy sumaryczny czas spedzony w
trybie obstugi pakietéw, zostaly przedstawione na Rysunku 6.5.

Wykonana na prostym scenariuszu walidacja w sposéb jednoznaczny wery-
fikuje poprawnosé przeliczen wykonywanych w stworzonym modelu symu-
lacyjnym, dajac podstawe do prowadzenia dalszych badan z uzyciem tegoz
modelu.

6.4 Symulacje i optymalizacja dtugosci okresu prze-
stoju

Wartosci parametrow poczatkowych modelu symulacyjnego, dobrane w opar-
ciu o specyfikacje protokotu LoRaWAN oraz poczynione przez autora roz-
prawy zalozenia, zostaly zebrane w ponizszej numerowanej liscie (1):

1. Intensywno$¢ naplywu pakietéw LAMBDA wynosi 4 pakiety/s.
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liczba pakietéw

tryb pracy

Packets in queue
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Rysunek 6.4: Wykresy prezentujace: zajetosé¢ bufora, tryb pracy serwera (0
- okres przestoju; 1 - obstuga zgloszen); dla scenariusza walidacyjnego w
poczatkowych 500 ms od startu symulacji.

2.

Intensywno$¢ obstugi pakietéw wynosi 10 pakietéw/s (T'serw = 100
ms).

Maksymalny mozliwy rozmiar transmitowanego w sieciach LoRaWAN®
pakietu wynosi 256 B [130], przy czym zgodnie ze specyfikacja [39]
rozmiar pakietu rézni sie w zaleznosci od rozmiaru preambuly oraz
szybkosci transmisji danych (ang. Data Rate) ze wzgledu na mak-
symalny czas transmisji w eterze dozwolony indywidualnie dla roz-
nych specyfikacji regionalnych na swiecie — Rysunek 6.6. Tym samym
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Rysunek 6.5: Wykresy prezentujace: zajetos¢ bufora, naptyw pakietéow w
czasie, tryb pracy serwera (0 - okres przestoju; 1 - obstuga zgloszen), suma-
ryczny okres obshugi pakietow; dla scenariusza walidacyjnego.

urzadzenie przekaznikowe moze przetwarzaé pakiety od kilkudziesieciu
do 256 B, co w polaczeniu z uproszczeniem przyjetym w podpunk-
cie (4.) oznacza, iz zgloszenie naplywajace do systemu bedzie utoz-
samiane z jednym, dwoma badZ trzema zgloszeniami obstugiwalnymi
(k € {1,2,3}). Zaproponowano nastepujacy ciag prawdopodobienstw
(pr) = {0.75,0.22,0.03}, dla ktorego éredni rozmiar grupy ¢ = 1.28,
co przy uwzglednieniu zalozonego obciazenia systemu o = 0.4 (we-
dlug Definicji 1.12) ustala warto$¢ sredniego zapelnienia systemu na
poziomie kp = 0.512 (zgodnie z Definicja 1.13).

4. Charakterystyka zdefiniowanego w specyfikacji [39] przekaznika limi-
tuje liczbe mozliwych do przylaczenia urzadzen koncowych do szesna-
stu sztuk. Wziawszy pod uwage, iz wigkszosé¢ pakietow transmitowa-
nych w sieci LoORaWAN® nie przekroczy pojemnosci 100 B, przyjeto,
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Norma Potnocno-Amerykariska

Norma Europejska
DataRate | packet size

DataRate | packet size 0 1

012 51 1 53

3 115 2 125

4.7 222 3.4 242
8.15 Not defined 5.7 Not Defined

8 33

Maksymalna preambuta +34 B 109

10.13 222

14.15 Not defined

Rysunek 6.6: Maksymalny rozmiar pakietu danych (w bajtach), bez wliczo-
nego zmiennego rozmiaru preambutly, w zaleznosci od predkosci transmisji
danych (ang. Data Rate) oraz przyjetej normy regionalnej. (Zrédto: [39])

iz rozmiar bufora w symulacji bedzie wynosit 15, gdyz pakiet pocho-
dzacy od szesnastego urzadzenia koncowego moze byé zgloszeniem w
trakcie obstugi przy jednoczesnym wypelnieniu bufora. Takie zaloze-
nie sprowadza rozmiar kolejki do rozsadnego minimum umozliwiajg-
cego zarowno obstuge wszystkich podpietych urzadzen koncowych, jak
i pozostawia mozliwos¢ utraty pakietéw spowodowana zapelnieniem
bufora w przypadku transmisji pakietéw o wigkszych rozmiarach —
tym samym istnieje pole do optymalizacji funkcjonowania kolejki w
celu wyeliminowania badZ zminimalizowania utraty.

5. Maksymalny dopuszczalny czas oczekiwania na obstluge wynosi N =
1.6 s, co jest zwiazane z rozmiarem bufora, gdyz naturalnym wydaje
sie by¢ zalozenie, iz ostatni pakiet w kolejce powinien zosta¢ obstuzony
oraz ze ostatni pakiet w kolejce nie bedzie czekal dtuzej niz okres po-
trzebny na obstuzenie poprzedzajacych go pakietéw. Parametr N jest
tutaj w pewnym sensie nadmiarowy i pozostawia miejsce do dalszych
badan, ktére nie beda przedmiotem niniejszej rozprawy.

6. Dlugos¢ pojedynczego okresu przestoju jest parametrem optymalizo-
wanym w trakcie badan, a jego warto$¢ domyslna wynosi 300 ms.

7. Pojedyncza symulacja pokrywa okres 1000 sekund z krokiem 100 ms.
Naszym kolejnym krokiem bedzie zdefiniowanie funkeji celu (ang. payoff
function) uzywanej jako miara jakosci rozwiazania we wbudowanym w opro-

gramowanie optymalizatorze, bazujacym na metodzie Powella [131]. Vensim
wyrdznia dwa podtypy sktadowych funkeji celu (ang. payoff elements):
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e skladnik kalibracyjny (ang. calibration) — premiuje dopasowanie war-
tosci wybranego poziomu Peye[-] badZ formuly w stanowisku decyzyj-
nym do zadanego w skali czasu rozkladu pozadanych wartosci.

e skladnik proceduralny (ang. policy) — premiuje maksymalizacje badz
minimalizacje warto$ci wybranego poziomu Pjeye[] badz formuly w
stanowisku decyzyjnym.

W przeprowadzanej optymalizacji funkcja celu ztozona jest z jednego sktad-
nika proceduralnego, ktérym jest maksymalizacja sumarycznego czasu bez-
czynno$ci Pieyer[Iddle Timel, i trzech skladnikéw kalibracyjnych: dopasowy-
wanie warto$ci wyznaczanych w stanowisku decyzyjnym Serwer processing
oraz poziomach Peye[Sum of dropped packets] i Peyer[Sum of lost packets]
do wartosci 0 w calym symulowanym okresie. Dzigki tak skonstruowanej
funkcji celu poszukiwane rozwiazanie charakteryzuje sie jednoczesna dbato-
$cig o minimalizacje straty pakietéw jak i maksymalizacja rozpietosci czaso-
wej okresow zawieszenia obstugi.

Majac na wzgledzie, wynikajaca z uzywanego w symulatorze rozkladu
Poissona, losowosé, z jaka do systemu naptywaja grupy k zgloszen obstugi-
walnych (k € {1,2,3}), dokonywana optymalizacja zostala wykonana stu-
krotnie dla stu odmiennych wartoéci ziarna, uzywanego do inicjalizacji ge-
neratora liczb pseudolosowych. Wyniki szeregu przeprowadzonych optymali-
zacji zostaly zaprezentowane na Rysunku 6.7. Z zebranej statystyki wynika,
iz wartosci optymalnej dtugosci pojedynczego okresu przestoju zawieraja sie
w zdyskretyzowanym przedziale {1.1,1.2,---,1.6} s, a érednia i mediana
dtugosci wynosza odpowiednio 1.317 s oraz 1.3 s.

Ze wzgledu na otrzymane w trakcie wykonanych optymalizacji wyniki,
w dalszych badaniach ograniczymy sie do wartosci 1.3 s, uznajac ja za
optymalna dlugosé okresu przestoju w symulowanym modelu kolejkowym
MX/D/1/N o zdefiniowanych w liscie (1) wartoéciach parametréw poczat-
kowych. Wykonujac pojedyncze 1000-sekundowe symulacje z ustalonym ziar-
nem generatora liczb pseudolosowych, dla wyznaczonego optimum oraz dla
zalozonej w pkt. 6. wartosci domyslnej dlugoéci okresu przestoju, mozemy
dokonaé nastepujacego poréwnania, stanowiacego swoista weryfikacje rezul-
tatu przeprowadzonej optymalizacji:

e Rysunek 6.8 prezentuje poréwnanie charakterystyk pracy serwera w
okresie 20 s, a takze w swoisty sposéb obrazuje zdefiniowany we wste-
pie Rozdzialu 6 problem badawczy i otrzymane rozwigzanie. Okres
przestoju o dlugosci 300 ms implikuje wysoka czestotliwosé przela-
czen pomiedzy trybami pracy, co, jak juz zostalo opisane, przeklada
sie na zwiekszone zuzycie energii w urzadzeniu przekaznikowym w sie-
ciach LoORaWAN®. 7 kolei optymalna dtugo$é¢ okresu przestoju cha-
rakteryzuje si¢ plynnoécig obstugi zgromadzonych w buforze pakietéw
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Rysunek 6.7: Procentowe zestawienie osiaganych dla 100 réznych wartosci
ziarna, uzywanego do inicjalizacji generatora liczb pseudolosowych odpowia-
dajacych za losowos¢ momentéw naptywu i rozmiaru grupy pakietéw obstu-
giwalnych, optymalnych dlugosci okresu przestoju. Srednia dtugoéé: 1.317 s,
mediana: 1.3 s.

CZAS PRACY SERWERA

1.3 s okres przestoju  —=0.3 s okres przestoju

T T T T T T

tryb pracy

o bl W YRS I A 11 8

Rysunek 6.8: Poréwnanie charakterystyk pracy serwera ze wzgledu na diu-
gos¢ okresu przestoju. Tryby pracy serwera: 0 - okres przestoju; 1 - obstuga
zgloszen.

i umiarkowanga czestotliwoscig przetaczen pomiedzy okresami obstugi
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Rysunek 6.9: Poréwnanie zajetosci bufora kolejkujacego naptywajace zglo-
szenia ze wzgledu na dlugosé okresu przestoju, dokonane w przedziale 20 s
od startu systemu.
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Rysunek 6.10: Poréwnanie zajetosci bufora kolejkujacego naptywajace zglo-
szenia ze wzgledu na dlugosé okresu przestoju, dokonane w przedziale 1000
s od startu systemu.
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zgloszen oraz przestoju.

e Rysunki 6.9 i 6.10, prezentujace poréwnanie zajetosci bufora kolejku-
jacego w dwobch przyjetych przedziatach czasu, obrazuja stopien wy-
korzystania bufora oraz bezstratnos¢ obstugi pakietéw w wykonanej
symulacji.

Otrzymane rezultaty sa wynikiem jednostkowym. Chcac uzyskaé szersza
statystyke, obrazujaca jakos¢ znalezionego optimum, postuzono sie wbudo-
wana w symulator metoda Monte Carlo umozliwiajace wyznaczenie prze-
dzialéw ufnosci na poziomach 50%, 75%, 95% oraz 100%. Wykonujac ty-
sigc jednostkowych symulacji, rézniacych sie zadanym parametrem (w na-
szym przypadku jest to zmienna warto$¢ ziarna), dla zestawu poziomow
{Piever[Packets in queue], Peyer[Iddle Time], Peyel[Sum of dropped
packets]}, uzyskano wykresy zaprezentowane na Rysunkach 6.11, 6.1216.13.
Analiza zobrazowanych przedzialow ufnosci pozwala nam stwierdzié, iz dla
symulowanego modelu kolejkowego M /D/1/N o ustalonych lista (1) war-
tosciach parametréw poczatkowych, znalezione, wynoszace 1.3 s, optimum
dtugosci okresu przestoju realizuje wszystkie postawione w problemie ba-
dawczym cele. Na tysiac wykonanych 1000-sekundowych symulacji, jedno-
krotnie wystapila utrata 9 pakietéw, natomiast srednia utrata to w przybli-
zeniu 2 pakiety na 5120 mozliwych do obstuzenia (gdyz statystyczne srednie
zapelnienie systemu wynosi k, = 0.512 w okresie 1000 s).

6.5 Podsumowanie rozdziatu

W niniejszym rozdziale zaproponowana zostata metodyka uzyskiwania opty-
malnej dhugosci okresu przestoju w modelu M~ /D/1/N z dyscypling za-
wieszenia obstugi. Zgodnie z najlepsza wiedza autora rozprawy, przeniesie-
nie i rozwigzywanie postawionego problemu badawczego na gruncie Dyna-
miki Systemowej stanowi novum w dziedzinie teorii kolejek. Uzyskane w
podrozdziale 6.4 dla zalozonych wartosci parametréw poczatkowych wyniki
spelniaja zatozenia zdefiniowanego problemu, potwierdzajac stusznosé sto-
sowania nowatorskiego podejécia. W niniejszym podsumowaniu dokonamy
pewnego uogoélnienia poczynionych rozwazan.

Poszukiwanie optymalnej dlugosci okresu przestoju ma uzasadnienie w
przypadku systemow, dla ktérych wartosé éredniego zapelnienia jest na po-
ziomie kp < 1, przy czym dla wartosci bliskich jednoéci nalezy spodziewaé
sie, iz system bedzie stale zajety obstuga kolejnych pakietéw z minimalna
szansa na przejscie w tryb zawieszenia obstugi. Odniesmy sie do badan wy-
konanych w poprzednich rozdziatach — przyjete parametry skutkowaly cieka-
wymi z punktu widzenia generowanych wykresoéw statystykami osigganymi
dla przekraczajacych liczbe 1.0 wartosci xp.
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Rysunek 6.11: Przedzialy ufnosci dla zajetosci bufora kolejkujacego zglosze-
nia w przedziale 1000 s od startu systemu. Czerwonym kolorem oznaczono
Srednig ilos¢ zgltoszen w buforze.

Wykonajmy jeszcze jedna optymalizacje, wybierajac jedna z wystepujacych
w podrozdziatach 3.3.1, 3.3.4, 3.3.5, 4.3.2, 4.3.4, 5.3.3, 5.3.5 kombinacji pa-
rametréw intensywnosci naptywu pakietéw A = 375 pakietéw /s i prawdopo-
dobienstw (pr) = {0.5,0.25,0.25} (dla wystepujacej w tamtych rozdziatach
intensywnosci obstugi pakietéw p = 500 pakietéw/s otrzymywaliSmy Sred-
nie zapelnienie systemu k, = 1.3125). Zakladajac krok symulacji ks = 1
ms, a intensywno$¢ obslugi na poziomie 1000 pakietéw/s, uzyskamy nowe
srednie zapelnienie systemu na poziomie k; = 0.65625, bedace w istocie po-
towa poprzedniego. Warto$¢ ta uzasadnia sens dokonania optymalizacji w
stworzonym modelu, czego efektem sa zaprezentowane na Rysunkach 6.14 i
6.15 wykresy.

Jak mozemy zaobserwowaé, dla skutkujacych mocniejszym zapelnianiem
systemu wiekszych wartosci prawdopodobienstw jednoczesnego napltywania
grup dwu lub trzech pakietow obstugiwalnych, otrzymujemy wynoszaca 5 ms
niska optymalna dlugos$é¢ okresu przestoju. Zauwazmy, ze jest to pieciokrot-
no$¢ kroku symulacji ks, co jest wartodcia znaczaco nizsza wzgledem otrzy-
manej w podrozdziale 6.4 trzynastokrotnosci kroku symulacji. Prowadzi to
do spodziewanego wniosku, iz sensowno$¢ dokonywania optymalizacji w ba-
danym modelu kolejkowym jest w znaczacym stopniu powiazana z wartoscia
sredniego zapelnienia systemu k. Kwestia otwarta, niepodjeta w niniejszej
dysertacji, pozostaje wyznaczenie wartosci progowej dla ky, powyzej ktorej
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Rysunek 6.12: Przedziatly ufnosci dla sumarycznego okresu zawieszenia ob-
stugi w przedziale 1000 s od startu systemu. Czerwonym kolorem oznaczono
sredni okres.
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Rysunek 6.13: Przedzialy ufnosdci dla sumarycznej ilosci utraconych z po-
wodu zapelnienia bufora pakietéw w przedziale 1000 s od startu systemu.
Czerwonym kolorem oznaczono $rednia ilo¢.
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Rysunek 6.14: Poréwnanie zajetosci bufora kolejkujacego naptywajace zglto-
szenia dla systemu z nowymi wartosciami parametru LAMBDA=375 pakie-
téw/s i prawdopodobienstw (pg) = {0.5,0.25,0.25}.

szukanie optimum diugoéci okresu przestoju traci sens.

Omoéwmy w sposéb bardziej wyczerpujacy kwestie badan optymaliza-
cyjnych przedstawionych na Rysunku 6.7. Przyjeta w badaniach strategia
stukrotnego dokonywania optymalizacji, dla stu symulacji pokrywajacych
okres 1000 sekund i rézniacych sie odmienna wartoscia ziarna, zostata po-
dyktowana dwoma czynnikami:

1.

zamiarem zbadania wplywu odmiennosci zadanego ziarna na wynik
optymalizacji w symulowanym okresie o umiarkowanej dtugosci;

. mozliwa do rozpatrzenia skalg czasu, w ktorej nastepuje optymalizacja.

Przypomnijmy sobie fakt, iz przeprowadzana optymalizacja bazuje na
funkeji celu sktadajacej si¢ m. in. z trzech sktadnikéw kalibracyjnych.
W zwiazku z tym wbudowany optymalizator poszukuje rozwiazania,
majac na wejsciu trzy zadane dziesieciotysieczne ciagi liczb (1000 s =
10000 - 100 ms), dla ktérych kalibrator poszukuje najlepszego dopaso-
wania, przeliczajac funkcje celu w rozpatrywanym okresie. Czynnikiem
limitujacym jest tutaj rozmiar danych. Stukrotna optymalizacja doko-
nywana na 1000-sekundowym okresie jest wydajniejsza czasowo niz
jednokrotna wykonywana na dlugim 100 000-sekundowym okresie.

Uzyskany w postaci zaprezentowanego na Rysunku 6.7 rozktadu rezultat
uwidacznia wplyw losowosci na wynik optymalizacji. Uzyskana zgodnosé
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Rysunek 6.15: Przedzialy ufnosci dla zajetosci bufora kolejkujacego zglosze-
nia w przedziale 10 s od startu systemu — eksperyment z nowymi warto-
Sciami parametru LAMBDA=375 pakietéw/s i prawdopodobienstw (py) =
{0.5,0.25,0.25}. Czerwonym kolorem oznaczono Srednia ilosé¢ zgloszen w bu-
forze.

$redniej oraz mediany nakresla charakterystyke procesu kolejkowania, ktora
moze zostaé¢ sparafrazowana w nastepujacy sposob: w rozwazanym modelu
kolejkowym optymalna dtugoéé¢ okresu przestoju wynosi srednio 1.3 s. War-
tos¢ ta ma swoje przelozenie na rzadko wystepujace utraty pakietéw, na tyle
rzadkie iz mozemy je przyjaé za catkowicie akceptowalne (Rysunek 6.13).
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Niniejsza rozprawa w sposob kompleksowy omawia charakterystyki dtugo-
Sci kolejki, czasu do wystapienia pierwszego przepelnienia bufora, opdznienia
kolejkowania oraz procesu liczacego obstuzone zgloszenia dla modeli kolejko-
wych z jedng stacja obstugi zgloszen, skoniczonym buforem, poissonowskim
strumieniem wejSciowym i dyscyplina zawieszenia obstugi skladajaca sie z
wielokrotnych okreséw przestoju, ktérych dtugosci w ogdélnym przypadku sa
zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie prawdopodobienstwa. Uzy-
skane wyniki dotycza kolejkowania zaréwno prostych jak i ztozonych proce-
sow Poissona i zostaly podane w postaci transformat Laplace’a oraz funkcji
tworzacych transformat Laplace’a. Otrzymane zostaly za pomoca metod
analitycznych, ktére z powodzeniem mozna wykorzystaé do wyznaczenia
wielu innych charakterystyk systeméw kolejkowych, m. in. wspoélczynnika
strat pakietéw, okresu przepetnienia bufora, liczby utraconych w okresie
przepetnienia zgloszen. Stosowana metodologia umozliwia otrzymanie tran-
zytywnego opisu najwazniejszych charakterystyk w zwartej postaci, ktéra
przektada sie na redukcje czasu niezbednego na ich implementacje w ko-
dzie. Ponadto wykazano, iz mimo skomplikowanej struktury statystycznego
opisu ruchu sieciowego zamodelowanego z wykorzystaniem uzytej metodo-
logii, mozliwe jest uzyskanie wynikéw numerycznych na przecietnej klasy
komputerze osobistym. W sposéb oczywisty, dla przypadku systeméw kolej-
kowych o duzych buforach kolejek oraz skomplikowanych rozkladach praw-
dopodobienstwa opisujacych okresy zawieszenia obstugi lub czasy obstugi
zgloszen, obliczenia numeryczne wymagaé¢ beda odpowiednio wiekszych za-
sobow obliczeniowych.

Zawarte w dysertacji rezultaty dowodza mozliwosci uzyskania matema-
tycznego, zwartego opisu zachowania systemoéw kolejkowych z dyscypling
zawieszenia obstugi, co daje moznosé efektywnego modelowania tego typu
systemdéw w stanie nieustalonym. Rezultaty rozwazan teoretycznych uzupet-
niono o liczne przyklady numeryczne, prezentujace zachowanie poszczegdl-
nych charakterystyk systeméw kolejkowych w kontekscie ruchu sieciowego. Z
praktycznego punktu widzenia, osiagniete w rozprawie wyniki badan umozli-
wiaja ocene wydajnosci oraz zapewnienie jakosci w roznego rodzaju ustugach
telekomunikacyjnych, ktorych funkcjonowanie oparte jest na teorii kolejek.
W szczegblnoscei, dzigki zastosowaniu metodologii Dynamiki Systemowej z
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jednoczesnym zastosowaniem metody Powella, mozliwy jest dobér optymal-
nej dhugosci okreséw przestoju mechanizmu zawieszenia obstugi. Poza tym,
w pracy przytoczono dwa algorytmy obliczeniowe numerycznego odwraca-
nia transformaty Laplace’a i funkcji tworzacych transformat, umozliwiajac
wglad w praktycznoéé ich stosowania oraz osiggniete rezultaty.
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Dodatek A

Narzedzia symulacyjne i numeryczne

A.1 Kod symulatora zdarzen dyskretnych OMNeT++

W tym podrozdziale zamieszczono napisane w jezyku C++ kluczowe funk-
cje, wystepujace w kodzie zrédlowym programu napisanego w srodowisku
OMNeT++, umozliwiajace symulowanie zachowania systeméw kolejkowych
MX /G/1/N z dyscyplina zawieszenia obstugi typu ,multiple vacation”.

void QueueFifo::initialize ()

{

—

fileSaveClass.updateCounter () ;

fileSaveClass.openQueuelengthFile ();
fileSaveClass.openDepartureCountFile () ;
fileSaveClass.openBufferOverflowFile () ;
timeStep = getTimelnterval();

—

—

cConfigOption simTimeConfig("sim-time-1limit"

<~ , true,cConfiglOption::Type::CFG_DOUBLE
(SN s IISII s II300|| s n II);
double maxSimTime = cSimulation::

— getActiveSimulation()->getEnvir () ->
— getConfig () ->getAsDouble (&
— simTimeConfig);
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int numberOfMessages = maxSimTime/timeStep;
— //catkowita liczba wiadomos$ci wyzwalaj
— gcych zapis do plikédw

//definiowanie przesytanych wiadomosci
endServiceMsg = new cMessage("end-service");
— //wiadomo$§¢ wyzwalajagca koniec obstugi
— pakietu
vacation = new cMessage("vacation");//
— wiadomos¢ wyzwalajagca koniec
— pojedynczego okresu przestoju obslugi
pauseAndWrite = new cMessage("pauseAndWrite"
— );//wiadomo$é wyzwalajgca zapis do
— plikoéw
queue.setName ("queue") ;

notInBuffer = 0;//sumaryczna liczba pakietow
— , ktére nie zmiesScity sie¢ w buforze
inBuffer = 0;//sumaryczna liczba pakietow,
— ktoére zmiesScity sie w buforze
number0fProcessedMessagesSendToSink = 0;//
~— liczba obsfuzonych pakietdéw, przest
— anych do modutu koficowego
firtBufferOverflowOccured = false;//
— ustawienie flagi wystgpienia
<~ pierwszego przepeinienia bufora

simtime_t vacationTime = 0.0000001;//mata
— wartosé, aby tuz po starcie symulacji
<~ zaplanowa¢ moment sprawdzenia czy w
— buforze sa jakies pakiety
scheduleAt (simTime () +vacationTime, vacation)
— ;//planowanie pierwszego momentu
— sprawdzenia w buforze sg jakie$
— pakiety
vacationActive = true;//ustawiam flage, iz
<~ okres zawieszenia obsZugi jest aktywny

for(int i=0; i<numberOfMessages; i++)
{//planowanie wszystkich momentdéw zapisu
— statystyk symulacji do pliku
scheduleAt (timeStep*i, new cMessage(
— "pauseAndWrite"));
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void QueueFifo::handleMessage (cMessage *msg)

{

//funkcja zapewniajgca obsiuge przesytanych

<~ w symulacji wiadomos$ci

if (strcmp( msg->getName () ,"pauseAndWrite")

{

— == ()

std::string simulTime = simTime ().

—

—

str();//pobieram czas
symulatora z obecnego momentu

//zapis do pliku informacji o

—

liczbie obstuzonych pakietoéw

fileSaveClass.

—

—
—
—

writeDepartureCountingProcess (
simulTime,
number0fProcessedMessagesSendToSink

)

//zapis do pliku informacji o stanie

—

—

wystapienia pierwszego przepe
*nienia bufora

if (firtBufferOverflowOccured)

{

else

fileSaveClass.
— writeBufferOverflowLine
— (simulTime, 0);

fileSaveClass.
— writeBufferOverflowLine
— (simulTime, 1);

//zapis do pliku informacji o

—

liczbie pakietdéw w kolejce

if (!msgServiced)
fileSaveClass.writeQueuelLengthFile (

—

else

simulTime, queue.getLength());
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fileSaveClass.writeQueuelengthFile (
— simulTime, queue.getLength()
— +1);

//plus jedna wiadomosé aktualnie obs
— ZYugiwana

delete msg;
}
else if (msg == vacation)
{
if (queue.isEmpty ()) {//gdy kolejka
— pusta
simtime_t vacationTime =
— startVacation();//
< pobieram losowang dzx
— ugos¢ okresu przestoju
scheduleAt (simTime () +
< vacationTime, vacation
— );//planuje¢ wiadomosé
— wyzwalajaca koniec
— pojedynczego okresu
— przestoju obstugi
vacationActive = true;//
<~ ustawiam flage, iz
— okres zawieszenia obst%
— ugi jest aktywny

else

vacationActive = false;//
— ustawiam flage, iz
— okres zawieszenia obsi%
— ugli jest nieaktywny
msgServiced = (cMessage *)
— queue.pop();//sciggan
— z kolejki pakiet

inBuffer++;//inkrementuje
— liczbe pakietodw, ktdre
— zmiesScily sie w
— buforze

simtime_t serviceTime =
— startService/(
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— msgServiced);//

< pobieram czas obstugi

— dla tego pakietu
scheduleAt (simTime () +

— serviceTime,
— endServiceMsg);//
~— planuje wiadomosS¢ kon
— czaca obstuge pakietu
}
b
else if (msg == endServiceMsg)
{

endService (msgServiced);//wywotuje
— funkcje, ktdéra przesle obstuz
— ong wiadomosé¢ do modutu kon
— cowego
number0fProcessedMessagesSendToSink
< ++;//inkrementuje liczbe obsitu
— zonych wiadomosSci

if (queue.isEmpty ()) {
msgServiced = nullptr;//
— ustawiam jako obs?%
— ugiwang obecnie
— wiadomo$¢ nulla
simtime_t vacationTime =
< startVacation();//
< pobieram dfugosc
~— okresu przestoju
scheduleAt (simTime () +
< vacationTime, vacation
< );//planuje wiadomos§¢
— wyzwalajaca koniec
— pojedynczego okresu
— przestoju obstugi
vacationActive = true;//
— ustawiam flage, iz
<~ okres =zawieszenia obst
— ugi jest aktywny

else {
msgServiced = (cMessage *)
— queue.pop();//sSciggam
— z kolejki pakiet
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inBuffer++;//inkrementuje
— liczbe pakietdéw, ktore
— zmiesScily sie w
— buforze

simtime_t serviceTime =
— startService(
— msgServiced);//
<~ pobieram czas obstugi
— dla tego pakietu
scheduleAt (simTime () +

— serviceTime,
< endServiceMsg);//
— planuje wiadomosS¢ kon
— czgca obstuge pakietu
}
}
else {

int bufferLimit = 9;

if (queue.getlLength() < bufferLimit)

{
msg->setTimestamp () ;//ustaw
— metke czasowg na
— aktualny czas
— symulacji
queue . insert(msg);//wrzuc
— nowy pakiet do kolejki
b
else
{
notInBuffer++;//inkrementuje
— liczbe pakietdw, kto
— re nie zmiesScity sie w
— buforze
delete msg;
}
if (queue.getlLength() == bufferLimit)
{
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firtBufferOverflowOccured =
true;

rrrs

A.2 Kod umozliwiajacy numeryczng analize w pro-
gramie Mathematica

W tym podrozdziale zamieszczono napisane w jezyku programu Mathema-
tica 12.1 kluczowe funkcje, wystepujace w kodzie umozliwiajacym wykonanie
numerycznych obliczen, ktoérych rezultaty zaprezentowano na licznych wy-
kresach w niniejszej rozprawie.

1. Implementacja splotu prawdopodobienstw z Definicji 1.5.

ProbabilitySplot [iIndex_, jIndex_,
< piProbability_]

Module [{i = iIndex, j = jIndex, pi =
< piProbability, pij = 0},

If[i == 0 &% j == 0, pij = 11;

If[i > Lengthl[pil,

Do[pi = Append[pi, 0], {z, 1, i - Lengthl[pil}]
— 1;

If[j == 1, If[i == 0, pij = 0, pij = pil[il111;

If[§ >= 2, pij = \!\(

\*UnderoverscriptBox [\(\[Sum]\), \(k =

RO GAVERANG R ANGAVANC AVANGADNE.

ProbabilitySplot[i - k, j - 1, pil\)\)I1;

Return[pij];

15

2. Implementacja algorytmu Gavera-Stehfesta (algorytm zaczerpnieto z
pracy [1])

GaverStehfest [StehfestWeight_, LaplaceTrans_] :=

Module [{M = StehfestWeight},

Cklk_] := (-1)°(M + k)=*\!'\(

\*UnderoverscriptBox [\(\[Sum]\), \(j = Floor [\((
— k + 1\)/2]\), \(Min[

k, MI\)I\NC\((C
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\*SuperscriptBox [\ (j\), \(M + 1\)]/Factorial [M])
<— \)*Binomial [M, jl=*
Binomial[2 j, jl#*Binomiallj, k - jI\)\);
Estim[M_] := (Logl[2]/t)*\!\(
\*UnderoverscriptBox [\(\[Sum]\), \(k = 1\), \(2
—  M\)I\(Ck[k]*
LaplaceTrans [\ ((k*xLog[2]1)\)/t]1\)\);
Return [Simplify [Estim[M]], TimeConstraint ->
— 1000];
1

3. Implementacja algorytmu Abate-Choudhury-Whitt (algorytm zaczerp-
nieto z pracy [1])

AbateChoudhuryWhitt[L_, A_, m_, n_, f_] :=
< Module [{name = filenamel},

Clear[b, a, FJ];

blk_, s_1 := f[A/(2%L*s)] + 2x\!\(

\*UnderoverscriptBox [\ (\[Sum]\), \(j = 1\), \(L
— \) 1\ (Rel

fLA/NC(2xL*xs)\) + \N((I*j*\[Pi]l)\)/\((L*s)\)]*

ESNCONC(I*jx\[PiID\)/LO\N)IN)N\N) /; And[k == 0, Re
— [s] > 01;

blk_, s_1 := 2x\1\(

\*UnderoverscriptBox [\(\[Sum]\), \(j = 1\), \(L
— \)I\(Rel

fLA/NC(2%xL*xs)\) + N((I*j*\[Pi]1)\)/\((L*s)\) +
— \((I*k*\[Pi])\)/

sI*E-NCONCC(I*j*\N[Pi]D\)/LO\N)IN)N\) /; And[k >= 1,
— Rel[s] > 0];

blk_, s_] := 0;

alk_, s_] := E"(A/(2%xL))/(2*L*s)*bl[k, s] /; Andl[
— k >= 0, Rels] > 0];

alk_, s_1 := 0;

Fls_] := N[\!'\(

\*UnderoverscriptBox [\(\[Sum]\), \(k = 0\), \(m
— \) 1\ (

\*UnderoverscriptBox [\(\[Sum]\), \(j = 0\), \(n

< 4+ k\)]Binomial [m,
I E AN GGG ES ADDAVDAVE AN CONEONEI AV DAV RS DAVE F-0 Iy

— , sJ]\)\)];
Return [F]]

4. Implementacja ujetej w Twierdzeniu 2.2 transformaty Laplace’a wa-
runkowego rozkladu liczby zgloszen w systemie M~ /G/1/N.
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QueueSize [NumberOfPacketsAtTimet_, BuforZero_,
< BuforSize_,

RateLambda_, RateMuAl_, RateMuB2_, Alpha_,
— RateVacation_,

pkProbabilities_, infin_] := Module [{
NN = BuforSize (*Rozmiar buforax*),
n = BuforZero (*Poczatkowa liczba pakietéd

— w w kolejcex),

m = NumberOfPacketsAtTimet , (xLiczba
— pakietow w kolejce w momencie
— czasu t*)

\[Lambdal] = RatelLambda (*Intensywnosc¢ wp
— tywu pakietowx*),

\[Mu]lA1l = RateMuAl (*¥Szybkosc obstugi
— pakietowx*),

\[MulB2 = RateMuB2(*Szybkosc obsiugi
— pakietowx*),

\[Alphal] =

Alpha, (xWartosc uzywana w rozkladzie obs
— tugi pakietodwx*)

\[Lambdalv =

RateVacation (*Parametr rozkiadu czasu
— trwania pojedynczego okresu
— przestojux*x)},

pk = Normal [pkProbabilities];

(#*Gestosé rozktadu wyktadniczego mieszanego obst
— ugi pakietdow*)

flt_] := \[Alphal*\[MulAl*xExp[-\[MulAl*xt] + (1 -
<~ \[Alphal) *\[Mul]l B2*

Exp [-\[MulB2*t];

(*xDystrybuanta rozktadu wyktadniczego mieszanego
— obstugi pakietdw*)

Flt_] := \[Alphal=*(1 - Exp[-\[MulAlxt]l) + (1 -
< \[Alphal)*(1 -

Exp [-\[MulB2*t]);

fLT[s_] := LaplaceTransform[f[t], t, s];

FF[t_]1 := 1 - F[t];

(*Gestos¢ rozktadu Erlanga rzedu 2 czasu trwania
— pojedynczego okresu przestojux)

glt_]l := \[Lambdalv~2*t*Exp[-\[Lambdalv*t];
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('H
G[t_] := 1 - E(-t* \[Lambdalv) *(1 + t =*\[
< Lambdalv) ;
gLT[s_] := LaplaceTransform[g[t]l, t, s];
GG[t_] := 1 - G[t];
alk_] := Assuming[Re[s] > 0, \!I\(

\*UnderoverscriptBox [\(\[Sum]\), \(r = 0\), \(k
~— \)I\(ProbabilitySplot [

k, r, pkl*Integrate[\ Exp[\(-\((\[Lambdal + s)\)
— \) *ylx*

\*FractionBox [

SuperscriptBox [\ ((\[Lambdal*y)\), \(r\)J1, \(r'\)
— 1*xflyl, {y,

0, \[Infinityl}I\)\) 1;

b[1_] := 1/(1 - gLT[\[Lambda] + s])*Assuming[Rel[
— s8] > 0, \!\(

\*UnderoverscriptBox [\ (\[Sum]\), \(r = 0\), \(1
< \)I\(ProbabilitySplot[

1, r, pkl*Integrate[\ Exp[\(-\((\[Lambdal] + s)\)
— \) *ylx*

\*FractionBox [

SuperscriptBox [\((\[Lambdal*y)\), \(r + 1\)1],
— \N(\((r + D\)I\)I=*

glyl, {y, 0, \[Infinityl}I\D\) 1;

fiG1[1_]1 := \'\(

\*UnderoverscriptBox [N\ (\[Sum]\), \(r = 0\), \(1
< \)I\(ProbabilitySplot [

1, r, pklx

Assuming[Re[s] > 0, Integrate[\ Exp[\(-\NC(\[
— Lambdal] + s)\)\)*t]=*

\*FractionBox [

SuperscriptBox [N\((\[Lambdal*t)\), \(r + 1\)1,
— N\ ((r + DHHY\)'\)I=*

GG[tl, {t, 0, \[Infinityl}I1I\)\);

fiF1[1_]1 := \!\(

\*UnderoverscriptBox [\(\[Sum]l\), \(r = 0\), \(1
— \)J\(ProbabilitySplot[

1, r, pk]*

Assuming[Re[s] > 0, Integrate[\ Exp[\(-\NC(\I[
— Lambda] + s)\)\)*t]x*

\*FractionBox [
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SuperscriptBox [\ ((\[Lambdal*t)\), \(r\)1, \(\((r
— D\ ') I*FF[t], {t,
0, \[Infinityl}11\)\);
fiG :=
Assuming[Re[s] > 0,
Integrate[ (Exp[-s*t] - Exp[-(\[Lambda] + s)*t])
— *GG[t], {t,
0, \[Infinityl3}1];

d := 1/¢(

1 - gLT[\[Lambda] + s])*(If[1 <= m && m <= NN -
— 1, 1, 01*\!\(

\*UnderoverscriptBox [\(\[Sum]\), \(k =

1IN, N\ INC(pR INCIND) N (NN I*£fiGl[m - kI1\)\)
— o+

If[m == NN, 1, 0] * \!\(

\*UnderoverscriptBox [\ (\[Sum]\), \(k
o, _

TN INCpk INCIND) N (BN N (TN 1%\ (

\*UnderoverscriptBox [\ (\[Sum]\), \(j
—  \(infin\)JfiG1[

AERAVAVAVRI

h{1l_] :=

If[n <= m &% m <= NN - 1, 1, O0]*fiFl[m - 1] +

If[m == NN, 1, 0] * \!\(

\*UnderoverscriptBox [\ (\[Sum]\), \(k = NN - 1\),
—  \(infin\)I\(£fiF1l[

1\), \ (NN

NN - k\),

kI\)\);

Clear[k];

RR = Array[R, NN + 1, 0]; R[0] = 0; R[1] = a
— [0]1"-1;

Do[R[k + 1] = R[1]I*(R[k] - Sum([ali + 1]*R[k - i
— 1, {i, 0, k}D), {k,
1, NN}I;

thetal[nn_] := al[0]l*R[nn + 1] + \I\(

\*UnderoverscriptBox [N\(\[Sum]\), \(k = 0\), \(nn
— \)I\(RI[

nn - kl*x\((alk + 1] -

\*SuperscriptBox [N\((£LT[s1)\), N(-1\)I*\(

\*UnderoverscriptBox [N\(N[Sum]\), \(i = k + 1\),
— \(infin\)Jal

N AVDAVAVADE
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fiilnn_] := \!I\(

\*UnderoverscriptBox [\(\[Sum]\), \(k = 0\), \(an
— \)I\(RIL

nn - k]*\((h[NN]x

\*SuperscriptBox [N\(C(£LT[s]1)\), \(-1\)1*\(

\*UnderoverscriptBox [\(\[Sum]\), \(i = k + 1\),
— \(infin\)Jalil\) -

h[NN - k1D ;

pvn := fii[NN - n] + thetal[NN - n]lx*x(\!I\(

\*UnderoverscriptBox [\ (\[Sum]\), \(k = 1\), \(NN
oy -

IN) INCpk DN COND N (RN) N (TN 1%\ (

\*UnderoverscriptBox [\(\[Sum]\), \(j = 1\), \(NN
— - k\)Ib[NN - k - jlx

fii[jINO\NVDN) + d + If[m == 0, 1, O0]x(\[Lambdal] +
— s)7°-1 -

fii [NN])/(theta [NN] - \!'\(

\*UnderoverscriptBox [\(\[Sum]l\), \(k = 1\), \(NN
oy -

TN INCpk DN CON) N (N N (TN T\ ((C

\*UnderoverscriptBox [\ (\[Sum]\), \(j = 1\), \(NN
- kK\)Ib[NN - k - jlx

thetal[j] +

\*UnderoverscriptBox [\(\[Sum]\), \(j = NN - k\),

—  \(infin\)1bl[
ANDASAVAVYRE

Return [pvn];

1;

5. Implementacja ujetej w Twierdzeniu 3.2 transformaty Laplace’a roz-
ktadu warunkowego czasu do pierwszego przepelnienia bufora w sys-
temie MX/G/1/N.

LTbufferOverflow [BuforZero_, BuforSize_,

— RatelLambda_, RateMu_,
RateVacation_, pkProbabilities_, alphal_] :=
Module [{NN = BuforSize R

n = BuforZero
— 3
\[Lambda] = RatelLambda
— },
\[Mul1l =
RateMu[[1]];
—
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\[Mul2 =

RateMu [[2]]; (*szybkos¢ obsiugi pakietdw parametr
— hiperwyklad 2x*)

pk = pkProbabilities;

\[Alpha] = alphal;

\[Lambdalv =

RateVacation; (*#Parametr rozktadu czasu trwania
— pojedynczego okresu przestojux*)

(¥Gestos¢ rozktradu Erlanga rzedu 2 czasu trwania
— pojedynczego okresu przestojux)

vIit_] := \[Lambdalv~2*t*xExp[-\[Lambdalv*t];

(*Dystrybuanta rozktadu Erlanga rzedu 2 czasu
— trwania pojedynczego okresu przestojux*)

VIt_] =1 - E-(-tx \[Lambdalv) *(1 + t =*\[
— Lambdalv) ;

vv[Is_] := LaplaceTransform[v[t], t, s];

Vvlit_] := 1 - V[t];

(*Gestosé rozktradu hiperwyktadniczego rzedu 2
— obstugi pakietow*)

flt_] := \[Alphal*\[Muli1*Exp[-\[Mull*t] + (1 -
— \[Alphal]) *\[Mu]2*

Exp [-\[Mul2*t];

(*Dystrybuanta rozktadu hiperwyktadniczego rzedu
— 2 obstugi pakietow*)

Flt_1 :=

1 - \[Alphal*Exp[-\[Muli*t]l - (1 - \[Alphal)*Exp
— [-\[Mul2*t];

FF[t_]1 := 1 - F[t];

a[j_] := Assuming[Re[s] > 0, Integrate[Exp[-(\[
— Lambdal] + s)*t]*\!\(

\*UnderoverscriptBox [\ (\[Sum]\), \(k = 0\), \(j
< \)I\(ProbabilitySplot[

j, k, pklx*

\*FractionBox [

SuperscriptBox [\ ((\[Lambdal*t)\), \(k\)]1, \(k!'\)
— 1*x£f[t1\)\), {t,

0, \[Infinityl2}1]1;

blj_] :=

Assuming[Re[s] > 0, Integrate[Exp[-(\[Lambdal] +
< s)*t]*Sum [\!\(

\*UnderoverscriptBox [\(\[Sum]\), \(k = 0\), \(i
~— \)I\(ProbabilitySplot [

i, k, pklx
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\*FractionBox [

SuperscriptBox [N\((\N[Lambdal*xt)\), \(k\)J1, \(k!'\)
— 1xFF[tI1\)\), {i, 0,

i3, {t, 0, \[Infinityl}11;

RR = Array[R, NN + 1, 0]; R[0] = 0; R[1] = a
— [0]"-1;

Do[R[k + 1] = R[11*(R[k] - Sum[al[i + 1]*R[k - i
— 1, {i, 0, k}1), {k,

1, NN - 13}];

glr_1 := \I\(

\*UnderoverscriptBox [\ (\[Sum]\), \(j = O0\), \(r
< \)J\(ProbabilitySplot [

r, j, pkl*

\*FractionBox [

SuperscriptBox [\(\[Lambdal\), \(j + 1\)]1, NO\((j
— + 1)\)I\)Ix

Assuming[Re[s] > 0, Integrate[Exp[\(-\((\[Lambda
— 1 + s)\)\)*ulx

\*SuperscriptBox [\((w)\), \(j + 1\)1*v[ul, {u,
— 0, \[Infinityl}]1I1\)\);

gglr_1 := \'\(

\*UnderoverscriptBox [\ (\[Sum]\), \(j = 0\), \(r
< \)J\(ProbabilitySplot [

r, j, pkl*

\*FractionBox [

SuperscriptBox [\(\[Lambdal\), \(j + 1\)]1, NO\((j
— + 1)\)I\)]Ix

Assuming[Re[s] > 0, Integrate[Exp[\(-\((\[Lambda
— 1 + s)\)\)*ul=*

\*SuperscriptBox [N((uw)\), \(j + 1\)I*VV[ul, {u,
— 0, \[Infinityl}]1I1\)\);

A := 1/(1 - vv[\[Lambdal + s])*\!\(

\*UnderoverscriptBox [\(\[Sum]\), \(k = 1\), \(NN
o -

TN INCpk INCIND N (BEN) N (T\) 1%

Sum[ggl[r] -

glr]l*Sum[

R[NN - k¥ - r - il*b[i - 1], {i, 1, NN - k - r}],
— A{r, 0,

NN - k - 1}I\)\) + Sum[R[NN - kl*b[k -
— 11, {k, 1, NN}] +
1/(\[Lambdal] + s);
B := (R[NN] + R[1]*Sum[R[NN - kl*al[k], {k, 1, NN
— }] -
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1/(1 - vv[\[Lambdal + s])*\!1\(

\*UnderoverscriptBox [\(\[Sum]\), \(k = 1\), \(NN
. -

TN INCpk INCIND N (RN N (TN 1%

Sum[g[rI*\((R[NN - k - r] +

R[1]1*Sum[

RINN - kx - r - il*alil, {i, 1, NN - k - r}1)\),
— {r, 0,

NN - k - 1}I1\)\)) " -1;

\[Deltaln :=

A¥*B*(R[NN - n] + R[1]*Sum[R[NN - n - kl*xal[k], {k
~ , 1, NN - n}]) -

Sum[R[NN - n - k]*b[k - 1], {k, 1, NN - n}];

Return [\ [Delta]ln];

1;

6. Implementacja ujetej w (4.3.1) transformaty Laplace’a wartosci ocze-
kiwanej op6znienia kolejkowania w systemie M~X /G /1/N.

QueueDelay [BuforZero_, BuforSize_, RatelLambda_,
< RateMuAl_, RateMuB2_,
Alpha_, RateVacation_, pkProbabilities_, infin_]

— := Module [{
NN = BuforSize (*Rozmiar buforax*),
n = BuforZero (*Poczatkowa liczba pakietd

— w w kolejcex*),

\[Lambdal] = RatelLambda (*Intensywnosc¢ wp
— tywu pakietowx*),

\[Mu]Al = RateMulAl (¥szybkosc¢ obstugi
— pakietowx*),

\[Mu]lB2 = RateMuB2 (*szybkosc obstugi
— pakietodw*),

\[Alphal] =

Alpha, (*wartosc uzywana w rozkladzie
— obslugi pakietow*)

\[Lambdalv =

RateVacation (*Parametr rozkiadu czasu
— trwania pojedynczego okresu
— przestojux*)},

pk = Normal [pkProbabilities];

(*Gestosé rozktradu wyktadniczego mieszanego obst
— ugi pakietdow*)

flt_] := \[Alphal*\[Mu]A1*Exp[-\[MulAl1x*t];
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—
F[t_] := \[Alphal*(1 - Exp[-\[MulA1xt]);
fLT[s_] := LaplaceTransform[f[t], t, s];
FF[t_]l := 1 - F[t];
(_)
glt_]l := \[Lambdalv~2*t*Exp[-\[Lambda]v*t];
—
G[t_] := 1 - E~(-t*x \[Lambdalv) *(1 + t *\[
< Lambdalv) ;
gLT[s_] := LaplaceTransform[g[t]l, t, s];
GGLt_] := 1 - G[t];
alk_] := Assuming[Re[s] > 0, \!\(

\*UnderoverscriptBox [\(\[Sum]\), \(r = 0\), \(k
< \)I\(ProbabilitySplot[

k, r, pkl*Integrate [\ Exp[\(-\((\[Lambdal] + s)\)
— \) *ylx*

\*FractionBox [

SuperscriptBox [N\((\[Lambdal*xy)\), \(r\)J1, \(r!'\)
— Ixf[yl, {y,

0, \[Infinityl}I\)\) 1;

r[1_] := Assuming[Rel[s] > 0, \!\(

\*UnderoverscriptBox [\ (\[Sum]\), \(r = 0\), \(1
— \)J\(ProbabilitySplot[

1, r, pkl*Integrate[\ Exp[\(-\((\[Lambdal] + s)\)
— \) *ylx*

\*FractionBox [

SuperscriptBox [N\((\[Lambdal*y)\), \(r + 1\)1,
— \N(\((r + DH\)I\)I=*

glyl, {y, 0, \[Infinityl}I\D\) 1;

\[AlphalWzor = 1/z*\!\(

\*UnderoverscriptBox [\ (\[Sum]\), \(k = 1\), \(NN
o -

1IN INCpk INCIND) N (BN N (TN 1%\ (

\*UnderoverscriptBox [\(\[Sum]l\), \(j = 0\), \(NN

— -k - 1\)]
\*SuperscriptBox [NCELT[z]1\), \(k + j\)I=*\(
\*UnderoverscriptBox [\(\[Sum]\), \(r = 0\), \(j
— \)J]ProbabilitySplot[j,
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r, pkl*

\*FractionBox [

SuperscriptBox [\(\[Lambdal\), \(r + 1\)]1, \V(\((r
— + D\ I\)]=*

Assuming[Re[z] > 0 && Rels] > 0,

Integrate [\

Exp [N(-\((z)\)\) *xv]*g[v]=*

Integrate [\ Exp[\(-\((\[Lambda] + s - z)\)\)*yl=*

\*SuperscriptBox [\(y\), \(r + 1\D1, {y, 0, v}],
— {v,

0, \[Infinityl}I1I\)\ND\N)\);
\[Betal] = 1/z*\!\(

\*UnderoverscriptBox [\(\[Sum]\), \(k = 1\), \(NN
o -

TN INCpk INCIND) N (BN N (TN 1%\ (

\*UnderoverscriptBox [\(\[Sum]\), \(j = NN - k\),
< \(infin\) I\ (

\*UnderoverscriptBox [\(\[Sum]\), \(r = 0\), \(j

<~ \)]ProbabilitySplot[j,

r, pklx

\*FractionBox [

SuperscriptBox [\(\[Lambdal\), \(r + 1\)1, \(\((r
— o+ 1D\ I\)Ix

Assuming[Re[s] > O,

Integrate [\ Exp[\(-\((\[Lambdal + s)\)\)*ylx

\*SuperscriptBox [\((y)\), \(r + 1\)1x*GG[yl, {y,

0, \[Infinityl}1I1\DNI\ND\);

\[Gamma] = 1/z*(gLT[z] - gLT[\[Lambdal + s])/(\[

— Lambdal] + s - z);

qili_] := 1/z*\!1\(

\*UnderoverscriptBox [\(\[Sum]\), \(k = 0\), \(NN
— - i = 1\)I\(

\*SuperscriptBox [N(fLT[z]\), \(i + k - 1\)1=*

Assuming[Re[z] > O && Rels] > 0,

\*UnderoverscriptBox [\(\[Sum]\), \(r = 0\), \(k

< \)]ProbabilitySplot [k,
r, pkl*
\*FractionBox [
SuperscriptBox [N((\[Lambdal)\), \(r\)], \(r!\)JIx
Integrate [\
Exp [N(-\((z)\)\) *xyl*f [y]=*
Integrate [\ Exp[\(-\((\[Lambdal + s - z)\)\)*tlx*
\*SuperscriptBox [\(t\), \(r\D], {t, 0, y}I, {y,
0, \[Infinityl}I\ \ 1\D\);
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\[Etal[i_] := 1/z*\!\(

\*UnderoverscriptBox [N\ (\[Sum]\), \(k = NN - i\),
<  \(infin\)JI\(
\*UnderoverscriptBox [\(\[Sum]\), \(r = 0\), \(k

< \)]ProbabilitySplot [k,

r, pkl*

\*FractionBox [

SuperscriptBox [\ (\[Lambdal\), \(r\)]1, V(\((r)\)
— I\)1=*

Assuming[Re[s] > 0 && Rels] > 0,

Integrate [\ flyl*xIntegrate[\ Exp[\(-\((\[Lambdal]
—  + s)\)\)*t]=

\*SuperscriptBox [\(t\), \(r\D1, {t, 0, y}1, {y,
— 0, \[Infinityl}1I\)\);

Clear [k];
RR = Array[R, NN + 1, 0]; R[0] = 0; R[1] = a
— [0]"-1;

Do[R[k + 1] = R[1]1*(R[k] - Sum[ali + 11*R[k - i

— 1, {i, 0, k}1), {k,
1, NN}1;

thetalnn_] := al[0]l*R[nn + 1] + \!\(

\*UnderoverscriptBox [\(\[Sum]\), \(k = 0\), \(an
— \)I\(RIL

nn - k]x\((alk + 1] -

\*SuperscriptBox [N\(C(£LT[s]1)\), \(-1\)1*\(

\*UnderoverscriptBox [\(\[Sum]\), \(i = k + 1\),
— \(infin\)Jal

N AVDAVAVAD I

fiilnn_] := \!\(

\*UnderoverscriptBox [\ (\[Sum]\), \(k = 0\), \(nn
— \)I\(RIL

nn - k]1*\((\((qi[NN] + \[Etal [NN])\)=x*

\*SuperscriptBox [N\((£fLT[s1)\), \(-1\)1*\(

\*UnderoverscriptBox [\(\[Sum]\), \(i = k + 1\),
— \(infin\)Jalil\) -

qi[NN - k] - \[Etal[NN - kI)\)\\);

pvn = fii[NN - n] + thetal[NN - n]lx(\!\(

\*UnderoverscriptBox [N\(\[Sum]l\), \(k = 1\), \(NN
oy -

TN INCpk DN COND N (BN) N (TN 1%\ (

\*UnderoverscriptBox [\ (\[Sum]\), \(j = 0\), \(NN
— - k - 1\)I1fiil

NN - k - jl=x

r[jI\D\)\) + \[AlphalWzor + \[Betal + \[Gammal] -
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fii [NN]*(1 - gLT[\[Lambdal + s]))/(
theta [NN]*(1 - gLT[\[Lambdal + s]) - \!\(
\*UnderoverscriptBox [N\(\[Sum]l\), \(k = 1\), \(NN

—

1N INCpk DN COND N (N N (T\) T\ ((

\*UnderoverscriptBox [\ (\[Sum]\), \(j = 0\), \(NN
— - k - 1\)]thetal

NN - k - jl*xr[j] +

\*UnderoverscriptBox [\ (\[Sum]\), \(j = NN - k\),

Ev

—

\(infin\)]1r[
AEPAVAVAYRE

\ 1\ (

\*SubscriptBox [N\(\[PartialD]\), \(z\)I\((z*pvn)
— \J)\);
Return [Ev];

1;

7. Implementacja ujetej w Twierdzeniu 5.3.2 transformaty Laplace’a war-
tosci éredniej liczby obstuzonych zgloszeh w systemie M~X /G/1/N.

DepartureProcess [BuforZero_, BuforSize_,
— RatelLambda_, RateMuAl_,

RateMuB2_, Alpha_, RateVacation_,

— pkProbabilities_, infin_] :=

Module [{

Pk

NN = BuforSize (*¥Rozmiar buforax*),

n = BuforZero (*Poczatkowa liczba pakietd
— w w kolejcex*),

\[Lambdal] = RatelLambda (*Intensywnosc¢ wp
— tywu pakietowx*),

\[Mu]Al = RateMulAl (¥szybkosc¢ obstugi
— pakietodw*),

\[Mul]B2 = RateMuB2 (*¥szybkosc obstugi
— pakietéw*),

\[Alphal] =

Alpha, (*wartosc uzywana w rozkladzie
— obslugi pakietow*)

\[Lambdalv =

RateVacation (*Parametr rozkiadu czasu
— trwania pojedynczego okresu
— przestojux*x)},

Normal [pkProbabilities];

(*Gestos¢ rozktradu wyktadniczego obstugi pakieté
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SN
flt_] := \[Alphal*\[Mu]lA1*Exp[-\[MulAl1x*t];
(N
F[t_] := \[Alphal*(1 - Exp[-\[MulAlx*xt]);
fLT[s_] := LaplaceTransform[f[t], t, s];
glt_]l := \[Lambdalvx*
Exp[-\[Lambda]v*
t];
SN
G[t_] :=
1 - Exp[-\[Lambdal]vx*
t];
AN
gLT[s_] := LaplaceTransform([g[t], t, s];
alk_] := Assuming[Rel[s] > 0, \!'\(

\*UnderoverscriptBox [\(\[Sum]\), \(r = 0\), \(k
~— \)I\(ProbabilitySplot [

k, r, pkl*Integrate[\ Exp[\(-\((\[Lambdal + s)\)
— \)*y]*\((

\*SuperscriptBox [N\((\[Lambdal=*y)\), \(r\)1/\(r
— "\))\=*flyl, {y,

0, \[Infinityl}I\D)\) 1;

b[1_] := (1/(1 - gLT[\[Lambdal] + s]))*Assuming]l
< Rels] > 0, \!\(

\*UnderoverscriptBox [N\ (\[Sum]\), \(r = 0\), \(1
< \)I\(ProbabilitySplot [

1, r, pkl*Integrate [\ Exp[\(-\((\[Lambdal + s)\)
— \)*y]*\((

\*SuperscriptBox [N\((\[Lambdalx*y)\), \(r + 1\)
— 1/NO\N((r + DN\ *

glyl, {y, 0, \[Infinityl}I\D\) 1;

aalj_] := zx*xaljl;

\[Gamma] = (1 - gLT[s])/(s*x(1 - gLT[\[Lambda] +
— s]1));

Clear [k];

RR = Array[R, NN + 1, 0]; R[0] = 0; R[1] = aa
— [0]"-1;

Do[R[k + 1] = R[1]1*(R[k] - Sum[aal[i + 1]*R[k - i
— 1, {i, 0, k}1), {k,
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1, NN}I1;

Alm_] :=

R[m + 1]l*xaal[0] +

Sum [R[m -

kl*(aalk + 1] - (z*fLT[s]) "-1%

Sum[aa[i]l, {i, k + 1, infinl}]), {k, 0, m}];

Blm_] := ((1 - fLT[s])/(z*s*fLT[s]))*\!\(

\*UnderoverscriptBox [\ (\[Sum]\), \(k = 0\), \(m
— \)I\N((R[m - k]x*\((

\*UnderoverscriptBox [\(\[Sum]\), \(i
— \(infin\) J\((aal

iID\) - zxfLT[s1)\))\)\);

hhn = B[NN - n] + A[NN - nlx(C(\!\(

\*UnderoverscriptBox [\(\[Sum]\), \(k
oy -

TN INCpk DN COND N (BN) N (TN 1%\ (

\*UnderoverscriptBox [\ (\[Sum]l\), \(j
— -k - 1\)IB[

NN - k - jI*b[jI\)\)\) + \[Gamma] - B[NN])/(A[LNN
— 1 - \!\(

\*UnderoverscriptBox [\(\[Sum]\), \(k
o, -

IN) INCpk INCEN) N (RND N (I\) T\ ((

\*UnderoverscriptBox [\ (\[Sum]\), \(j
— -k - 1\)]JA[

NN - k - jl*b[j] +

\*UnderoverscriptBox [\(\[Sum]\), \(j
—  \(infin\)JIb[

SEPAVAVAVDDI

Ev = \!\(

\*SubscriptBox [N\(\[PartialD]1\), \(z\)I\((hhn)\)
— \);

Return [Ev];

1;

k + 1\),

1\), \(NN

0\), \(NN

1\), \(NN

0\), \(NN

NN - k\),

267



Skorowidz

i-krotny splot
Laplace’a-Stieltjesa, 25
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